LINEARNI ALGEBRA

EUKLIDOVSKE VEKTOROVE PROSTORY
HOMOMORFIZMY VEKTOROVYCH PROSTORU

Marek Jukl




Oponenti: prof. RNDr. FrantiSek Machala, DrSc.
doc. RNDr. Alena VanZurova, CSc.

2. upravené vydani
1. vydani vyslo v roce 2006

© Marek Jukl, 2006, 2010

ISBN 978-80-244-2522-1



OBSAH

I.EUKLIDOVSKE VEKTOROVE PROSTORY

1.Euklidovsky vektorovy prostor a jeho zakladni vlastnosti...... 7
2.Kolmost v euklidovském vektorovém prostoru................... 18
2.1 Kolmost vektort euklidovského vektorového prostoru......... 18
2.2 Ortonormalni baze euklidovského vektorového prostoru....... 20
2.3 Prechod mezi ortonormdlnimi bazemi.Ortogonadlni matice...... 27
2.4 OrtonormalizaCni ProCesS. ... .. e 31
2.5 Kolmost podprostord euklidovského vektorového prostoru..... 36
3.Grammtv determinant. Vnéjsi a ortogonalni souéin............. 46
3.1 Grammiv determinant......... ... .. i e 46
3.2 VREJSI soulin. . ... e e e 49
3.3 Ortogonalni soulin.......... .. 52
3.4 Geometricky vyznam vnéjsiho a ortogondlniho soucinu........ 59
4.Vzdalenost a odchylka vektoru a podprostoru.................. 63
4.1 Kolmy prumét vektoru do podprostoru........................ 63
4.2 Odchylka vektoru od podprostoru................ ... ... . ... .. 70
4.3 Vzdalenost vektoru od podprostoru............. ... .. ....... 74
4.3.1 Metoda nejmensich ctvercl......... .. ... . . i .. 77
4.4 Neékteré geometrické aplikace vzdalenosti a odchylky vektoru
od POdProStOTU. . . L e e e e 79
11.HOMOMORFIZMY VEKTOROVYCH PROSTORQ
1.Homomorfizmus a jeho zakladni vlastnosti..................... 33
1.1 Izomorfni vektoroveé prostory............ ... ... . . ... . ... 95
2.Matice a analytické vyjadreni homomorfizmu................... 98
3.Vektorovy prostor homomorfizmG.............. ... ... ... ..... 111
4.Skladani homomorfizml. . ... ... ... ..t 117
D PO JERCE. . o o e e e 122



6.Homomorfizmy euklidovskych vektorovych prostoré............. 128
6.1 Ortogondlni projekce. ... ... . e e 128
6.2 Ortogondlni homomorfizmy. .......c.o i nannnnn. 133
6.2.1 Izomorfni euklidovské vektorové prostory................ 143
7.Faktorovy vektorovy prostor......... ... .. .. . . . .. . i . 146
8.Dualni vektorovy prostor......... ... ... . .. .. ... . . ... 158
9.Princip duality ve vektorovych prostorech................... 169
9.1 Anihilatory na vektorovych prostorech..................... 169
9.2 Princip duality ve vektorovych prostorech................. 176
Dalsi doporucena literatura............ ... . ... . ... . ... 179



Uvodem

Predlozeny ucebni text je vénovan dvéma standardnim témattm
linedrni algebry, a to =zakladnim poznatkiim o euklidovskych
vektorovych prostorech (&ast I.) a o homomorfizmech vektorovych

prostortt (¢ast II.).

V ¢asti I. je predevéim zaveden pojem skalarniho soudinu na
readlném vektorovém prostoru a pomoci néj pak dalsi pojmy - kol-
most vektor a podprostori, odchylka a vzdidlenost vektoru od
podprostoru. Ctenadr se rovnéz seznami s vné&jsim a ortogonalnim
souCinem a ve vSech téchto pripadech rovnéz s prirozenymi
geometrickymi aplikacemi téchto partii linedrni algebry. Dale se
vyklad vénuje specidlné homomorfizmim na euklidovskych vektoro-

vych prostorech.

V ¢&asti II. jsou uvedeny zdkladni vlastnosti homomorfizmui,
¢imz se vytvari =zaklad pro jejich dalsi studium ve vyssich
semestrech. Je studovan vektorovy prostor homomorfizmlt a grupa
automorfizmu, pricemz jsou vzdy studovany jim prirazené struktury
matic téchto homomorfizml. Navazujici partie se vénuje faktorovym
vektorovym prostorim a vyklad je ukoncen studiem lineadrnich forem

a principem duality ve vektorovych prostorech.

Skriptum je koncipovdno pro zakladni kurz linearni algebryl)
zejména ve studiu aplikované matematiky na Prirodovédecké fakulté
UP v Olomouci, vyuzit jej mohou i studenti jinych matematickych
oboru (diskrétni matematiky a studia zaméreného na pripravu stre-

dodkolskych ucitelu), studenti oboru fyzikadlnich i dalsi zajemci.

V textu zarazené rFeSené priklady maji jen ilustrativni vyznam.
Dalsi priklady, jejichz zvladnuti md v osvojeni teorie nezastu-
pitelnou ulohu, najde <¢tenar v radé sbirek Uloh 2z linearni

algebry (viz napr. [1],[3],[8] ¢i [13]).

Dale se chci zminit o oznadovani vét, definic a poznamek. Jsou

tislovany =zvlast v ramci kazdé kapitoly. Odkazuji-li na né v

h predpokladd se znalost zejm. zdkladl teorie zobrazeni, vekto-

rovych prostorQ a matic v rozsahu napr. dle [17].



ramci této kapitoly, uvddim jen jejich &islo. Cinim-1i odkaz do
kapitoly (prip. i ¢&sti) jiné, predradim oznadeni kapitoly (pfip.
i Casti) pred ¢islo dané polozky (napr. I1.3.2 je polozka &.2 v 3.
kapitole ¢&sti I.). Formule jsou C&islovany tak, Ze v kulaté za-
vorce je uvedeno ¢islo definice/véty, k niz se formule vztahuje,
a za pomlé&kou je pak poradové cislo formule v ramci uvedené defi-
nice/véty.

Pro druhé vydani byl text skripta na nékterych mistech mirné

upraven.
Zavérem chcil podékovat obéma recenzentim - doc.RNDr.Alené

Vanzurové,CSc. a doc.RNDr.Daliboru Kluckému,CSc., v pripadé

druhého vydani pak i prof.RNDr.Frantisku Machalovi,DrSc., - =za

cenné rady a pripominky, které vedly ke zkvalitnéni tohoto

uéebniho textu.

Olomouc, listopad 2005, Unor 2010
Autor



I. EUKLIDOVSKE VEKTOROVE PROSTORY

1. Euklidovsky vektorovy prostor a jeho zadkladni vlastnosti

Zakladnim pojmem, s nimZz se v této kapitole setkame, je pojem
skaldrni soudin. Ctenar se jiz jist& na strfedni sSkole s timto
pojmem setkal - obvykle je skalarni soulin u.v dvou vektort u,veV
zavadén pomoci (intuitivné chapanych) pojma délka vektoru a uthel
dvou vektori nasledujici formuli

u.v=|lullllvlilcos<(u,v),
¢imz je definovano zobrazeni .:VxV-R majici vlastnosti (1)—(4)2),
které zvolime za axiomy teorie euklidovského vektorového prostoru
a pojmy délky vektoru Ci @hlu vektori zavedeme v dalsim pravé

pomoci skalarniho soucinu.

1.Definice Euklidovskym vektorovym prostorem rozumime vek-
torovy prostor V nad télesem redlnych &isel R spolu se zobrazenim
.:VXV-R majicim nasledujici vlastnosti:

Yu,v,weV, VteR:

(1) u.v=v.u,

(2) u.(v+w)=u.v+u.w,

(3) (tu).v=t(u.v),

(4) uzo = u.u>0.

V tomto pripadé nazyvame zobrazeni .:VxV-R skaldrnim nasobenim

na V a redlné &islo u.v pak skaldrnim soudinem veklori u a v.

2.Umluva Nebude-1i receno jinak, budeme symbolem V (prip. Vn)
po celou ¢ast I. rozumét n-rozmérny euklidovsky vektorovy prostor

"

se skalarnim souc¢inem , .

) na SS se V chape ovsem jako mnozina vektort pouze dvou
konkrétnich vektorovych prostort - fyzikdlni roviny nebo 3-rozm.

fyzikadlniho prostoru.



3.Poznamky

e uvédomme si, Ze na jednom a témze vektorovém prostoru V lze
zavést ruzné skalarni souciny a ziskame tak rizné euklidovské
vektorové prostory, byt se stejnym nosidem (viz napr. Priklad A).
Fuklidovsky vektorovy prostor V se sgkaldarnim souc¢inem . je mozno

chdpat jako usporddanou dvojici (V,.).

e pro oznacCeni skalarniho souc¢inu dvou vektor u,v se uziva i

jinych oznaceni - napr. g(u,v), <u,v> a podobné.

® vzhledem k tomu, Ze nehrozi nebezpec¢i =zamény skalarniho
souc¢inu za nasobeni redlnych ¢isel (skalary a vektory jsou typo-
graficky odligeny), budeme naddle =zpravidla =znak skaldrniho

sou¢inu vynechdvat a psat jen uv.

.oz = L2 o
® pro hodnotu xx se uziva rovnéz oznaceni x - skalarni ctve-

rec vektoru x.

e zobrazeni VxV-R majicimu vlastnosti (1)-(4) rikdme takeé
kladné definitni symetricka bilinedrni forma, coz zde uvadime jen
pro orientaci c¢tenare - studiu bilinearni forem budou vénovany

predndsky ve vyssich semestrech - viz napr. [9].

Priklad A

"

Rozhodnéte, kterd z nasledujicich zobrazeni ,."” jsou skaldarnim

souc¢inem na prislusném vektorovém prostoru V:
2
= . = + + +
1. V=R", (Xl,xz) (yl,yz) 2X1y1 X Y FXY FRY
n
2. V=R", (X ,...,x ).y ,....y )= Z XYy,
1 n 1 L
3. V=R, (xl,xz,x3).(yl,y2,y3)=2x1y1+x1y2+x2y1+x2y2,

4. V=R", (xl,xz).(yl,y2)=2x1y1+x1,

= = +2 .
5. V=R7, (Xl,xz,x3).(y1,y2,y3) 2x1yl+xly2+xzy1+2X2y2 XY,
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V jednotlivych pripadech ovérime splnéni podminek (1)-(4) defini-

ce 1.

Ad 1:
Ovéreni splnéni podminek (1)-(3) je mechanickou zdleZitosti a
prenechdvame je ctenari.
Provérme podminku (4). Bud (ul,u2)¢(0,0). Pak mUzeme psat:
2 2 2 2
(u,u).(u,u)=2u u +uu +u u +u u =2u +2u u +u"=2(u+u u )+u'=
1’72 1’72 171 12 21 22 17712 2 1 12 "2

2 2 2 2 2
=2((u +3u ) "-Ful)+u"=2(u ++u ) +3u",
1 2 2 2 1 2 2

a jelikoz (ul,u2)¢(0,0), plyne odtud, ze
(u ,u).(u ,u )>0,
1’2 1’ 2

coz znaCi splnéni podminky (4) a tudiZz zkoumané zobrazeni je ska-

. ‘s 2
léarnim soucinem na R™.

Ad 2:
Zde je ovéreni vsSech podminek mechanickou zadleZitosti a prene-
chavame je &tenari’).
Ad 3:
I zde je splnéni podminek (1)-(3) evidentni.
Provérme podminku (4). Bud (ui,uz,u3)¢(0,0,0). Pak stejné& jako v
pripadé 1 obdrzime:
_ 182,35 2
(ul,uz,u3).(ul,uz,u3)—2(u1+2u2) +2u2,
coz vsak obecné je C¢islo nezaporné, nikoli nutné kladné (viz

napr. (ul,uz,u3)=(0,0,1), kdy je vysledkem 0), a tedy podminka

3) tento skalarni soudin se nazyva standardni skaldrni soucin na
R”. Jeho formule je v porovnani s formuli, jiz je zadan skaldrni
souc¢in v pripadé ¢.1, jednodussi.

V kapitole 2 ostatné ukdzZeme, Zze v kazdém euklidovském vektorovém
prostoru (V,.) lze najit bazi tak, Ze skalarni souéin x.y bude

dan formuli
n

X.y= Z XY,
1 1
i=1
kde XpeosX 8 Y 0y jsou po radé souradnice vektort x a y v
n n

dotycné bazi.
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(4) zde splnéne neni. Zkoumané =zobrazeni proto neni skaldrnim

‘s 3
soucinem na R”.

Ad 4:
Zkoumané zobrazeni zrejmé neni skaldrnim soudinem - provedeni

prenechavame ¢tendri.

Ad 5:
Analogicky jako v pripadé 1 bychom zjistili, Ze jde o skaldrni

‘s 3
soucin na R,

Necht (V,.) je euklidovsky vektorovy prostor. Uvazujme né&ktery
podprostor W vektorového prostoru V. Naskyta se prirozend otazka,
zda je W euklidovsky vektorovy prostor.

Polozme™) o= . |WxW, tj. Yu,veW: uvov=u.v.

Vzhledem k tomu, Ze W je podprostor V (a je tedy uzavren na
libovolné linearni kombinace svych prvka), Jje trivialni ovérit,
ze zobrazeni o©:WxW-R je skaldrnim soucinem na W — tj. Ze spliuje
pozadavky definice 1 (provedte!).

Plati tedy nasledujici véta:

4.Véta Bud V se skaldrnim soudinem . euklidovsky vektorovy
prostor. Pak Ilibovolny podprostor WESEV je spolu s restrikci .|WxW

euklidovskym vektorovym prostorem.

5.Dusledek VSechny pojmy zavadéné pro euklidovské vektorové
prostory lze prenést do jejich podprostoru (aniz by je bylo nutno
definovat znova). Vsechny véty platné pro euklidovské vektorové
prostory plati i pro jejich podprostory (aniz by je bylo nutno

zv1ast dokazovat).

4 . p . s e P -
} tj.zobrazeni © je restrikci skaldrniho soucinu . na WxW.
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6.Véta Pro libovolné vektory u,veV plati:
(1) Vt,reR: (tu)(rv)=(tr)uv,

(2) uwu=0 & u=o,

(3) (VxeV: xu=0) & u=o,

(4) u=v & (V¥xeV: xu=xv)5L

Dikaz:
Ad (1):

Jde o trivilani dusledek axiomQ (1) a (3) z definice 1.

Ad (2):
Uvazime-1li, Ze o0=0u, miZeme psat:
u=o = uu=(0u)u(g)0(uu)=0,
kde jsme v rovnosti (a) pouzili axiom (3) z definice 1.
Obracend implikace plyne bezprostredné z axiomu (4) v defi-

nici 1 (jak?).

Ad (3):

Analogicky jako v predeslém pripadé snadno ukdzeme, ze:
u=o = (V¥VxeV: xu=0).

Obrdcend implikace je primym dusledkem tvrzeni (2).

Ad (4):

"

Implikace ,3" je evidentni.

JestliZe xu=xv, pak 0=xu—xv(g)x(u—v), odkud dle dokazané (3)
plyne u-v=o0, nebot x je libovolny. Kterého axiomu z definice 1

bylo uZzito v rovnosti (e¢)? n

Z axiomu 1.(4) a vlastnosti (2) pravé uvedené véty plyne:

7.Dtsledek Pro libovolny vektor u€V plati: uu=0.

Jak jsme predeslali vyse, zavedeneme nyni pomoci skalarniho

souc¢inu pojem normy (uziva se téz pojmu délka) vektoru.

5 . - . .
) Poznamenejme, Ze existence vektoru x, pro nejz xu=xv

v Y 2 . ‘e -
nezaruCuje u=v - napr. v R~ se standardnim skalarnim soucinem

(1,1)-(1,0)=(1,1)-(%,%), avsak (1,0)#(%,%).



12

8.Definice Bud wueV. Pak normou vektoru u rozumime ¢&islo

oznadované |lull a definované takto:

lull=V uu .

Je—-11i |lull=1, rekneme, Ze vektor u je normovany.

9.Poznamka Predevsim konstatujme, Ze vzhledem k dlUsledku 7 je
definice 8 korektni (proc¢?).
Ziskavame tak jisté zobrazeni |.|l:V-R, jehoZ posléze vyuzijeme

k zavedeni metriky na euklidovském vektorovém prostoru.

Priklad B

Napiste formule pro normy urcené skaldarnimi soucdiny z prikladu A.
Reseni

Formule ziskéme prostym uzitim definice 8.

N

Ad 1. “(X1’X2)”= V/(xl,xz).(xl,xz) = 1/2x1><1+x1x2+x2x1+x2x2 =

—

2 2
=V2X +2X X _+X ,
1 172 "2

n
2
2. ad 2. N(x, . x ) —1/ -zlxi ,
i=

3. Ad 5. |I{x ,x,x )H=V/2X K 4+X X +X X +2XK X +2X X =
1’72773 171 7172 T2 2 e T

<

2 2 _ 2
=1/ 2% 2% X 42X +2x° .
1 T2 7T g
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10.Véta Pro libovolné vektory u,veV a libovolné teR platis):

(1) ltull=1t1ful,

(2) llull=0 & u=o,

(3) lluli>0 & u#o,

(4) lhallliviizluv|, pricdemZ rovnost nast4vd, prdvé kdyZ u,v jsou
linedrné zdvisleé,

(5) lull+livizllu+vll, pricdemZ rovnost nastdvd, prdavé existuje-li
reR, rz0, tak, Ze v=ru nebo u=rv,

(6) lllull-livllI=llu—vll, pridemZ rovnost nastdvd, pravé existuje-1li

reR, rz0, tak, Ze v=ru nebo u=rv.

Dlkaz:
Tvrzeni (1)}-(3) se dokdzi snadno pomoci definice normy, (1) a

(2) z véty 6 a z (4) definice 1 (promyslete sit)

Ad (4):
(i) nerovnost [uvi|=lflulllivi
V pripadé u=o tvrzeni zfejmé plati (proé&?).
Predpoklade jme u#o a uvazujme vektor tu-v, kde t je libovolné
redalné ¢islo. Dle (4) definice 1 obdrZime:
(tu-v) (tu-v)=z0,
coz lze pomoci (1), (2) a (3) téZe definice psat:
t? (uu) -2t (uv) +vvz0.
Leva strana nerovnosti je kvadraticky (uu#0) polynom v promé&nné t
a ma-1i byt nezaporny, musi mit nejvyse jeden realny koren, coz
nastane, pravé kdyz jeho diskriminant bude nekladny:
4(uv)?-4 (uu) (vv)=0,
odkud (uv) < (uu) (vv),
neboli (viz def.8): | (av) 2= (lullviD?,
coz vzhledem k nezdpornosti abs.hodnoty realného ¢isla a soucdinu
norem vektoru lze odmocnit, ¢imZz dostaneme:

luv=llullllvi.

(ii) nutnd a postadujici podminka pro |uv!=[ulllivll
Jsou~1i u,v linearné zavislé, existuje reR tak, Ze v=ru nebo

u=rv - necht napr. v=ru - a tudiz:

6 - _ <
) nerovnost (4) se <Zasto nazyvd Cauchyova <¢i Schwarzova,

nerovnost (5) pak trojihelnikovi.
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luv=lu(ru) [=]r(ua) |=Ir | (wa)=|r | lulllul 2 v,

kde jsme v rovnosti (a) uzili jiZz dokézané (1).
Necht |uv!|=llullllvll. Predpokladejme, ze u,v jsou linearné
nezavislé - pak ovSem pro kazdé reR plati: rutv#o, a tedy
(ru+v) (rut+v)=0 (proc?),
odkud bychom analogicky, jako vySe obdrzeli:
r° (uu) +2r (uv) +vv=0.
Odtud - opét analogicky jako vyse — obdrzime:

fav [ <{lullllvl,
coz je ovSem ve sporu s predpokladem |uv|=|ulllv]l.

Ad (5):
(i) nerovnost [utvil=liull+||vl
Snadno odvodime, Ze
lutvil®= (u+v) (utv)=uu+2 (uv) +vv=llull*+2 (uv) +viP=lal®+2 fav |+ V]2,
odkud s vyuZitim jiz dokdzaného tvrzeni (4) plyne:
haev = a2+ 2lull v+ 1viP= Clal+lviD 2,
coz po odmocnéni (vzhledem k nezépornosti normy vektoru) dava:

lutvli=llull+livil.

(ii) nutna a postacujici podminka pro llu+vil=llull+lvll

Pro u=o0 nebo v=o je rovnost splnéna a pritom existuje rz0, tak,

e v=ru nebo u=rv. Necht naddle u#o a v#o.

Z (i) plyne

lurv =luli®+2 (uv) +IviP=lull®+2 uv | + v 2= lal®+2lul v+ v]®=

=(lull+lIviD,

a tudiZz je zkoumand rovnost ekvivalentni s nasledujicimi:

uv=luv|, (o)

[av [=[lulllivil. (B)

Rovnost (B) dle (4) je ekvivalentni linedrni =zavislosti vektort

u,v - necht napr. u=rv.

Pak ovsem uv=r(vv)=r|vll® a |uv|=Irl{vl®, a tedy (x) Jje splnénc

jen pro rz0, nebot [lv{|=0.

Ad (6): Tvrzeni se dokazZe analogicky jako (5). n
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Jak jsme rovnéZ predeslali, zavedeme pomoci skaldrniho soudinu

1 pojem thlu dvou vektora' ):

11.Definice Budte u,veV. Pak thlem vektori u a v rozumime &islo
z intervalu <0,n> oznacdované <(u,v) a definované takto:

(1) uzo#v:

uv
A(u,v)=arccos ,
allllv

(2) u=o Vv v=o:

A(u,v)=%m.

Odtud a z véty 6 plyne (promyslete si):

12.Dasledek Pro libovolné u,veV plati’):
(1) <2(u,v)=tn, prévé kdyz uv=0,

(2) uv=llullllviicos<(u,v).

13. Poznamky
® S ohledem na symetrii skalarniho soucinu [tj. 1.(1)] plati:

Yu,veV: <(u,v)=<(v,u).

® Vzhledem k (4) véty 10 nalezi zlomek THﬁﬁ%ﬂT intervalu

<-1,1>, a tudiz je definice 11 korektni.

® Ke kazdym dvéma vektorim je definici 11 prirazen jejich thel

jednoznac¢né, a to z uvedeného intervalu <0,m>.

Skalarni soudin umozhuje =zavést na euklidovském vektorovém

7) pritom se pochopitelné predpokladdd, Ze <&tenari je znama
definice funkce kosinus redlné proménné nikoli pomoci intuitivne
chapaného pojmu Ghlu (jako je tomu na SS), ale axiomaticka popr.

pomoci mocninné rady.

®) odstavec (2) porovnejte s uvodni uvahou
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- . , ., 9
prostoru prirozenym zptsobem metriku’):

14.Véta Bud V spolu se skaldrnim soucdinem ,." euklidovsky vek-

torovy prostor. Zobrazeni p:VXV-R definované vztahem

Yu,veV: p(u,v)=|v-ull

je metrikou na mnoZinée V.

Dakaz:
Vezmeme~-1li v Uvahu vlastnosti normy vektoru dle véty 10, je

platnost tvrzeni evidentni (promyslete si!).

"

15.Definice Bud V spolu se skalarnim soucinem ,.” euklidovsky

vektorovy prostor. Pak metrika na V definovanad v predeslé vété se

"

nazyva metrika indukovand skalarnim soucinem ,, .

16.Poznamka Kazdy euklidovsky vektorovy prostor je tedy
soucasné prostorem metrickym. Na daném euklidovském vektorovém
prostoru lze ovsem zavést 1 jiné metriky, neZz je metrika

indukovana skaldrnim soucinem.

;v - . v . . P - n
Uvazime-1i napr. aritmeticky vektorovy prostor R se stan-
dardnim skalarnim soulinem, je metrika indukovand timto skaldrnim

soufinem dana formuli (srv. priklad B):

PUOx s ux )y seesy D)=/ (yi‘Xi)z :

i=1

~1s

Na témze vektorovém prostoru mizeme napr. zavést také metriku na-

9) Pripomenme, Ze metrikou na mnoziné M, M#0, rozumime zobra-
zeni p:MxM->R s vliastnostmi:

(1) VxeM: p(x,x)=0,

(2) ¥x,yeM: xzy = p(x,y)=ply,x)>0,

(3) ¥x,y,zeM: p(x,y)+p(y,2)zp(x,2).
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sledujici, ktera skaldrnim soulinem indukovana neni:

p((xl, .. ,Xn), (yl, ce ,yn))=1§?§n{lyi—xil}.

Uvazime-1i aritmeticky vektorovy prostor R° se skalarnim sou-
¢inem definovanym relaci
. = + +
(X1’X2) (y1’y2) 2X1y1 XYY PR

je metrika timto skaldrnim soucinem indukovand dana formuli:

o, x), vy, 0= V 20y, % )%e2(y %) (v % ) +(y % )°.
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2. Kolmost v euklidovském vektorovém prostoru

V této kapitole si vSimneme jednak kolmosti dvou vektort,
vektoru a podmoziny (podprostoru), jakoz 1 dvou podmozin
(podprostort) euklidovského vektorového prostoru, dale pak
ortogonalnich a ortonormalnich bazi euklidovského vektorového

prostoru.

2.1 Kolmost vektort euklidovského vektorového prostoru

1.Definice Budte u,veV. Rekneme, Ze vektory u,v jsou kolmé

(ortogondlni), coz znatime uLv, JestliZe <(u,v)=in.

2.Poznamka S ohledem na poznamku 1.13 je relace byt kolmy

symetrickd - nemusime tedy rozlisovat, zda uiv ¢i viu.

Uzitim dusledku 1.12 dostavame °):

3.Véta Bud'te u,veV. Pak plati:

ulv & uv=0.

4.Definice Necht UsV. Rekneme, Ze

(1) U je ortogondlni mnoZzinou vektorit, jestlizZe plati:

[Vu,veﬂa uzv = uv=O.J

(2) U je ortonormdlni mnoZinou vektort, JjestliZe je ortogo-

10)mnohde byvaji jako ortogondlni vektory definovény ty, Jjejichz
skalarni soudin je nulovy. Nasledujic{ véta ukazuje, Ze jde o po-

jem ekvivaletni naml zavedenému.
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nalni a plati:

Yuel: fujl=1.

Platnost nasledujici véty je evidentni (zduvodnéte):

5.Véta Necht U;{ul,uz,...,uk}EV. Pak plati:

(1) U je ortogondini mnoZinou, pravé kdyz

Vi, jeN,1<i, j=k: i#j = u u _=0.
i3

(2) U je ortonormdlni mnozZinou, pravé kdyéll):

Vi, jeN, 1=i, j=k: uu =§_ .
ij ij

6.Poznamka Neékdy se uziva i obratu vektory uLu, .U Jjsou
ortogondlni, resp. ortonormalni. Jelikoz vSak nejde o vlastnost
jednotlivych vektoru, ale o vlastnost podmoziny jimi tvorené, je
metodicky vhodnéjsi hovorit o ortogonalité, resp. ortonormalité,

mnoziny (podobné jako u linedrni (ne)zavislosti).

Uvazujme nyni nékterou ortogondlni podmnoZzinu nenulovych
vektora U ve V a vysetreme jeji linearni (ne)zavislost.
Bud"u={u1,u2,...,uk}, zkoumejme nyni nulovou linearni kombinaci

vektort z U:

K
2 cu=o0 (7-1)

Zvolme i, 1=i=k, a vynasobme rovnost (7-1) vektorem u_, &imz
1

obdrzime:

£ (a) S (b) 2

0 =u( 2 cu) 2 z c (uu) ="¢c llull7,
i i j i ] i i

j:]_ j=1

a proto cl=02=...=ck=0, nebot |lu [[#0 (proc?).
1

Pritom v rovnosti (a) bylo uZito vlastnosti skalarniho soucinu a

11)Pfipomeﬁme, Zze symbol & . (tzv.Kroneckerovo delia) nabyva
1]

hodnoty O pro i#j a hodnoty 1 pro i=j.
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v (b) ortogonality mnoziny U - sé¢itanci pro j#i jsou rovni nule

(srv. 5.(1)). Ukadzali jsme platnost nasledujici véty.

7.Véta Kazda ortogondlni podmnozina nenulovych vektord z V je

linedrné nezdvisla.

8.Dasledek Kazda ortonormalni podmnozina vektort z V je

linedrné nezavisla.

2.2 Ortonormalni baze euklidovského vektorového prostoru

9.Definice Rekneme, Ze bize B euklidovského vektorového pros-
toru V je

(1) ortogonalni bizi, jestlize B je ortogonidlni podmnoZinou ve
v,

(2) ortonormdlni bdzi, jestlize B je ortonormdlni podmnoZinou

ve V.

7 pravé uvedené definice a véty 7 bezprostredné plyne:

10.Dasledky

(1) Kazdda n-¢lennd ortogondlni podmnoZina nenulovych vektori z
V je ortogondlni bazi V.

(2) Kazdd n-clennd ortonormdlni podmnozina vektort z V je

ortonormdlni bazi V.

Vyznam ortonormalnich bazi vyplyva zejména z nasledujicich
dvou vét - formule pro vypolet skaldarniho soucinu resp. normy

vektoru jsou v téchto bazich velmi jednoduché.
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11.Véta Bud B bdze prostoru V. B je ortonormdlni, prévé kdyZ

platila):

n

Vu,veV,{u}B=(u1,...,un),{v}B=(v1,...,vn): uv=.21ujvj. (11-1)
5=

12.Poznédmka Formule (11-1) pro skaldrni souc¢in se c¢asto nazyva

kartézskd formule. Bylo by ji rovnéZ mozné zapsat takto:

uv={u}B{v}%.

Dikaz véty 11:

Oznaéme B=<e ,e ,...,e >.
1 2 n
(i) necht B je ortonormalni, tj. ee =8 , i,j=1,...,n.
i ij
Zvolme u,veV, {u}_=(u ,...,u), {vi =(v ,...,v ), coz znamena, Ze
B 1 n B 1 n
n n
u = z ue, Vv = z v.e. (11-2)
. ii 373
i=1 j=1

Pro skalarni soud¢in uv mazeme psat:

av @ u i vjej)(g)i vj(uej)(g) i vj((igluiei)ej) =

j: j=1 j=1
(£) ©

uv (5 ' Y uv,

i3 1] L3
j=1

kde v rovnosti (a),(c) bylo vyuZzito relace (11-2), v rovnostech
(b) a (d) vlastnosti skalarniho soudinu (jakych?), v rovnosti (e)
ortonormality baze B a koneéné v (f) faktu, Ze pro i#j jsou

Y. v i _xx . . 13
prislusni séitanci rovni nule 7).

1Z)Pfipomeﬁme, ze symbolem {X}B znac¢ime souradnice vektoru x v
bazi B.

13 Mimo jiné jsme pravé odvodili, Ze je-li B=<e1,e2,...,e >

n

libovolnd béaze euklidovského vektorového prostoru V, pak pro

kazdé u,vev, {u}B=(u1,...,un), {V}B=(v1,...,vn) plati:
n T
uv= Z Z uv (ee ).
i ij
j=1i=1
Polozime-1li f =e e , 1=i,j=n, vidime, Ze skalarni souéin je

ij i

urden zaddnim bize B a matice F=(f ), o niz se ¢asto hovori jako
13
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(ii) Necht je skalarni souc¢in dan formuli (11-1).
Zvolme libovolné i,ke{l,...,n} a spoctéme hodnotu ee .
1

Zre jmé {el}B=(611,812,...,61n), 1=1,...,n. Dosadime-1li tedy do

(11-1), miZeme psat:
n
e 5.8 =5 .
ik ij kj ik
j=1

coZ znamena, Ze B je ortonormalni. ]

13.Véta Bud B bdze prostoru V. B je ortonormdlni, pravé kdyz

VueV, {utg=(u ... ,u): lull= 1/.2 uf . (13-1)

plati:

14.Poznamka Formule (13-1) pro normu vektoru se rovnéz casto

nazyva kartézska formule.

Dikaz véty 13:

Oznacme B=<e ,e_,...,e >.
1 2 n
(i) Je-1i B ortonormalni, je tvrzeni véty evidentnim dusledkem

véty 11 (a definice normy vektoru).

(ii) Necht je norma vektoru déna formuli (13-1). Odtud bezpros-—
tredné plyne, ze le =1, i=1,...,n (pro¢?). Predpokladejme, Ze
1

existuji dva ruzné vektory z B, které na sebe nejsou kolmé - bez

o matici skaldrniho soudinu vzhledem k bazi B (bidze B je vzhle-
dem k danému skalarnimu soucdinu ortonormalni, pravé kdyz F=E).

Pak muzZeme psat

uv={u}@F{v}%.

Moznost tohoto pristupu vyplyvad z toho, Ze skalarni soulin je

specidlnim pripadem bilineidrni formy (viz poznamka 1.3).



I.2. KOLMOST V EUKLIDOVSKEM VEKTOROVEM PROSTORU 23

Gjmy na obecnosti necht e e #0.

Uvazime-1i, 2e {e +e }
1 2°B

I o

(1,1,0,...,0), pak pro normu vektoru
(e1+e2) uzitim formule (13-1) dostavéame:
He1+e2H=V2. (13-2)
Pro normu vektoru (e1+e2) dle definice 1.8 dostavame:
le +e |°=(e +e ) (e +e )=e e +2e e +e e =
1 2 L2 172’ 1 172 22
=le ["+2e e +lle_[|"=2+2¢e e_,
1 12 2 172
Vzhledem k predpokladu e1e2¢0 odtud plyne, zZe
%
le +e I+,
coZz je ov8em spor s (13-2). B tudiZz mus{ byt ortogondlni mnozinou

vektorl, celkem tedy mnozinou ortonormalni. ]

Z véty 13 vyplyva:

15.Dusledek Bud B bidze prostoru V. B je ortonormidlni, pravée

kdyz plati*®):

Vu,veV,{u}£=(u1,...,un),{v}B=(v1,_..,vn): p(u,v)=]/. fvi—ui)z.

1

~—1=

It

Naskyta se prirozend otazka, zda v kazdém euklidovském
vektorovém prostoru existuje ortonormdlni béze. Odpovéd bude

bezprostrednim disledkem véty nasledujici.

16.Véta Ortonormdlni bazi libovolného podprostoru euklidov-
ského vektorového prostoru 1lze doplnit na ortonormalni bazi

tohoto prostoru.

Dikaz:
Bud WeceV . Dukaz provedeme matematickou indukci pro dimenzi pros-
n

toru V .
n

'*)Metrika dana pravé uvedenou formuli se nazyva m.euklidovska.
Prikladem je napr. metrika na R” indukovana standardnim skaldrnim

soucinem.
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(i) Pro n=1 je tvrzeni zrejmé.

(ii) Predpokladame platnost véty pro 1libovolny euklidovsky
vektorovy prostor dimenze n-1 (nz2). Bud WecV . Pripad W=V je
n n
trivialni, necht dale Wcv . Odtud plyne existence V 1CCV tak,
n n-— n

ze Wecv K Dle induk¢niho predpokladu existuji k ortonormalni
n

bazi <e1,...,ek> podprostoru W vektory ek 1,...,e tak, ze
+ -
W=<e ,...,e. ,e ,...,& >
1 k> k¥l n-1
je ortonormalni baze prostoru V Ctendri je znamo, Ze bazi W
n-

lze doplnit napr. vektorem u na bazi € prostoru V - tj.
GC=<e ,...,e ,u>.
1 n-1
Hledejme nyni vektor e€V tvorici s e,....e ortogonalni
n-
mnozinu - tedy vektor spliujici podminky
ee =0, i=1,...,n-1. (16-1)
1
JelikoZ md e nalezet V a € je baze V, hledame e ve tvaru:
e=x e +...+X e +X u. (16-2)
11 n-1 n-1 n
Vyndsobenim rovnosti (16-2) vektorem e , 1=i=n-1, obdrzime
1
ee =x +x (ue ), (16-3)
1 1 n 1
nebot W je ortonormdini mnoZina.
Polozime-11 a Fue., 1=i=p-1, a vezmeme-li v uvahu pozZadavek
1

(16-1), je (16-3) ekvivalentni nisledujic{ soustavé lineadrnich ho-

mogennich rovnic o neznamych Kppen s X 5% €R:
n-— n
X + ax =0
1 1 n
X + ax =0
2 2 n

(16-4)

P L e w15 .
Tato soustava md zrejmé alesponl jedno netrivialni rfeseni ) (ja-
ké?). To ovsem znamend existenci alesponl jednoho nenulového
vektoru e vyhovujiciho (16~2), a proto
<e1,.. .,en_l,e>

je ortogondlni mnozinou nenulovych vektort (tak jsme e sestroji-

1i) a dle duasledku 10 ortogondlni bézi prostoru V .
n

15 . . . . . - .
) rovnice soustavy (16-4) jsou evidentné linearné nezavislé, a

tudiz vsechna Jjeji Treseni (X1""’X ,xn) vyplauji jisty
jednorozmérny podprostor v R".
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Polozime-1i e =(1/]lel)e, je
n

e >

<e o0, €
1’ >“n-1""n

ortonormalni bazi euklidovského vektor.prostoru V . [ ]
n

17.DGsledek V libovolném netrivialnim euklidovském vektorovém

prostoru existuje alesport jedna ortonormidlni bdze.

Dukaz:
Uvazime-1i, Ze v kazdém netriviadlnim vektorovém prostoru
existuje alespon jeden nenulovy vektor e, a polozime-1i W=[el,

pak vektor e1=(1/HeH)e tvori ortonormdlni bazi ve W (prod&?).

Dle predchozi véty existuji €18 € V doplnujici vektor e na
n
ortonormdlni bazi euklidovského vektorového prostoru V . ]
n
Priklad A

V euklidovském vektorovém prostoru z udlohy 5 prikladu 1.A,
najdéte alespon jednu ortonormalni bazi.
Reseni
Pripomenme, Zze jde o vektorovy prostor R spolu se skaldrnim

souc¢inem . definovanym relaci

x=(x1,x2,x3), y=(y1,y2,y3): x.y=2x1y1+x1y2+x2y1+2x2y2+2x3y3. (A-1)
Ne jprve nalezneme bazi ortogonalni, kterou pak normalizujeme.
Zvolme libovolny nenulovy vektor eleRazlsl

e =(1,0,0).
1

Vektor e, hledame v mnoziné& vektort kolmych na e, (tzv. ortogo-
nalni doplnék mnoziny {el} - viz podkapitola 2.5).

Vektor x=(x1,x2,x3) je kolmy na e pravé kdyz (uzitim (A-1)):
O=x.e =(x ,x_,x_).(1,0,0)=2x +x_. (A-2)
1 1772’73 1 72

Necht tedy napr. e2=(1,—2,0).

16)tento vektor je ortogonalni bazi podprostoru [e1] a dle véty

16 jej tedy lze doplnit na ortogonalni bazi prostoru R.
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Vektor e3 hledéame v mnoziné vektort kolmych soucasné na e1 a e2.
Vektor X=(X1,X2,X3) je kolmy na e anae, pravé kdyz:
O=x.e A O=x.e
1 2
Analogicky jako vysSe odvodime, zZe
O=x.e & x =0,
2 2
coz s vyuzitim vysledku (A-2) pro x=(x1,x2,x3) znaci, ze
(x.e =0Ax.e =0) & 2x +x =0 A x =0 & x =x =0
1 2 1 72 2 1 72
a vektor e, mizeme napr. zvolit takto:
e =(0,0,1).
3
Polozime-1i nyni

e =(1/le e, 1=i=3,
1 1 1

tvori vektory el, e2, e3 ortonormalni bazi.

Jak jsme odvodili v prikladu 1.B, plati pro x=[x1,x2,x3)

2 2 2
= + + +
Ixl=/ 2x7+2x x_+2xieax? |
a tudiz él=(1/2/2,o,0), 52=(1/6/6,—V6/3,0), é3=(o,o,1/2/2) tvori
jednu z ortonormalnich bazi eklidovského vektorového prostoru

(®>, ).

Priklad B
V aritmetickém vektorovém prostoru R’ jsou dany vektory e e,

e : e =(1,1,0), e =(0,1,1), e =(0,0,1).
3 1 2 3

Najdéte skalarni soudin . na R3 tak, aby B=<e1,e2,e3> byla orto-
normédlni béazi prostoru (Ra,.L

Reseni

Dle véty 11 Jje hledany skalarni soulin dan pro souradnice vektoru

v bdzi B formuli

17 .. . . . P . .
)Z prikladu je patrno, ze nalezenda ortonormalni baze neni
jedind. Dale je patrno, Ze nalezend bdze neni ortonormdlni bazi

3 . . . -
prostoru R™ se standardnim skalarnim soucinem.
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Yu, veR’: u.v={u}fB{v}%. (B-1)

Je tedy tireba pro libovolné u=(u1,u2,u3),v=(v1,v2,v3)e[R3 nalézt
jejich souradnice v bazi B.
Je—-1i x libovolny vektor z R3, pak jak znamo platilg):

X =X

(x=(X1,X2,x3) A {x}B=(x1,x2,x3)) & x2=x1+>_<2 .
X = X _+X .
3 2 '3

Snadno nalezneme inverzni transformaci souradnic:

X = X
"1 1
X =-¥X +X (B-2)
T2 1 2
X = X X _+%X_.

3 1 72 73

Nyni pro libovolné u=(u1,u2,u3),v=(v1,v2,v3)€[R3 muzeme dle (B-1)
a (B-2) psat:
U.VSU V +U Vv +U VvV =u Vv +(-u +u ) (=v_+v )+(u —u_+u ) (v -v_+v )=
11 22 33 11 1 2 1 2 1 2 3 1 2 3

=3uv -2uv+uv -2uv +2u vV —uv tuv -uv +uv .
11 12 13 21 22 23 31 32 33

(Presvédcte se, Ze opravdu e .e =8 , 1=i, j=3.)
i j ij

2.3 Prechod mezi ortonormalnimi bazemi. Ortogonalni matice

18.Véta: Bud B ortonormdlni a € libovolnd dalsi baze eukli-
dovského vektorového prostoru. Pak je bdze € ortonormalni pravé

tehdy, kdyZ plati*®):

(B,€)(B,€) =E.

Dikaz:
Necht B=<e ,...,e >, €=<d_ ,...,d >. Polozme (B,€)=(a_ ), neboli:
1 n 1 n ij
18)To, Ze x=(x_,x ,x_),Jje ekvivalentni {x}_=(x ,x ,x ), kde ¥ je
1’72’73 ¥ 1’72’73

standardni baze prostoru R>.

19)Symbolem (B,€) rozumime matici prechodu od B k €. Pritom se
drzime konvence, kdy jeji radky jsou tvereny souradnicemi prvka

baze € vzhledem k bazi B.
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n
d = z a e, l=i=n. (18-1)

Zvolme nyni libovolné i,1le{l,...,n} a spoCtéme hodnotu d,dlz
1

d4a'2’( ia..e )d‘E’i 2, (ed )‘%’i 2, (e, Za e ))'d

1 j=1 j=1

=) D egmntee 2L fa e

j=1k=1 1=1k=1

a .a b
ij 1j

s
i [\/]:S
-

tedy dd-= i aijalj, (18-2)
kde v rovnostech (a) a (c) jsme pouzili (18-1), v rovnostech (b) a
(d) pak vlastnosti skaldrniho soudinu, v rovnosti (e) orto-
normalitu baze B a koneéné v (f) nulovosti sc¢itancl pro k#j.
Uvazime-1li, Ze alj je prvkem na pozici (j,1) matice (B,@)T,lze
rovnost (18-2) interpretovat tak, Ze hodnota did1 je rovna prvku
na pozici (i,1) v matici rovné souc¢inu matic (B,@)(B,@)T pro
kazdé i,le{l,...,n}. Odtud bezprostredné dostaviame, ze baze €
bude ortonormalni (tj.did1=6“,15i,15n), pravé kdyz bude uvedeny

souc¢in matic roven maticl jednotkové, ¢imZz je véta dokdzana. [ |

Pro matice prechodu mezi ortonormdlnimi bazemi se zavadi

specidlni nazev:

19.Definice Realnou ctvercovou matici A nazyvame ortogonalni

matice™), jestlize

AAT=E.

Z véty o determinantu soucinu matic a determinantu matice
transponované ihned obdrzime (jak?), Ze kazda ortogondlni matice

je regularni (a jeji determinant je =*1).

20 yrx (x s . P )
) Nékdy se téz uziva nazvu ortonormdlni matice.
Vzhledem k tomu, Ze studujeme jen redlné prostory se skalar-
nim souc¢inem, budeme vzdy ortogondlni matici rozumét realnou

matici s vlastnosti dle této definice.
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Uvazime-1i, ze radky libovolné reguldrni matice A radu n tvori
badzi 4 aritmetického vektorového prostoru R”, lze matici A chapat
jako matici prechodu od standardni baze ¥ prostoru R” k bazi « 21).
S ohledem na vétu 18 tak dostavame, Ze radky pravé ortogonalnich
matic tvofi ortonormdlni baze prostoru R’ se standardnim
skalarnim soucinem (vi¢i nému je ¥ bazi ortonormdlni).

Plati tedy nasledujici véta:

20.Véta Redlna matice radu n je ortogondlni, prave kdyz jeji
rddky tvori ortonormalni bdzi aritmetického vektorového prostoru

n - P - [
R se standardnim skaldrnim soucdinem.

Oznacme nyni symbolem OH(R) mnozinu vsech ortogonalnich ma-
tic daného radu n.

Jsou-11i A,BeOn(R), je otazkou, zda matice AB bude ortogo-
nalni. Z pravé uvedeného plyne, Ze matici B 1lze chapat jako
matici prechodu od standardni baze ¥ vektorového prostoru R" k
ortonormalni bazi B tvorené radky matice B. Zkonstruujme nyni
bazi € prostoru R" tak, aby A byla matici prechodu od B k §. V
souladu s vétou 18 je baze G ortonormdlni, a tudiZz matice prechodu
od ¥ k € bude ortogondlni - to je ovsSem matice AB (proé?), a
tudiz ABeOn(R).

Zrejmé& jednotkovd matice je ortogondlni matici.

Necht BeOn(R). Pokud ji opé&t interpretujeme jako matici pre-
chodu od ¥ k B, je B! opét matici prechodu mezi ortonormalnimi

bazemi, a proto B €0 (R).
n

Dostavéame tak vétu nésledujicizz):

21y pro libovolny xeR" totiz plati {x} y=x

22 o . < . . L C e«
) za znamé povazujeme, Zze nasobeni matic je asociativni
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21.Véta MnoZina ortogondlnich matic téhoZ radu spolu s niaso-
benim matic tvoFi grupu, ktera je podgrupou v multiplikativni

grupé realnych reguldrnich matic tohoto fédu.23)

Priklad C
Naleznéte vsSechny ortogonalni matice radu 2.
Reseni

Uvazujme matici
a11 a12
A= .
a a
S ohledem na definici 19 musi platit AA"=E, neboli

a a a a 1 ©
11 12 11 21

a a a a
21 22 12 22 o 1

coz je ekvivalentni nasledujici soustavé rovnic:

(1) a® +a° =1
11 12
2 2

(2) a~ +a” =1
21 22

(3) a a +a a =0.
11921 12722

Z (1) plyne existence Cisla ¢e<0,2n) s vlastnosti
a11=cosg0 A a12=s 1ine,
coz, dosadime-1i do (3) dava:
a21cosw+a2231n@=0,
odkud plyne, Ze
a21=t51n@, a22=—tcosw, teR,
odtud dosazenim do (2) plyne

tz(sin2¢+cosz¢)=1,

neboli te{-1,1}.
Souhrnné tak vidime, 2Ze kazda ortonormalni matice radu 2 je
.24

)

jednoho z nasledujicich typl

23)tato grupa se - pro matice radu n nad télesem T - obvykle

znadi symbolem Ln(T) (linerdni grupa). Tedy OD(R)CLD(R).

24)tato skutednost predstavuje algebraicky aparat pro klasifika-
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A(1)=( cos¢ sing ]’ A(2)=( cosg sing

- ; ], pe<0,2m)}.
@ -sing cosp @ sing -cose

2.4 Ortonormalizac¢ni proces

Jak jsme ukazali (véta 17), existuje v kazdém euklidovském
vektorovém prostoru (a tudiZz i jeho podprostoru) alespofl jedna (a
tim nekone¢né mnoho - proc¢?) ortonormdlni bize.

Nyni se budeme zabyvat konstrukcfzs), ktera nam umozni v libo-
volném takovém prostoru priradit kazdé bdzl pravée jednu

ortonormalni bazi jistych vlastnosti.

Ve vektorovych prostorech nad usporddanym télesem T (a té&leso
R usporadané je) se zavaddéji pojmy souhlasné bdze, orientace
vektorového prostoru €1 souhlasnost vektori dle vektorové

. 26
nadroviny ).

25 . .. . -
Juvedena konstrukce se nazyva Grammiv-Schmidtiv ortonorma-

lizacni proces

28y Doplnék:
1.Definice Budte B,€ libovolné baze vektorového prostoru V nad
usporddanym télesem. Je—-1i determinat matice prechodu od B k €
kladny, nazveme bazi B souhlasnou s bazi G, coz budeme 2znacit

B~G.

2.Véta Relace ,byt souhlasny” je relaci ekvivalence na mnozZiné
bazi daného vektorového prostoru.

MiZeme proto hovorit o souhlasnych bazich.

3.Véta MnozZina bazi kazdého vektorového prostoru se dle relace

- 1

byt souhlasny"” rozkldda pravé na dvé tridy.

4.Definice Orientovat vektorovy prostor znamend prohlasit
jednu ze trid rozkladu mnoziny jeho bazi dle relace ,byt

o1

souhlasny” za kladnou. Druhou tridu budeme nazyvat zdpornd.

5.Véta Kazdy vektorovy prostor lze orientovat préavé dvéma

zpusoby.
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22.Véta Ke kazdé bazi U;{ul,...,u } euklidovského vektorového

n
prostoru V existuje pravé jedna ortonormidlni bize V={vf...,v ¥
n

tohoto prostoru s vlastnostmi:

(1) V r=1,...,n: [ul,...,u ]=[v1,...,v 1,
(2) ¥ r=1,...,n: {ui,...,u } a {vl,...,v } Jjsou souhlasné
T T

baze podprostoru jimi generovaného.

23.Definice Bud U béze euklidovského vektorového prostoru. Pak
se baze V s vlastnostmi dle predeslé véty nazyva ortonormalizace

baze U.

Dlkaz véty 22:

I. Nejprve ukdZeme existenci ortogondlni baze Wﬁ{wi,...,w Y
n

6.Definice Bud W vektorovd nadrovina vektorového prostoru V.
Bud'te dale u,veV\W. Rekneme, Ze vektor v Jje souhlasny s vektorem
u vzhledem k vektorové nadrovine W, coz znac¢ime v~u(modW),

jestlize:

v=w+tu, weW, t>0.

7.Véta Relace, byt souhlasny vzhledem k dané vektorové nad-
roviné” je relaci ekvivalence na mnoziné vektori vektorového
prostoru, které nendlezi do této nadroviny.

MlUZeme proto hovorit o souhlasnych vektorech (vzhledem k dané

vektorové nadroviné).

8.Véta Mnozina vektori vektorového prostoru, které nenalezi do
dané vektor.nadroviny, se dle relace ,byt souhlasny vzhledem k

této nadroviné” rozklada pravé na dvé tridy.

9.Véta Bud W vektorovd nadrovina prostoru V , nz2. Necht @, €
n
Jjsou souhlasné bdze ve W. Jsou-li u,veV vektory doplrujici tyto
bdze po radé na baze B, G vektorového prostoru V, plati:

B~E & u~v(imodW).
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prostoru V spliujici (1) a (2). Dikaz provede matematickou

indukci pro n=dimV.

(a) pro n=1 staci polozit woSu nebot kaZdd jednoprvkova

mnozina je ortogonalni (proc?).

(b) predpokladame platnost pro vdechny prostory dimenze n-1,
nz2, a necht tedy {wl,...,wn_l} je ortogonalni systém splnujici
(1) a (2) pro r=1,...,n-1.

Hlede jme vektor W ktery spolu s predcheozimi tvori hledanou

ortogonalni bazi spliujici (1) a (2).

Ma-1i platit [w,...,w ,wil=[u,...,u ,ul, stadi, kdyz w
1 n-1 n 1 n-1" n n
najdeme ve tvaru:
w=u+tw+... .+t w (22-1)
n n 11 n-1 n-1
nebot dle induk&niho predpokladu generuji vektory wl,...,w . a
n-
u,...,u tyz prostor.
1 n-1

Vynasobme rovnost (22-1) skalarné w_ , 1=j=n-1. Vzhledem k tomu,zZe
j
dle indukéniho predpokladu tvori wl,...,w . ortogonalni sousta-
-
vu, je pro i#j wiw_=0 a dostaneme:
b

Ww=wu + t (ww). (22-2)
jn jn DS I

Protoze zadame, aby W byl kolmy na w_, poloZme w.wn=0. Vektor w.
je nenulovy (dle ind.predpokladu je }Jn“vkem be’tze)J a tedy w,w_:ato.J
Ze vztahu (22-2) 1lze tedy vypoclitat tj, Postupnou volbouJ 3=1,
...,n-1 tak obdrzime cisla t1, - ,tn_1 a ziskame tak vektor wn,
ktery speclu s Wi W tvori ortogonalni systém.

n-1

Je-1i w #o, je tento systém dle dusledku 7 bazi V. Pokud by w =o,
n

n

pak by dle (22-1) byl u linearni kombinaci Woooo W a nalezel
n -

by tedy do [ul, ..., 1], coz ovSem neni mozZné, nebot
-

u,...,u

1 n_1,un jsou linearné nezavislé.

Nyni jiz zbyva dokdzat podminku (2), tj. Ze bdze W a U jsou sou-
hlasné. Dle ind. predpokladu jsou baze <w1, c ,wn_1> a
w > souhlasné baze v podprostoru w=[w1, e ,wn_ll . 2Ze
vztahu (22-1) plyne wn=1.un+ W, WEW, coZz znaci, ze W, u jsou
souhlasné vektory modW, nebot 1>0. Dle Dopliku, véty 9, jsou proto
baze W a U souhlasné.

I1. Dokézeme existenci a jednoznalnost ortonormalni baze V.

Polozime-li v =w /|w_ |, i=1,...,n, pak zrejmé obdrzime orto-
1 1 1
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normalni soustavu (uzijeme véty 1.10 (1)), a tudiZz bazi prostoru
V - oznacme Jji V.

Vektory z V zrejmé splnuji podminku (1) - jsou prece nenulovymi
nasobky prvkd z %W, a tedy generuji tytéz podprostory.

Spliuji i podminku (2) - prislusna matice prechodu od Wy, W >
k YV sV > je zFejm& rovna @Laq(l/”wlu,...,l/ﬂwr”), 1Srﬁn,27)
takzZe jeji determinant je kladny.

Zbyva jiZz dokazat pouze jednoznaénost baze V.

Necht tedy k bazi U:{uf...,un} existuji dvé ortonormalni baze
V={v1,..§,vn} a Z={21,...,zn} spliiujici podminky (1) a (2).

Ukazme V=Z, a to matematickou indukci pro n.

Je-11 n=1, musi dle (1) byt [v1]=[zl], tedy z =cv, kde
(vzhledem k (2)) musi byt c>0. Navic md platit ”V1“=H21H=1’ tj.
lcl=1. Celkem tedy mame c=1, neboli zl=v1.

Nyni predpokladejme, Ze Z =V a2 SV Protoze V je bazi
ve V, lze z psat:

Z=CcvV+...+Cc VvV +cv. (22-3)
n 11 n-1 n-1 n n

Vynasobme tuto rovnost skaladrné vektorem v , 1<j=n-1. Protoze V
]
je ortonormalni (tj.v v =8 ), obdrzime:
i3 1ij
vz=c, l=j=n-1.
jn j
Pro wuvazované j Jje vsak dle ind.predpokladu v =z , a tedy
i
v z =z z =0, nebot Z je téZz ortonormalni.
ijn jn
Volbou j=1,...,n-1 tak dostaneme, zZe ci=...=c 1= 0 a z rovnosti
n-
(22-3) tedy plyne z = c v, odkud (nebot z i v jsou téze délky)
n nn n n

lc I=1.
n
Snadno vidime, Ze matice ©prechodu od V k £ Jje rovna
Diag(1,...,1,c ). Baze V a Z budou tedy souhlasné jen tehdy, kdyz
n
c >0 - celkem tedy c =1. Mame tedy dokdzano, Ze V=Z. ]
n n

Nasledujici obrazek znazornuje konstrukci dle diukazu pro n=2.
Vektory w1 w; tvori ortogondlni bazi spliiujici podminku (1),

nikoli (2).

27)pfipomeﬁme, Ze symbolem ®Laq(a1,a2,...ak) rozumime diagonalni
matici radu k, jejiz hlavni diagondalu tvori usporadand k-tice

uvedena v zavoerce.
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Priklad D
Necht je dan vektorovy prostor R’ se skalarnim soudinem

definovanym relaci
x=(xl,x2,x3), y=(yl,y2,y3): x.y=2xly1+x1y2+x2y1+x2y2+2x3y3.
Ortonormalizujte bazi U;<ul,u2,u3>, kde
u1=(1,0,0), u2=(0,1,0), u3=(O,O,1)‘

Regeni®®)
Budeme postupovat podobné, jako v dukaze véty 22.

I.Nalezneme ortogondlni bazi WE<w1,w2,w3> spliujici (1) a (2),
a to opakovanou aplikaci postupu uplatnéného v indukénim kroku

dikazu:

(i) polozime w1=u1=(1,0,0).

(ii) vektor W, hledédme ve tvaru (srv. (22-1))
w_=u +tt W,
2 2 211
Tuto rovnost skaldrné vynasobime woa polozime w2.w1=0:

O=u_ .w +t_ (w .w ),
2°71 21 1T

tj. O=(O,1,O).(1,O,O)+t21((1,0,0).(1,0,0)),
odkud uzitim definicni relace pro skalarni soucin . plyne:
0=1+2t__,
21
odkud t =—3%,
21
a tedy w2=u2—%w1=(0,1,0)-%(1,0,O)=(—%,1,O).

(iii) vektor W, hledame ve tvaru (opét viz (22-1))

w=u+t wtt w
3 3 311 322
Tuto rovnost skalarné vynasobime W, a potom w2 a polozime

28 o - . P , .
) skaldrni soud¢in . neni standardni, a tedy baze U neni orto-

. 3
normdlni bazi euklid.vektor.prostoru (R7,.).
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W .W=Ww_ .w=0. Uvazime-1i, Ze w 1w _, obdrzime:
3771 3" 2 172
O=u_.w +t_ (w .w ),
3"71 731 171
=u_.w +t_ (w .w ),
3" 2 32 2" 2
tj. O=(O,O,1).(1,O,O)+t31((1,0,0).(1,0,0)),
0=(0,0,1).(-%,1,0)+t_ ((-%,1,0).(-%,1,0)),

odkud uzitim defini¢ni relace pro skalarni souc¢in . plyne:

o=t , o=t
31 32
a tedy w =u =(0,0,1)
3 3
II.Nyni polozime v =w /llw |, 1=i=3, ¢&imz ziskame béazi
1 1 1

V=<v ,v2,v3> kterada je ortonormalizaci baze U. Uzitim formule pro

normu odvozené v prikladé 1.B, obdrzime:

— — 3 —
||w1|I—V2, |Iw2||— I/?, IIw3H—V2,
a tedy
v =(/2/2)(1,0,0), v2=V~§—(—%,1,O), v,=(¥2/2)(0,0,1).

2.5 Kolmost podprostort euklidovského vektorového prostoru

24.Definice Budte ueV, QcV, Q#0. Rekneme, Ze vektor u je kolmy
(ortogondlni) na mnozinu Q, coz znacime uiQ, jestliZe je kolmy na

véechny vektory xe€Q.

Necht je nyni W podprostorem ve V, W=[w1,w ,...,wk] a u

2
néktery vektor z V. Bud x libovolny vektor z W, tj.

k
X = z XW..
RN

Pak pro skalarni souc¢in ux lze psat:

n o}

ux = u( z X W ) = z % (uw ),
. i3 . J b
j=1 j=1

odkud je patrno, Ze kolmost vektoru u na vektory wl,wz,...,wk je

postac¢ujici podminkou k tomu, aby ulx, a v dusledku, jelikoZ x byl
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vybran libovolné, ulW.

Zrejmé jde i o podminku nutnou. Plati tedy nadsledujici véta:

25.Véta Bud'te ueV, W<ecV. Pak je vektor u kolmy na podprostor W,
pravé kdyz je kolmy na nékterou (a pak tedy kazdou) mnoZinu gene-

ratord podprostoru W.

Na zakladé jiz zavedenych pojmi kolmost dvou vektori a kol-
most vektoru na mnozinu vektori (podprostor), zavedeme pojem
kolmost dvou podprostoru.

Uzite¢nym k tomu bude pojem ortogondiniho doplrnku:

26.Definice Bud Q<V. Ortogondlnim doplnkem mnoziny Q ve V rozu-

. - . . Y L.oAL
mime mnozinu vektord z V kolmych na Q a oznadujeme ji Q.

27.Poznamky

e zrejmé pro libovolné Q<V plati:

Q'={yeV; VxeQ: xy=0}.

e uvedeni prislusného podprostoru, v némz ortogonalni doplnék
uvazujeme, v definici 26 neni nadbytecné - promyslete si napr.
situaci QEW, WcceV, kde V#£W. Nebude-1i vsak receno jinak, budeme

ortogondlni doplriiek jakékoli mnoZiny uvaZovat ve V.

28.Véta Bud'te Q,SSV. Pak plati’):
(1) nggv,
(2) qs@H*,

(3) Q<S = SLSQL, pricemz tvrzeni obrdcené obecné neplatf30).

. L s 11
%) namisto (Ql)l budeme dale psat jen Q

30)Necht’ S={u}, Q={u,v}, kde v=2u, u#o. Pak zrejmé SL=QL, tedy
stcol, a pritom Q¢s.
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Dikaz:

Ad (1):
UvazZujme u,vte - tj. ux=vx=0, VxeQ. Pro libovolné x z Q lze
psat: (u+v)x=ux+vx=0,

neboli (u+v)EQl.

Podobn&, je-1i ueQ® a teR, tak pro libovolné x z Q dostavame:
(tu)x=t (ux)=0,

tj. tueQt.

Ad (2):
Necht xeQ. Pak Vyte: xy=0, coz ovSem znacli, Zze xLQl, ¢ili

xe(Q)F, a tedy Qs(Qh)*t.

Ad (3):
Necht xesl, pak x15, a jelikoz QsS, tak téz xi1Q, tedy erl. .

Nyni si vSimneme ortogonilniho doplnku podprostoru.

29.Véta Bud' WecV. Pak plati:
(1) dimW’=dinV-dinW,

(2) V=Heu",

(3) wtt=w.

30.Dasledky
® kazdy podprostor je ortogonalnim doplitkkem pravé jednoho pod-
prostoru.
® je-li WeeV, pak kazdy vektor xeV lze pravé jednim zpisobem

psat ve tvaru

L L1
x=x"+x", kde xX"eW, x W .

Dukaz véty 29:
Ad (1):

At k=dimW. Zvolme ve W ortonormalni bazi <e1,...,ek>, kterou do-
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plnime na ortonormdlni bazi B=<e ,...,e ,e ,...,e >31) prostoru
1 k' k+1 n
V. Pak plati (viz véta 25):
x1W & (xe =0, 1=i=k).
1
Vektor {x}£=(x1,...xn) tedy nalezi WL, pravé kdyz pro jeho sou-

radnice plati:

nebot xe =x_, 1=i=n (B je ortonormalni).

1 1
To ovSem predstavuje homogenni soustavu k linearné nezdvislych
rovnic o n nezndmych a jeji reseni tvori podprostor dimenze n-k,

PR L., . Y
s nimz je W izomorfni (proc?).

Ad (2):
Protoze dimW+dimW =n, stadi dokdzat, ze WnW ={o}.
Necht XEWHWL, pak ovSem musi platit xix, tj. xx=0, coZz nastane

jen pro x=o.

Ad (3):
Dle (1) plati: dim(W ) =n-dimW'=n-(n-dimW)=dimW. Protoze dle
28.(2) plati WeW'™', musi byt W=W''. -

31.Véta Bud'te U,WccV. Pak plati
(1) ()= utn wt,
(2) (un)t= ut+ wt.

Dikaz:
Ad (1):
. : 1 L., L L
(i) Necht xeU™n W™, ¢ili x€U A xeW™, a tedy xlU A XIW.
Zvolme libovolny yeU+W, tudiz Y=Y Y kde yUEU, ywew.
Pak miZeme psat:
xy=x(yU+yw)=ny+fyw=O+O=O,
nebot x1U a x1W. Odtud tedy xe(U+W)™.

(i1) Je-1i xG(U+W)l, pak xL(U+W). Protoze vsak U,WSU+W, je x1U A

. MU L L
X1W, coz znaci, ze xeU ™ n W .

31y uzili jsme vétu 16 a jeji dusledek 17
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Ad (2):
Uzitim jiz dokdazaného tvrzeni (1) lze psat:
(utst) t=uttawtt 2uaw,
odkud pro (UﬂW)l plyne:

unw) = (utut

).LJ. (g)U.L+w.L ,

kde jsme v rovnosti (a) i (b) uzili 29.(3). n

V nasledujici vété nalezneme vyznam Qll. Odtud bude zrejmé, Ze

inkluze v 28.(2) je rovnosti, pravé kdyz Q je podprostorem ve V.

32.Véta Bud Q&V. Pak plati:

(1) Q™= a1 *),
(2) Q*= Q1"
Dikaz:
Ad (1):
Bud U libovolny podprostor ve V, pro néjz:
Qeusqtt. (32-1)
Uzijeme-11 28.(3), obdrzime:
QJ.QU.L2 (Q.L.L ).L ,
odkud pomoci 29.(3) dostavame:
Qautag”,
coz ovéem znaci, zZe: Ul=Ql,
odkud (opét dle 29.(3)) plyne:
U=U.L.L=Q_L.L )

32 .. Y. .. 1L - L . .
) stoji za povEimnuti, Zze Q tudiz nezavisi na volbé skalarni-

ho soudinu na daném nosic¢i euklidovského vektorového prostoru V.
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S ohledem na (32-1) to =znamena, ze Q‘Ll je nejmensi podprostor
obsahujici mnozinu Q - je tedy jejim linedrnim obalem.

Ad (2): Jde o trividlni dusledek dokazaného (1) (proc?) [

33.Véta )
(1) Bud'te P,QcV. Pak plati: P<Q e P'2Q.
(2) Bud'te P,QecV. Pak plati: P2Q'e P'cq.

Dikaz:
Ad (1):
(1) uzitim 28.(3) plyne z PEQL:
pragtt.
Jelikoz Q<[Q] a [Q]=Qll (dle predeslé véty), plyne odtud:
1
P 2Q.

(ii) zcela analogicky se ukdze platnost implikace obracené.

Ad(2):

vzhledem k tomu, Ze P,Q jsou podprostory, jde o trividlni dasle-

dek 28.(3) a 29.(3). n

Nyni jiZz miZeme zavést pojem kolmosti podprostorﬂ.34

)

33)(2) obecné neplati, Jjsou-li P,Q podmnoZiny ve V, ale nikoli

podprostory: Necht P,Qcv_, P=[pl, Q={q}, kde pLg, p,q#o. Pak
ziejmé P=QT, tedy P2Q', a pritom P ¢Q.

34 . . . co . Ce . Y i s . .
) Pojem zavedeny nasledujici definici bude zrejmé& inspirovan

nasi intuitivni predstavou o kolmosti podprostoru ve V2 a V3:
Mame-1i napr. dva dvourozmérné podprostory U,¥W ve V3, pak
dimW*=1, tj. W'=[n], n#o. Situace, kdy [nlcU, by dle intuitivni

predstavy mé&la znamenat, Ze WiU (udélejte si obrazek).
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34.Definice Budte U,WscV. Rekneme, Ze podprostor U je kolmy na

podprostor W, coz znalime ULW, jestliZe

vewt v wteu.

35.Poznamka Nutnou podminkou pro Udrl'L je dimU+dimW<n, pro U=wl

pak dimU+dimW=n a koneclné pro uowt je dimU+dimW>n.

36.Véta Bud'te U,W<eV . Pak plati:
n

UlW = W.1U.

Dukaz:
Uzitim definice 34 (implikace (a), (c)) a véty 33 (implikace (b))
postupné dostévame:

(p)
=

v ‘3 wewt v wran) B (weut v utew) ‘v,

¢imz je tvrzeni dokazano. n

37.Poznamka Relace ,byt kolmy” je tedy symetrickd a namisto
.podprostor U je kolmy na W" budeme proto rikat jen ,U,W jsou

kolmé podprostory”.

Uvédzime-1i definice 24 a 34, je platnost nasledujici véty evi-
dentni (proc¢?):

38.Véta Bud ueV, WccV. Pak plati, Ze vektor u je kolmy na
podprostor W, prdvé kdyZz [ul a W jsou kolmé podprostory.

Vgimnéme si nyni vektorovych nadrovin euklidovského vekto-

. 35
rového prostoru ):

35, .. . - . .
) prripomenme, Zze vektorovou nadrovinou vektorového prostoru V
n

rozumime kazdy (n-1)-rozmérny vektorovy podprostor ve V .
n
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Uvazujme nyni libovolnou vektorovou nadrovinu NcV. Pak dle
véty 29 je dile=1, odkud plyne existence nenulového vektoru n
tak, e N'=[nl], a tudiz opét dle 29 (a véty 25):

N=Nll=[n]l={xev; xn=0}.

Zavedme nyni nasledujici oznaceni:

39.0znadeni Bud neV, n#o. Pak symbolem A(n) budeme nadile

oznac¢ovat mnozinu definovanou vztahem

N(n)={xeV; xn=0},

Pak plati zrejmé tvrzeni (1) véty 40 (odkud plyne jednoznaclnost?).

Platnost tvrzeni (2) je zrejma (zdlvodnéte).

40.Veta
(1) Ke kazdé vektorové nadroviné NcV existuje aZ na nenulovy

nasobek jediny (a to nernulovy) vektor neV tak, ze N=#(n).

(2) Ke kazdému nenulovému vektoru neV existuje pravé jedna

vektorovd nadrovina NcV tak, zZe N=¥(n).

41.Definice Bud N libovolna vektorova nadrovina ve V. Pak N-
se nazyva normdlovy smér vektorové nadroviny N a kaZdy generator

normalového sméru se nazyva normidlovy vektor vektor.nadroviny N.

42 . Poznamky

(1) Z véty 40 vyplyva existence vzdjemné jednoznadného zobra-
zeni mezi mnozinou vektorovych nadrovin a mnozinou smért daného
euklidovského vektorového prostoru V (normalovych smért danych

nadrovin).

(2) Uvédomme si, Ze pro tutéz vektorovou nadrovinu N vektoro-
vého prostoru V nad R dostavame pro rizné volby skalarniho

sou¢inu (tj. ridzné euklidovské vektorové prostory o témZe nosici)
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obecné ruzné normalové sméry (vektory).

Bud N=#(n) vektorovd nadrovina. Zvolme ve V bazi B. Necht
{n}B=(a1,a2w..,a ). Pak v souladu s vétou 40 mUzeme pro kazdy
n
xeV, {x}£=(x1,x2,...,xn) psat:
xeN & xn=0.
Je-1i badze B ortonormdlni (a jen tehdy), je dle véty 11 skalarni
soucCin Xn roven a x +a x +,..+a x ,
171 22 n'n
a tudiz x nalezi N, pravé kdyz
a x ta X +,..+a x =0.
171 272

nn

Dostavame tak ndsledujici tvrzeni:

43.Disledek Bud N vektorovd nadrovina ve V, B ortonormilni
bdze ve V. Pak pro normalovy vektor n vekt.nadroviny N plati:
{n}B=(a1,a2,.‘.,anL

prave kdyz:

N={xeV, {x}_=(x ,x ,...,x ); ax +a x +...+a x =0}.
B 1772 n 171 22 n n

44 .Poznamka Podminka pro souradnice vektoru x ndleziciho
vektor. nadroviné N nabyvd prirozené v kaZdé bazi B tvaru
a1x1+a2x2+,..+anxn=0, avSak toliko v Dbazi ortonormalni tvori
n-tice al,a ,...,an souradnice normidlového vektoru vektorové

2
nadroviny N.

Priklad E
V euklidovském vektorovém prostoru V je dan podprostor W=
=[w1,w2]. Naleznéte ortogondlni doplnék Wl, jestlize vzhledem k
ortonormalni bazi B je dano:
{w1}£=(1,2,0), {w2}£=(1,1,1)‘
Reseni

S ohledem na definici 26 a vétu 25 mUZeme psat:
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xewlﬁ xw =xw =0,
1 2
odkud, poloZime-1i {x}_,=(x ,x ,x ), dostavéame
B 1’72’73
X +2% =0
1 2
X +x_+x =0.
1 72 73
ReSenim této soustavy linedrnich rovnic je smér
[((-2,1,1)1,

coZz znac¢i, Ze W“L=[n], {n}33=(—2,1,1).

Mimo jiné odtud plyne, Ze W je vektorova nadrovina A(n) urcena
normdlovym vektorem n, {n}B=(—2,1,1). V souladu s dusledkem 43

proto W={xeV, {X}iBz(X1 ,x2,x3) ; —2x1+x2+x3=0}.
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3. Grammiv determinant. Vnéjsi a ortogonalni soucin

3.1 GrammGv determinant

1.Definice Budte a .., ¢€ V. Pak:
(1) Grammovou matici vektort a, . rozumime matici =z
Mkk(R) ozna&ovanou ?(al,...,ak) a definovanou takto:
. . 1
s = = . = =k.
?(al,.‘.,ak) (a&j)k'k, kde aij a, aj, 1=i, j=k )
(2) Grammovym determinantem vektord a,...,a rozumime dJislo
oznacované G(al,...,ak) a definované takto:
G(al,...,ak)=det§(a1,...,ak).

2.Poznamky

® u Grammovy matice, resp. determinantu, by bylo terminolo-
gicky presnéjsi hovorit o matici, resp. determinantu, usporddané
k-tice vektori. Totéz se tyka didle definovanych pojmd vnéjsiho a
ortogondlniho soucinu. Jak uvidime dale, na poradi vektort neza-

lezi obecné pouze u Grammova determinantu.

e Grammova matice je symetrickd (pro&?).

) Tedy
3.3 2%
?(al, ,ak)= aa . aa
aa,...,aa
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3.Véta Pro libovolné a ,...,ac V plati®):
(1) G(a ,...,a )=0,
1 k

(2) G(al,...,ak)=0, prave kdyz vektory a,..,a Jjsou linedrné
zavislé,

(3) Vnesk: G(an(l),...,an(k))sG(al,...,ak)
Dikaz:

Ad (2):

Uvazujme soustavu linedrnich homogennich rovnic o matici
?(al,...,ak). Zaregistrujme, Ze G(al,...,ak)=0, pravé kdyz ma

tato soustava alespon jedno netrivialni reseni.

. . kK . .. - .
Zkoume jme, kdy je (xl,...,xk)ER resenim uvazované soustavy.

Je to pravé, kdyz plati:

(aa)x +...+(a.a)x =0
11771 1k Tk
(aa)x +...+(a.a )Jx =0, (3-1)
21771 2 k' Tk
(aa)l)x +...+(aa )Jx =0
coz lze ekvivalentné psat:
a (ax +...+a x )=0
1171 kK k
a (a x +...+a x_)=0. (3-2)
2 171 k" k
a (ax +...+a x )=0
Vynasobme nyni prvni rovnost X, druhou Kyr oo k-tou x a
seCtéme je. Dostédvame tak:
(xa+...+ xa).(xa+...+ xa )=0.
11 k k 11 kK k
Uvazime-1i vétu 1.6, plyne odtud:
X a +...+ X a =o. (3-3)

11 kK k
Naopak, plati-li X, @+ ..+ xa=o, jsou zrejmé& rovnosti (3-2)

- a tedy i (3-1) - splnény.

(xl,...,xk)E[Rk je tedy regenim zkoumané soustavy, pravé kdyz
plati (3-3). Odtud je patrno, Ze existence netrivialniho reseni
dané soustavy je ekvivalentni lineadrni zavislosti vektoru al,...,

a ¢imz je tvrzeni (2) dokézano.

2 - . Y ‘s ‘. . . -
) pripomenme, ze Sk znaci mnozinu vsSech permutaci mnoziny

{1,...,k}.
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Ad (1):
Jsou-11 a3 linedrné zavislé, je dle (2) G(al,...,ak)=0.
Necht jsou RN linedrné nezivislé (a tedy k=n), jsou

tedy bazi jistého podprostoru Wk ve V . Zvolme ve Wk ortonormalni
n
bazi € a necht v ni plati:

{a }_=(a ,...,a ), 1sisk.
i 6 i1 ik
Pak miZeme skalarni souliny a a, vyjadrit znamym zpuUsobem a
ij

pro prvek na pozici (i, j) Grammovy matice §(a1,...,ak) dostavame:

—a a = z 1=i, j=k,
i il _]1

e

odtud - oznacdime-1i A=(a, ‘)k . ) - je patrno, Ze
1] .
S(a,...,a )=AAT,
1 k
odkud pro Grammuv determinant plyne:
Gla,. .. ,ak)=detA.det(AT)=(detA)2. (3-4)
Protoze vektory al,...,ak jsou linearné nezavislé, Jje determinat

matice A z jejich souradnic nenulovy, a tedy jeho <Ctverec
(tj.G(al,...,ak)) kladny.

Tim je tvrzeni (1) dokazano.

Ad (3):

Jsou-11i A, ea lin.zavislé, je dle (2) G(al,...,ak)=0, a to
nezavisle na jejich poradi.

Jsou-1i nezavislé, pak provedeme stejnou konstrukci, jako v
dikazu tvrzeni (1) a pouzijme pro vyjadreni G(al,...,ak) relace
(3-4). Znaménko determinantu matice A se provedenim permutace
vektoru al,...,ak sice mize zménit, to vsak na d<tverec jejiho

determinantu (tj.G(al,...,ak)) nemd vliv.

3) Tj. Jjde o matici, jejiz radky jsou po radé tvoreny sou-

radnicemi vektoru al,...,ak v bazi ©:
a .
117 12 Tk
a
A = 21’ 22 ' T2k
a |, ,a
k1' k2 kk
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3.2 Vnéjsi soudin

- 4 . .
4.Definice Bud'te a,...,a¢€ V ), B necht je kladnd ortonor-
n n
e s . 5
malni baze orientovaného ) prostoru V .
n
PoloZzime-1i {a,}£=(a_1,...,a_ ), 1=i=n, pak vnéjsim soudinem
1 1 in
vektora a,...,a (vzhledem k bdzi B) nazveme c¢islo oznacované
n
[a,...,a ] a definované takto:
1 n B
a . a
11° >Mn
[a a =| a a
’ ’ n]B 21’ > 2n
a . a
n1’ ’“nn

Naskytd se prirozena otazka zavislosti vnéjsiho soucinu danych
vektord na volbé baze:
Bud'te B, € ortonormalni biaze a oznadéme (B,€)=(tlj) prisludnou
nn

matici prechodu. Pak, polozime-1li

{ai}ﬂ=(ail,...,ain) A {al}€=(a11,...,ain), 1=i=n,
plati pro libovolné pripustné i:
(a. ,...,a J)=(a’ ,...,a’ )(B,6),
il in il in
n
neboli a = z a’ t ., 1=i,j=n,
ij ik kj
k=1
coz - oznadime-li A=(a ) a A’=(a’ ) - lze psat:
ij n.n ij n.n
A=A’ (B,6). (5-1)

Ze zavedeni matic A a A’ (a ovSem definice 4) plyne:

[al,...,an]B= detA A [al,...,a ]€= detA’,

n
a tudiz uzitim relace (5-1) dostavéame:
[al,...,an]£= det(B,G).[al,...,anlg. (5-2)
ProtoZze B,€ jsou ortonormalni, je dle véty 2.18 det(B,E)=+1.
(i) Jsou-1li obé& baze kladné, jsou souhlasné, a tedy det(B,E)=1.
(ii) Bud ve zvolené orientaci baze B kladnid a necht € je klad-

nd baze v orientaci opaCné. G je tedy zapornou bazi orientace vy-

4 - A « . PR . .
) povsimnéme si, Ze pocet vektord musi byt roven dimenzi V.

) viz 2.Doplnék v subparagrafu 2.4
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chozi, a tudiz jsou tyto baze nesouhlasné - proto det(B,E)=-1.
Plati tudiz véta nésledujici7):

5.Véta

(1) Hodnota vnéjsiho soudin danych vektort nezdvisi na vybéru
kladné ortonormialni baze.

(2) Zméni-1i se orientace vektorového prostoru, zméni se

hodnota vnéjsiho soudinu danych vektori v cislo opacné.

6.Umluva Nebude-1i volba baze vyznamna, budeme jeji znak ze

symbolu vnéjsiho soudinu vynechiavat a psat jen [al,...,a 1.
n

Vratime-1i se k dukazu véty 3 (predevéim &asti (1)), muZeme
nalézt souvislost mezi hodnotou vnéjsiho souc¢inu a Grammova

determinantu téchze vektoru.

(i) jsou-1i a,....a €V linearné nezavislé, pak provedeme-li
n

touz konstrukci, jako v dikazu tvrzeni (1) a pouzijeme-1i pro vy-

jadreni G(al,...,ak) relace (3-4), plyne primo ze zavedeni vnéj-
Siho soucinu: [al,...,an]é= G(al,...,an). (7-1)

(ii) jsou-1i al,...,anev linedrné  zavislé, je  zfejmé
[al,...,an]€=0 (proc¢?) a jelikoz dle véty 3.(2) je
G(al,...,an)=0, plati opét relace (7-1).

Dokazali jsme tedy nasledujici vétu:

7.Véta Pro vnéjsi soudin libovolnych n vektori z V plati:

[a,...,a 1%= G(a -
1 n 1 n

Nz jejiho odvozeni (konkrétné relace 5-2) plyne opravnénost
pozadavku, aby baze v definici vnéjsiho souc¢inu byla kladnid a

ortonormalni.
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vlastnosti

determinantt plynou nasledujici vlastnosti vnéjsiho souéinu:

8.Véta Bud'te a,...,a V. Pak plati:
n
VresS : [a L, = . s e, ],
(1) n [n(i)’ an(n)] sgn [a1 n]
(2) Vi, 1=i=n, Va ,a’€V:
1 1
[a,...,{(a+a’),...,a l=la,...,a,...,a l+[a ,...,a’, ...
1 i i n 1 i n 1 i
(3) Vi, 1<i=n, VYceR: [a,...,ca,...,a l=cla ,...,a ,...
1 i n 1 i
Pro vnéjsi souc¢in v 3-rozmérném prostoru zavadime speciélni
nazev.

9.Definice:

soucin.

V prostoru V3 se vnéjsi soucin nazyva smiseny
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3.3 Ortogonalni soucin

Pro n=3 intuitivné odekavame, ze ke kazdym dvéma al,aZGV3
existuje pravé jeden vektor a® s nasledujicimi vlastnostmi7):
10.Véta Bud'te a,...,a € v 8) a necht je V orientovany. Pak
n- n n
existuje pravé jeden a*e V tak, Ze plati:
n

(1) a*1L a_, 1si=n-1,
1

(2) a1V Gla,....a_),

n-1
(3) Jsou-1i al,...,a 1 linedrné nezavislé, tvori <a1,...,
n—
a 1,a"> kladnou bdazi V
- n
Dikaz:
I.Ddkaz existence
Bud B ortonormdlni badze a necht {a }_=(a ,...,a ), 1l=is=n-1.
i B il in
Zavedme zobrazeni f:V-R:
€ = .. :
vxev, {X}g (xl,. ,xn)
- W ,a
11 1n
Flx)m| e ' (10-1)
a -1
n-1,1 n-1,n
b G , X
1 n

7) ¢tendr se jisté na stredni &Skole s vektorem pozadovanych
vlastnosti (oznacovanym alxa2 a nazyvanym vektorovy soudin)
setkal. Odstavce (1) a (3) véty 10 jsou evidentnim zobecnénim
vlastnosti pozadovanym pro alxa2 ve SS matematice (promyslete si
(3)1).

Zkoume jme nyni, zda je tomu tak i pro (2). S vyuZitim predev-
$im definice Grammova determinantu a definice Uhlu dvou vektoru

miZzeme psat:

b 2 2 2 _ N T
Ve, a) =V laPla - (a.a)% = lla llla IV 1-cos”s(a ,a,) =
= lla llla ll Isin<(a ,a )1,

coz je praveé posledni vlastnost pozadovana pro alxaz.
Ve SS matematice se smigeny soucin vektoru al,az,a3 definuje

jako ¢islo (alxaz)-a3. Srovnejte s definici 9 (uzijte vétu 13)!

8 e . N R PR .
) povSimnéme si, Ze polet vektoru musi byt roven dimV-1.
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i

muzeme dale psat:

kde jsme v rovnosti

relace pro skalarni

Ze vztahu (10-1)
s ohledem na (10-3)
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y-..,0 symbolem « algebraicky doplnék prvku
1

(tj. prvku na pozici (n,i)) a zavedeme-1i vektor aeV:

{a}B=(Ai""’ﬂn)’ (10-2)

(a)

f(x) ®x a4+ (2)
1 1

.otx d =x-a,

n n

(10-3)
(a) uzili Laplaceovu vétu, v rovnosti (b) pak

soucin v ortonormalni bazi.

hned vidime, Ze f(a )=0, 1=i=n-1, (prod&?), coz
1

a tudiz dle véty 7 plati:

odkud pro x=a plyne:

[f(a)]|=

dava:
a_ .a=0, 1=i=n-1, (10-4)
1
a tedy vektor a md vlastnost (1) dokazované véty.
ProtoZe bdze B je ortonormdlni, plyne z (10-1):
f(x) =1la,...,a__,xI],
1 n-1
If(x)| = V/G(a ,...,a ,X),
1 n-1
G(a , ,a ) 0
I 1 n-1 | 1/2
a .a ... a .a a .a
171 1" "n-1 1
.......................... (a)
a - a .a a .a
n-1 1 n-1 n-1 n-1
a.a a.a a.a
1 n-1
T o
> — -
- Mal®s(a,...,a_) PlalV cta,....a_ ), (10-5)
n-1 n-1

kde jsme nejdrive vyuzili

véty a v (b) toho,

Soucasné vsak z

(10-4), v rovnosti (a) pak Laplaceovy

ze norma vektoru je vzdy nezdporna.

(10-3) obdrzime:

f(a)=a.a=HaH2, tedy |f(a)|=“aH2,

odkud porovnanim s (10-5) dostaneme:

lal=V G(a,...,a )

n-1

To znamend, Ze vektor a md vlastnost (2) dokazované véty.

Dale budte a ..

a line4drné nezavislé a necht jiz zvo-

> Tn-1



54

lend ortonormalni baze B=<e1,...,e > je navic kladna.
n

Zkoume jme determinant

11 in
A=) a s ,a
n-1,1 n-1,n
A oo
1’ >n

Jak jsme odvodili vyse, plati:

A=f(a)=v/G(a,...,a )‘

n-1
Z linearni nezavislosti a,...,a plyne dle véty 3, ze
-
A>0. (10-6)
To znamend, Ze Jjeho radky Jjsou linedrné nezavislé aritmetické
vektory (A#0), a tudiz vektory, pro néz tyto radky jsou
souradnicemi, tj. a ,...,a ,a, jsou linearné nezavislé.

1 n-1
Proto €=<af...,a 1,a> tvori bazi prostoru V, pricdemz A je
.
determinantem matice prechodu od B k €& (proc¢?) a vzhledem k (10-6)
je © kladnou bazi prostoru V.

Ukdzali jsme, Zze vektor a ma i vlastnost (3) dokazované véty.

I1.Dukaz jednoznacnosti

Bud'te a, a’ vektory spliiujici podminky (1),(2) a (3) véty.

At vektory a2 jsou linearné =zavislé. Pak dle 3

je G(al,...,an_1)=0 a podmince (2) dokazované véty muze tedy

vyhovét pouze vektor nulovy - tj. o=a=a’.

Bud'te vektory a8 linearné nezéavislé.

Z podminky (1) (za pouziti véty 2.25) plyne, Ze a i a’ nédlezi
ortogondlnimu doplnku W linearniho obalu vektort a,...,a . \'
souladu s vétou 2.29 je dimW=1.

Dale, z podminky (2) (za pouziti véty 3) dostavame:

azo#a’ (10-7)

a lall=lla” Il (10-8)
Z (10-7) a z toho, ze dimW=1 plyne:

JteR: a’=ta. (10-9)

Z2 této relace a z (10-8) obdrzime, ze |tl=1, neboli te{l,-1}.

Splnéni podminky (3) znaci, ze €,D, kde
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— —_— s
€—<a1,...,an_1,a>, @—<a1,...,an_1,a >,

jsou kladné baze prostoru V.

Z relace (10-9) pro matici prechodu vyplyva:
(6,D)=Diag(1,...,1,t),

a tudiz det (€,D)=t.

ProtoZe obé baze jsou kladné, jsou navzijem souhlasné (tj.

det(€,D)>0), a proto t=1 - tudiz a’=a (viz (10-9)).

Vektor a* pozZadovanych vlastnosti je tedy roven vektoru a

zkonstruovanému v ¢asti I. n

11.Definice Budte a...,a € V a necht je Vn orientovany.
n

Pak vektor a*eV spliujici podminky (1)-(3) predeslé véty se na-

zyva ortogondlni soucdin vektori a,....a a znaci se

ax aX,.,.X a .
1 2 n-1

Na zdkladé véty 10 a jejiho dtkazu mUZeme ucinit nasledujici

pozndmky:

12.Poznamky Budte a,...a vektory orientovaného vektorového
e

prostoru V.

@ ortogondlni soudin je jednoznac¢né dan zadanim vektoru

al,...,a \ a volbou orientace prostoru V.
e

® je-1li B Kkladnd ortonormdlni bidze a {a,}B=(a, ye . esa. ),
i i1 in

1=i=n-1, pak Jje ortogonalni souclin alxazx...xa L dan nasleduji-
-

cim symbolickym determinantemg)

a [ ,a
11 in
a X xa I I ,
1 n-1 a , , a
n-1,1 n-1,n
el, ....... ,en

°) Viz dukaz véty 10 - z Césti I. plyne, Ze

ax... xa =de+...+d e
1 n-1 11 nn
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coz nam dava navod pro vypocet souradnic ortogondlniho soucdinu.

Z dukazu véty 10 vyplyva, Ze je-1i a ortogonalnim soucinem vek-
toru al,...,a L pak pro libovolny x€V plati:
n—
[a,...,a ,x]=a.x. (13-1)
1 n-1
Méd-1i a€eV vlastnost, Ze pro kazdy x€V je relace (13-1) splnéna,
pak, zvolime-li kladnou ortonormdlni bazi a vyjadrime-li levou
stranu rovnosti (13-1) pomoci souradnic vektoru, obdrzime (opét s
vyuzitim ¢asti I. dikazu véty 10):
¥YxeV: (a xX...Xx a ).X=a.X,
1 n-1
odkud pomoci véty 1.6 obdrzime, ze alx.,.x a _ =a.
-
Plati tedy nasledujici véta:

13.Véta Bud'te al,...,a s vektory orientovaného vektorového

prostoru V. Pak a = alx...xa . prave kdyZz pro kazdy =xe€V plati:

Vyuzitim vlastnosti determinantti a konstrukce ortogonalniho
soutinu dle ¢asti I. dikazu veéty 10 snadno vyplynou tvrzeni
(1)-(3) nédsledujici véty.

Z véty 10 vime, Ze ortogondlni soulin je jednoznaéné dan zada-

nim vektorua al,...,a L a orientaci uvazovaného vektorového
-
prostoru V. Zkoumejme nyni zavislost ortogonalniho souc¢inu na
. . . f (1) (2) L . . . L.
zvolené orientaci. Budte a a a po radé ortogonalni souliny

uvedenych vektord ve dvou navzidjem riéznych orientacich 01, 02
prostoru V. Oba vektory tedy maji vlastnosti (1),(2) z véty 10,
nebot tyto na orientaci prostoru nezavisi, a tudiZz (srv. &ast II.

dtkazu véty 10):

(i) jsou-1li a .- linedrné nezavislé, pak

Jte{1,-1}: aP=ta’’

Vzhledem k tomu, Ze prostor V je mozné orientovat pravé dvéma

zpusoby, jsou baze
(1) (2)
B=<a,...,a ,a > B=<a,...,a _,a >
1 1 n-1 2 1 n-1

nesouhlasné a determinant matice prechodu (Bl,ﬂz) zaporny. Vzhle-
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dem k tomu, Ze (31,32)=DLaq(1,”.,1,t), musi byt t<0, souhrnné
tedy t=-1, cozZz znaci a(2)=—a(”.

(1) (2)
a

¥

(ii) jsou-1i a,...,a linearné zavislé, pak jsou a

n-1
< . « Y x <y (23 (1)
vektory nulové, coz ovsem rovnéz znaci a "=—a .

Zjisténé poznatky formulujeme ndsledujici vétou.

14.Véta Bud'te al,...,a_dev. Pak plati:

n

(1) VreS : a
-

X, .. Xa =sgnn. la X...Xa
1 (1) r(n-1) 8 (1 ),

n-1
(2) Vi,1=i=n-1, Va_,a’eV:
1 1

ax...x(a+a’)x...xa =(ax...xax...xa J+(ax...xa’x...xa ),
1 i n-1 1 i n-1 1 i n-1

(3) VYi,1=i=n-1, VceR:

a1X...X(ca.)x...xa 1=c(a1x...xa,x...xa ).
1

- i n-1

(4) zmeéni-1li se orientace vektorového prostoru V, prejde orto-

gonalni soucin vektoru a.,...,a ve vektor opacny.

Pro ortogondlni soudin v 3-rozmérném prostoru zavidime

i1 e 10
specidlni nazev ).

15.Definice V prostoru V3 se ortogonalni soulin nazyva vektorovy

soucin.

Uvadzime-1i definici normadlového vektoru vektorové nadroviny
(definice 2.41) a vlastnost ortogondlniho souc¢inu dle véty 10.(1),

dostavame:

16.Véta Necht N<<V je vektorovd nadrovina, <a1,...,a 1> Jjeji
-
libovolna baze. Je-1i V orientovany vektorovy prostor, pak vektor

alx...xa L Jje normalovym vektorem nadroviny N.

n-—

10)srv. poznamka pod carou na zacatku podkapitoly 3.3.
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Priklad A

V euklidovském vektorovém prostoru V je vzhledem ke kladné
ortonormdlni bdzi B=<e ,e ,e ,e > d&no:

172" 73" 4
{a1}£=(1,0,1,0), {a2}B=(O,1,1,O), {a3}8=(1,1,1,1).

Spoctéte ortogondlni soulin a xa Xa_.
Reseni
PouZzi jeme postupu dle pozndmky 12 a Laplaceovy véty:

a Xa xXa = =,,.=e +e_-e -e ,
1772 73 1 2 3 4

O~ O -
® =0
D = =
[P el ®]

1 2 3 4

neboli {aixazxa3}58=(1, 1,-1,-1).
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3.4. Geometricky vyznam vnéjsiho a ortogonalniho soudinu

Uvodem pripomefime, Ze v geometrii se objem n-rozmérného sim-

plexu o vrcholech AO’A1""’A v euklidovském prostoru & (nsm)ll)
n m
&

zavadi jako redlné Cislo V definované takto:

V=" |[A-A ,A-A ,....A-A1].
n! 1 [0} 2 o} n o}

Ukazme, ze se takto definovana délka usecky (tj.n=1), obsah
trojdhelnika (tj.n=2), popr. objem ctyrsténu (tj.n=3) da vyjadrit

téz vztahem znamym ctenari ze SS matematiky.

(i) UvaZujme useCku s krajnimi body BO,B1 lezici v 8;998 . Pak
m

pro jeji délku V dle vysge uvedené definice dostaneme:

v=I (B -B]| (3)1/(;(130—131) )/ (B -B ) (B,-B) = 14 IB-B_II% =
= BB,
coz opravdu predstavuje vzdalenost bodu Bo’B1’ kterd se znaci
obvykle p(BO,Bl).
V rovnosti (a) jsme pouzili vétu 7, v rovnosti (b) pak definici

Grammova determinantu.

(ii) UvaZujme nyni trojthelnik o vrcholech Bo’B1’B2 \Y 8;998 .
m

Pak maZeme psat:

e Euklidovskym prostorem Sn se rozumi kazdy afinni prostor,
na jehoz zaméreni Vn je definovan skalarni soudin (tj.Vn je eu-
klidovskym vektorovym prostorem, o nichz zde pojednavame);

® je-1i déno n+l1 linedrné nezavislych bodd (vrcholt sim—
plexu), pak n-rozmérnym simplexem rozumime nejmens$i konvexni
mnozinu obsahujici tyto body. O n-rozmérném simplexu hovorime
proto, Ze existuje pravé jeden n-rozmérny euklidovsky prostor 8;
tento simplex obsahujici.

Pro n=! je simplexem tUsecka s krajnimi body Ao’Al’ pro n=2
trojihelnik o vrcholech Ao’Al’Az’ pro n=3 pak Cctyrstéen Ao’Al’
AZ,A3;

® pro n=1 hovorime o délce, pro n=2 o plose daného simplexu.
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_ 1! _ _ (a)y _ _ T
V—-53|[31 BB, Boll = ZV/G((Bl BO)(B2 BO)) =

(b) _ _ _ _ _ _ _ 2 _
= zV/((B1 BO)(B1 BO))((B2 BO)(B2 BO)) ((B1 BO)(B2 BO))

(e), o 12 m 12 _ 2 _ 2 2 B _ '=
23/ I, B 12l B I, -B_II%IB,-B, I*cos®4( (B, -B ) (B,-B,))

1 _ 2 _ 20, 2 . _ _
—2/ 15,8 |IPIE B |I*(1-cos®3((B,-B,) (B_-B_)))

=i - - - 2 - - ‘:
=+IB,~B_IIB_~B_| V (1-cos®a((B -B )(B_-B )))

(d) 4 : - _
= 2p(BO,Bl)p(BO,BZ)lsmq((B1 B,) (B, Bo))l,

coz je zadany vysledek.
Pritom v rovnosti (a) jsme uzili vétu 7, v rovnosti (b) definici
Grammova determinantu, v rovnosti (c¢) definici 1.11 (pro nenulové

vektory) a v rovnosti (d) pak definici vzdalenosti dvou bodl v &.

(iii) UvazZujme C¢tyrstén o vrcholech B ,B ,B ,B v E’cc& . Pak
0’ 1’2’ 3 3 m

muZzeme psat (uzitim véty 13):
v=-"|[B.-B_,B.-B ,B.-B 1l=— | ((B.-B )x(B_-B )). (B.-B )|
3! 1 0] 2 0] 3 0] 6 1 (0] 2 0 3 (o]

Vektorovy soucin v=(B1—B0)X(BZ—BO) predstavuje dle véty 16
normdlovy vektor roviny m uréené linedrné nezavislou trojici bodl
Bo’B1’B212) v prostoru 8;. Pro jeho normu plati (uzitim vét 10.(2)

a 7):

HvH=M(Bl—Bo)x(Bz—BO)H=V/G((Bl—Bo),(BZ—BO)) = I[Bl—BO,BZ—BO]I,

coz dle odstavce (ii) predstavuje dvojnasobek obsahu trojihelnika
o
B0B1B2 (proc?).
Pro vzdadlenost bodu B3 od roviny m jak znamo plati:

I(B3—BO).VI

p(B_ ,m)=
3 lIvil

S ohledem na pravé uvedené lze pro objem dotyéného ¢&tyrsténu
dale psat:
——1— - :i :.Ll
V= p lv.(B3 BO)I : HvH.p(B3,n) a(z”V”)p(B3,H),

takze oznaCime-li P obsah trojdhelnika B0B1B2 (obsah podstavy

12)tj. bazi zaméreni W2 roviny m tvori vektory Bz_Bo’B1_Bo'
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Styrsténu) a symbolem v vzdalenost bodu B3 od roviny podstavy w
(vyska c¢tyrsténu), zjisfujeme, Ze objem StyFsténu o vrcholech Bo’

Bl’Bz’B3 je roven %Pv, coz je op&t ocekavany vysledek.

Je-11 ddno n linearné nezavislych bodl Ao’Al""’An—1 prostoru
Sn, lze je pokladat za vrcholy (n-1)-rozmérného simplexu leZziciho
v nadrovineé Ncgn. Uzitim véty 7 snadno vyplyva geometricky vyznam
ortogonalniho soucdinu - norma ortogonalniho soucinu vektoru
(A1~AO),...,(An_1—A0) udava (n-1)!-nasobek objemu uvedeného
simplexu. Konkrétné pro n=3 byl jiZz tento vyznam zjistén v

odstaveci (iii).

Priklad B

V euklidovském prostoru 84 jsou dany body A,B,C svymi sourad-
nicemi v kartézské bazi takto:

A=[1,1,1,11, B=[1,2,2,1], C=[2,1,1,2].

Spoc¢téné obsah AABC.
Reseni
Snadno se presveédcime, Ze uvedené tri body jsou nekolinedrni a
uréuji tudiz 2-rozmérny simplex.

Obsah AABC je, jak jsme vidéli vyse, dan relaci
S=%|[C-A,B-All,

pricemz uvedeny vnéjs$i soucin uvazujeme v euklidovském vektorovém

prostoru V2, jehoz bazi je <a ,a>, kde a1=B—A, a2=C—A, tj.la)

{a1}8=(0,1,1,0), {az}ﬂ=(1,0,0,1).

Abychom jej mohli vyCislit primo dle definiéniho vztahu (defini-
ce 4), musime ve V2 zvolit nékterou ortonormalni bazi € - napf.14)
{e }5=(V2/2)(0,1,1,0), {e yp=(V/2/2)(1,0,0,1),

V uvedené bazi plati:
{a }=(V2,0), {a }=(0,)2),
a tedy

13 - s g . .
) B oznactuje ortonormalni bdzi zaméreni euklid.prostoru 84.

14)obecné bychom mohli napr. nalézt ortonormalizaci dané baze.
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_ | V2 o _
[al,a2]€~ 0 V2 ’ =2

a tedy S=%|2]=1.

Pro vypocCet absolutni hodnoty vnéjsiho soucinu vektoru a,a v

prostoru V2 bychom vhodné mohli rovnéz vyuzit relace dle véty 7:
I[al,az] = G(al,az) .

Provedte!
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4. Vzdalenost a odchylka vektoru a podprostoru

4.1 Kolmy primét vektoru do podprostoru

Je—-1i WesV, pak - jak jsme uvedli v 2.30 - lze kazdy vektor

xeV 1lze pravé jednim zplsobem psdt ve tvaru

x=x*+xl, kde x*eW, xTeut. (1-1)

Ctenar ma jisté intuitivni predstavu, jak pomoci vektoru x*,

1 . . . . . . -
X zavedeme pojmy uvedené v nazvu této kapitoly. Nez tak ulinime,
vysSetrime v tomto odstaveci k tomu téelu vhodné vlastnosti vektoru

x" a x
. . . . L
Pojmenujme nyni vektory x*, x:

1.Definice Bud WeeV, x vektor z V a necht x*, x* jsou vektory
spliujici (1-1). Pak vektor x* nazyvame kolmy prumét vektoru x do
podprostoru W a vektor xl nazyvame perpendikuliar vektoru X na

podprostor w.h)

2.0mluva Naddle podrzime oznaleni dle definice 1 - tedy pri
zvoleném WSEV budeme pro kazdy xeV symbolem x* oznacovat kolmy
prumét vektoru x do podprostoru W a symbolem xL pak perpendiku-
lar vektoru x na podprostor W.

Jen pokud by bylo nutno zdlraznit o primét do kterého

1) krom terminu kolmy priame€t se uzivad rovnéz pojem ortogondlni
projekce. My jej vsSak vyhradime spise pro jisté zobrazeni V-W
(viz zavér podkapitoly 4.1 a kapitola II1.5).

Krom terminu perpendikulidr se nékdy uziva pojmu kolmice, ten

se vs$ak spise uziva pro primku, zde jej proto uzivat nebudeme.
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konkrétniho podprostoru se jednd (napr. pri mozné zaméné priméta
do ruznych podprostort), pripojime jeho oznac¢eni formou dolniho
indexu, tj. budeme psat x;. Podobné pro perpendikuldr uZijeme

v . L
oZnacenil XW

Protoze (WL)L=W, a tedy V=(Wl)®(wl)l, Jje zrejma platnost

nasledujici véty:

3.Véta Bud WceV, x vektor z V. Pak plati:

(1) kolmy prumét vektoru X do podprostoru W je roven perpendi-

kuldru vektoru x na podrostor Wl,

(2) perpendikuldr vektoru x na podprostor W je roven kolmému

prumetu vektoru x do podrostoru Wt

Uvazime-1li jednoznacnost vyjadreni (1-1) vektoru x pri zvo-

leném WecV (a skutecdnost, Ze xIW & xEWl), zr'ejmé& plati:

4.Véta Bud W<cV, x vektor z V. Pak plati‘):

L
xeW © x*=x © x =o,

1
XIW © x*=0 & x =x.

« . . . X 1
Naleznéme nyni vztah mezi normami vektoru x a vektoru x*, x:

Zvolme WeeV a vektor xeV, ktery vyjadreme dle (1-1):
x=x*+xl, x*eW A xtewt.
Pak pro druhou mocninu normy x miZeme psat:
lxll®= (x* + xH) (x*+ xh)=x*x 42 (x*xT)+ xixt @ gt xlxl:Hx*H2+Hle?
kde v rovnosti (a) jsme vyuzili faktu, ze xlewl, a tudiz x*x =0.

Plati tedy véta nasledujici:

) Dusledken je napr.: (x=x*:xl)® X=0.
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5.Véta Bud WSSV, x vektor z V. Pak plati~):

2 2 1,2
sl "=llx* 17+ =1

Jak nalézt normu vektort x* a xl, je—1li zadan vektor x?4)
Uvazujme nejprve pripad, kdy zvoleny vektorovy podprostor je
vektorovou nadrovinou N zadanou normalovym vektorem n
(viz 2.39 a nasl.).
Vyjadreme vektor x dle (1-1):
x=x*+xl, x*eN A xleNl,
neboli x=x"+tn, x*eN A teR, (6-1)
Nagim cilem je spolist t, a proto vynasobime obé& strany (6-1)
skalarné vektorem n, ¢imz obdrzime:
xn=(x*+ tn)n
Pravou stranu lze psat (v rovnosti (a) jsme uvazili, Ze x*in):
(x*+ tn)n=x"n+ t(nn) ¥ 0+t|nl?,
a tedy xn=t|nf?,
odkud®) . LI (6-2)
Inii®
Dosazenim (6-2) do (6-1) dostaneme pro X
xl=(x—x*)=——§iE—-n,
In|l®

a odtud (uzitim véty 1.10)
n,:

Odvodili jsme platnost véty nasledujici:

X.n

Inli?

X.n

| Inll =
Inll

|x.n]| [x.n|
In|| = ———.

Ix*l =
Inli? Inll

3) v euklidovskych vektorovych prostorech tedy plati Pythagorova

véta.
. e e s L
%) vzhledem k vété 5 posta&i zjistit jednu z norem lIx I, Hx"|.

5) zde radéji typograficky zduraznime rozdil mezi skalarnim

nadsobenim vektord a nasobenim vektoru skaldrem (redlnym c¢islem)
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6.Véta Bud N=#(n) vektorovd nadrovina ve V, x vektor z V. Pak

plati:

1 X.n
Ity = xenl

Inll

Nyni budeme resit tyz problém pro pripad obecného podprostoru
Weev.

K tomuto vyuzijeme resSeni pro pripad vektorové nadroviny. V
pripadé, kdy x¢W, Jje totiz W vektorovou nadrovinou v podprostoru
U=u+[x1°).
Definujeme-11 zobrazeni ©:UxU-R relaci

Yu,veU: udv=u.v,
tj. Jjako restrikci skalarniho soucinu na UxU, je dle véty 1.4 U
spolu s © euklidovsky vektorovy prostor.
Odlisovat typograficky skaldrni souéin na U od soucinu na V tudiz
nemé& vyznam a nadale tak ¢init nebudeme. Totéz plati i pro pojmy
pomoci skalarniho soucinu definované - zaregistrujme predevsim
kolmost vektoru, Grammav determinant a normu vektoru.

Zejména kolmy primét vektoru x do W (x*), jakoz i perpendi-
kulédr vektoru x na W (xL), je tyz, at pohliZzime na W jako na pod-
prostor v U ¢i1 ve V, protoZe ortogondlni doplnék podprostoru W v
podprostoru U je obsazen v ortogonadlnim doplinku W v prostoru V

.

Necht <u1,u2,...,uk> je béze podprostoru W. Orientujme nyni
(libovolné) vektorovy prostor U. Pak za normdlovy vektor vekto-
rové nadroviny W v U lze v souladu s 3.16 vzit

n=u ®u @...®u ,
1 2 k

6) presvédlite se o tom uzitim Grassmannovy formule (jelikoz x¢W,
je x#o)
7} tato dvaha je do jisté miry nadbyte&na, uvazime-1i, ze (1-1)

lze ekvivalentné psat

1 1
x=x"+ %, kde x*eW, x IW.
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v . . . . ; 8
kde symbolem ® znacime ortogondlni nasobeni v U ).

Pro normu perpendikularu xl mazeme dle predeslé véty psat:

L .n
Ity = %nl (7-1)
Inl
e norma |nll (viz 3.10.(2)):
HnH=Hu1®u2®...®ukH=V/G(u1,u2,...,uk) . (7-2)
e hodnota |x.nj:
_ (a)
x.n—x.(u1®u2®...®uk) = [ul,uz,...,uk,x],
kde jsme v rovnosti (a} uzili vétu 3.13.
D&le uzitim véty 3.7 plyne:
I[ul,uz,...,uk,x]l= V/G(ul,uz,...,uk,x) ,
takze [x.nl|= V/G(ul,uz,...,uk,x) . (7-3)

Dosazenim (7-2) a (7-3) do (7-1), dostdvéme (pro¢ je jmenova-

tel zlomku nenulovy?):

V Gu ,u,...,u ,x)
1’2

It = X (7-4)
V/G(ul,uz,...,uk)

]

Predchozi Uvaha byla provedena pro x¢W. Jestlize xeW, je jeho

s v oz

perpendikular nulovy (viz 4). Uvazime-1i, Ze xeW, pravé kdyz jsou
vektory ul,uz,...,uk,x linearné =zavislé, neboli jejich Grammuv
determinant nulovy (viz 3.3), je relace (7-4) platnd i pro xeW.

Zjistili jsme, Ze nasledujici tvrzeni plati:

8) Ortogonalni souc¢in v U vsak od ortogonalniho souc¢inu ve V od-
lisovat musime - ve V neni ortogonalni soucin k vektord pri k#n-1
definovan.

Stejné je tomu s vnéjsim soucinem v U - odlisime sklonénim

zédvorek.
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7.Véta Bud WceV, <ulﬂa,...,uk> bdze W a x vektor z V. Pak
norma perpendikuldaru vektoru X na podprostor W je dana relaci

(7-4).

8.Poznamka Ukazme si nyni postup, jak pri zvoleném =xeV, WeeV

najit vektory x*, X
Predpoklédejme, Zze W ma bazi <u1,...,uk>. Nalezeni =x"€W je
ekvivalentni nalezeni skalaru xl,...,kaR, pro néz
x*=x u+...+x u , (8-1)
11 k k
neboli (srv.(1-1))
X=X U +. .. +X U +X. (8-2)
11 k k
Protoze x~ nalezi wi,je kolmy na vSechna u, i=1,...,k, a tudiz
1

vyndsobenim rovnosti (8-2) libovolnym u_ obdrzime:
1

xu =x (uu)+...+x (uu ), (1)
i1 1 i k ki
coz, probéhne-1i i=1,...,k, vede na soustavu k linedrnich rovnic
(1),...,(k) o neznamych XX kde matici soustavy je matice
?(ul,...,uk) a uvedenou soustavu mUzZzeme schematicky =zapsat
9
takto™):
Xu
T1
G(u , u )
1 k :
Xu
k
Dosazenim skalaru xl,...,xkER, které resi uvedenou soustavu, do

rovnosti (8-1), ziskéme vektor x* (jak ziskéame xL?).

Jak bylo jiz uvedeno pred definici 1, zvolime-1i podprostor
WEEV, pak mUzZeme ke kazdému x€V nalézt jednoznaéné jeho kolmy

pramét do W - tj. vektor x*, ¢imZ mame definovino jisté zobrazeni

9) Tato soustava musi mit redeni, nebof ke kazdému xeV vektor X

existuje (a to jediny). Plyne to ovSem téz primo z vlastnosti

Grammovy matice - jeji determinant je pro linedrné nezavislé

vektory ul,...,uk nenulovy (véta 3.3), priCemz je soucCasné

determinantem uvedené soustavy. Jak je Ctenadri znamo, ma& v tomto
k

pripadé tato soustava jediné reseni (xl,...,xk)ER .
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oznacované P,

pw: VvV - W,

*
X = X .,
pw W

které budeme nazyvat ortogonalni projekci prostoru V na pod-

prostor W.

Snadno se ukaze, ze ortogonalni projekce P, je homomorfizmem V
na W s vlastnosti Kerpw=wl a Impw=w (promyslete si!). Podrobnéji
se vsSak projekcim obecné i projekci ortogonalni budeme vénovat v

kapitole I1.5 a II.6.

Priklad A
V euklidovském vektorovém prostoru V je dan vektor x a podpros-
tor W=[w1,w2]. Naleznéte kolmy prumét vektoru x do podprostoru W,
jestlize vzhledem k ortonormalni bazi B je dano:
{X}B=(5’3’1)’
W }5=(1,2,0), {w }p=(1,1,1).
Reseni
Budeme postupovat dle poznamky 8. Kolmy prumét x* budeme hledat
ve tvaru X =X W tX W_, (A-1)
171 22
a proto
X=X W +X WX (A-2)
171 22
Vynascbenim (A-2) postupné w,oaw, obdrzime:
X (ww)+x (W w)=xw ,
111 2 21 1
xl[w1w2)+x2(w2w2)=xw2.
Po dosazeni ze zadani{ dostavame:
5x +3x =11
1 2
3x +3x_= 9.
1 2

Tato soustava ma jediné reseni

coz po dosazeni do (A-1) dava:
{x*}5=(1,2,0)+2(1,1,1)=(3,4,2).

Pro perpendikular plati xl=x—x*,



70

a tedy
{xl}fB=(5,3, 1)-(3,4,2)=(2,-1,-1).

4.2 Odchylka vektoru od podprostoru

Odchylku vektoru od podprostoru zavedeme prirozenym zpUsocbem

takto:

9.Definice Bud WeeV, x vektor z V a necht x* je kolmy primét
vektoru x do podprostoru W. Pak odchylkou vektoru x od pod-

prostoru W rozumime ¢islo oznacované <2(x,W) a definované vztahem

I(x,W)=<2(x,x").

Zjistéme nyni, jakych hodnot mlZe odchylka x od W navaath).
® pro x=o je <U(x,y)=3m pro libovolny yeV, a tudiz <(x,W)=m.
e pro x*=o analogicky obdrzime, Ze (x,W)=3m.
e necht x#o0#x*. Pro cos<d(x,x*) miZeme psat:

xx*

llxll Hx* 1l

cos<d(x,x* )=

uvédzime-11 (1-1), obdrzZzime
xx*=(x*+ xl)x*=x'x*+ xlx*=x*x*, nebot xx*=0 (proc¢?) (10-1)

a pro cosd(x,x*) tedy dostavame:

* Lk ¥ 12 *
cosa(x,x* )= X X S b A o , (10-2)
M=l Nx*It =l Ix*l lxl

odkud plyne, Ze cos<(x,x*)>0 a jelikoZ obecné je odchylka dvou
vektort z intervalu <0,n>, zjistujeme, Ze <(x,W)=d(x,x*)e<0,+n>.

Nalezené poznatky shrneme do nasledujici véty:

10.Véta Bud WecV, x vektor z V. Pak plati:

1o)na aplikaci definice 9, jakoz i 1.11 se nadale nebudeme expli-

citné odvolavat
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A(x,W)e<0, +m>. J

Rovnéz jsme odvodilill)

11.Véta Bud W<<V, x vektor z V. Pak plati:

Ix*II = llxllcos<d(x,W).

Nyni vysSetreme nutné a postacujici podminky pro to, aby:

(1) <9(x,W)=%m, (ii) <(x,W)=0.

RozlozZme vektor x dle (1-1):
x=x*+ xl, x*eW A xeW’t.

Pak mUZeme psat:

Ad (1)

4(x,W=tn & A(x,x*)=tt & xx*=0' & x*x*=0 & |x* =0 & x*=0 &’

< xewl@ X1W,

kde v implikaci (a) jsme uzili (10-1), v implikaci (b) vé&tu 1.10 a
v implikaci (c) vétu 4.

Ad (ii)
Intuitivné ocekavame pro xiolz) platnest ekvivalence

4(x,W)=0 & xeW.

neboli J(x,x*)=0 & xeW.
Proto nadile predpokladejme x#o. Za tohoto predpokladu obé strany
druhé ekvivalence vyluduji pripad x*=o (zduvodnéte!).
MazZeme proto déle psétlak

(a)

J(x,x*)=0 & cosd(x,x*)=1 & xx*=|xlix* |

& x 12=lxllx* || &

( 1 d 1
o lxtI=xl ‘&) 1t 1=0'&  x" =0 ‘& xew.

11 . . vy v
) odvozeni bylo provedeno pro X#o0, relace v nasl. vété vsSak

plati i pro x=o (proc¢?)
12)pro x=o0 ekvivalence jisté neplati - viz (i).

13y uvazujeme tedy x#ozx", tudiz i lxlz0=[x"Il
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Pritom v ekvivalencich (a),...,(e) bylo po radé vyuZito:
(a): definice 1.11,
(b): dle (10-1) xx*= x*x*, coz je rovno Hx*Hz,
(c): véta 5,
(d): véta 1.10,
(e): véta 4,

Ziskané poznatky vyjadruje véta nasledujici:

12.Véta Bud WeeV, x vektor z V. Pak plati:
(1) <(x,W)=¢m, pravé kdyz x.W,
(2) 29(x,W)=0, pravé kdyzZ x€W a x#o.

Zabyve jme se nyni stanovenim odchylky vektoru od podprostoru.
Uvazime-1i, Ze s ohledem na (10—2)14) pro odchylku vektoru xeV, x+o,
od WeeV plati:

*
<(x,W) = arccos Ll ,
x|l

vyuzijeme vysledkl predchozi podkapitoly - zejména vét 5,6 a 7.

Uzitim 5 dostavame:

2 2 L2 L2
e 0% =l ™~ =717 (B3

2 2 2’
x|l x|l x|}

coszd(x,W)=

odkud plyne (proc&?):
Ixl®
a nebot Q(X,W)e<0,%n>15), miZeme psat

1
sina(x, W)=V Sinzd(x,W) = Lol ,

x|l

sinzﬁ(x,W)=

a proto, vyjadrime-1i Hle pomoci véty 6 a nisledné& 7, miZeme pro

pripad vektorové nadroviny a obecného podprostoru tvrdit:

13.Véta Bud N=N(n) vektorov4d nadrovina ve V, x vektor z V, x#o,

Pak plati:

) tato relace byla odvozena pro x*#o, avdak plati i pro x*=o.

) tj. sin4(x,W)>0



I.4. VZDALENOST A ODCHYLKA 73

J(x,N) = arcsin |x.nl .
Il lnl
14.vVéta Bud Wcev, <u1,u2,...,uk> bdze W a x vektor z V, x#o.
Pak plati:
V/G(u ,u_,...,u ,X)
1’2 k

4(x,W) = arcsin

L Il VGta u_,. . u)

Priklad B
V euklidovském vektorovém prostoru V je dan vektor x a podpros-
tor W=[w1,w2]. Stanovte odchylku vektoru x od podprostoru W,
jestliZze vzhledem k ortonormalni bazi B je dano:
{X}B=(5’3’1)’
{w1}8=(1,2,0), {w2}8=(1,1,1).
Reseni
Dle definice 9 je dotyénéd odchylka definovéna relaci
<(x, W)=a(x,x"),
kde x* je kolmy prumét vektoru x do W.
Jak jsme zjistili v prikladu A, plati
{x*}£=(3,4,2),

a tedy
J(x,W)=<(x,x* )=arccos (5,3,1)(3,4,2) = arccos 29
’ ’ (5,3, D0(3,4,2)T 1015 °

Vzhledem k tomu, Ze v prikladu 2.E bylo zjisténo, ze W je
vektorovou nadrovinou o normadlovém vektoru n, {n}B=(—2,1,1),
mazeme odchylku vypocist rovnéz uzitim véty 13:

<(x W)=arcsin |X.n| =arcsin |(5’3’1)(_211;1)| -
’ I Tnll (5,3, D=2, 1,01
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. 6
—arc51n—V§TB—,

coz je tyz vysledek jako vy3e (presvédcte se o tom).

4.3 Vzdalenost vektoru od podprostoru

Pro zavedeni vzddlenosti vektoru od podprostoru intuitivné
ocekavame uziti kolmého prumétu tohoto vektoru do daného pod-
prostoru.

Uvazujme libovolny podprostor WEEV a vektor xeV. Zvolme dale
libovolny vektor yeW a porovnejme vzdialenosti p(x,x*) a p(x,y):
Pro vektor y-x lze psat:

y—x=(y—x* )+ (x*-x),
a pro jeho normu pak:

ly-xl%=(y-x*) (y-x* )+2( (y-x* ) (x* -x) )+ (x* -x) (x* -x),

coz, uvazime-1i, Ze y,x*eW a (x*—x)=-xLewL, a tudiZz je podtrzeny
vyraz nulovy, lze ddle psat:

lly-xll?=lly-x* | %+ llx* ]I,
neboli p(x,y)2=p(x*,y)2+p(x,x*)2.
Odtud vyplyva, ze p(x,y)%=p(x,x*)°, (15-1)
pri¢emz rovnost nastava jen pro y=x* (proc?).
Uvazime-1li, Zze vzdalenost dvou vektorl je Cislo nezaporné, vyply-
va z (15-1):

plx,yl=zp(x,x"),

kde rovnost nastava jen pro y=x*.

Dokdzali jsme platnost tvrzeni nasledujiciho:

15.Véta Bud'te WSeV a xeV. Pak pro kazdy vektor yeW plati:

p(x,y)Zp(x,x*)t)

pricdemz rovnost nastavd jen v pripadé y=x".
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Prirozenym zplUsobem tedy definujeme vzdalenost vektoru od pod-

prostoru euklidovského vektorového prostorulG):

16.Definice Bud W<<V, x vektor z V a necht x* je kolmy prumét
vektoru x do podprostoru W. Pak vzddlenosti vektoru x od pod-

prostoru W rozumime ¢islo oznacdované p(x,W) a definované vztahem

p(x,W)=p(x,x*).

Z véty 15 plyne bezprostredné:
17.Dusledek Bud'te WeeV a xeV. Pak plati:

plx,W=mnin{p(x,y)}.
yeuW

Vzdélenost vektoru od podprostoru je tedy defincvana jako
norma prislusného perpendikularu. Uvazime-1li platnost vét 4, 6 a

7 dostavame postupné nasledujici tri véty:

18.Véta Bud’ WeeV, x vektor z V. Pak plati:

xeW & p(x,W)=0,

xIW & p(x,W)=x|.

16 .. . . " . a , . - .
) Tato definice je evidentné specializaci obecné definice vzda-

lencsti bodu X od podmnoziny W metrického prostoru:

p(x,W)=inf{p(x,y)}.
yew



76

19.Véta Bud N=~N(n) vektorovd nadrovina ve V, x vektor z V. Pak

plati:
Ix.ni
p(x,N) = —=— ",
In]|
20.vVéta Bud Wcev, <u1,uz...,uk> bdze W a x vektor z V. Pak
plati:
V/G(ul,uz,...,uk,x)
p(x,W) =
V[G(u ,u ,...,u )
1’72 Kk
Priklad C

V euklidovském vektorovém prostoru V je dan vektor x a podpros-
tor W=[w1,w2]. Stanovte vzdalenost vektoru x od podprostoru W,
jestliZze vzhledem k ortonormdlni bdzi B je dano:

{X}B=(5’3’1)’
{wl}@=(1,2,0), {w2}8=(1,1,1).

Reseni
V souladu s definici 16 miZeme psat:

p(x,Wi=p(x,x" )=lx"1,
kde x* je kolmy prumét vektoru x do W a X" perpendikuldr téhoz
vektoru na podprostor W.
Jak jsme zjistili v prikladu A, plati

{x'}g=(2,-1,-1),

a tedy

plx, W)=1(2,-1,-1)lI=V6.

Vzhledem k tomu, Ze v prikladu 2.E bylo zjisténo, ze W je
vektorovou nadrovinou o normalovém vektoru n, {n}B=(—2,1,1),

muzeme vzdalenost vypocist rovnéz uzitim véty 19:

_ x|l _ 1(5,3,1)(-2,1,1)| _ |-6] _
D e G-t i Iminien Vol A

coz je tyz vysledek jako vySe.
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4.3.1 Metoda nejmensich étvercli

Tato metoda je aplikaci véty 15 v teorii reseni soustav line-
drnich rovnic.
Uvazujme soustavu linedrnich rovnic danou matici A=(a ),

ij
AeM (R), a sloupcem pravych stran beﬂtl(R)17), o neznamych
rn r

(x ,x_,...,x JeR", neboli maticové
1 2 n
by
Al ' = b. (21-1)
X

Zabyvejme se situaci, kdy soustava (21-1) neni resitelna - tj.
h(A)#h(Alb).

Nagim cilem je najit ,co nejpresnéjsi” pribliZzné reseni.
Vyjadreme tento pojem exaktnéji.
Povazujme R° =za euklidovsky vektorovy prostor se standardnim
skaladrnim soucinemn.

(1) (2) (n) v v .
a , a ,.‘.,ane[RP poc Tadé sloupce matice A,

Oznac¢ime-11i
budeme hledat takova X1’X2""’X €R, aby vektor
n

x=x a+ xa®+. . 4xa™
1 2 n
mel od vektoru b nejmensi moZnou vzddlenost. ProtoZe vektor x
nalezi sloupcovému podprostoru WA matice A, musi byt dle véty 15
roven kolmému prumétu b* vektoru b do WA. To znaci, Ze hledéame
X ,...,X €R tak, aby
2 n

1 2
x a'l+ X a()+...+x a“”=b*,
1 2 n

C oy v . . . .. . . 18
neboli resime namisto (21-1) ndhradni soustavu linearnich rovnic )

Al | = b*. (21-2)

M. . .. . .19
Tato metoda se nazyvd metoda nejmensich ctverct ).

17)vzhledem k izomorfizmu aritmetickych vektorovych prostort

Ail(R) a R" budeme v této podkapitole nadale sloupcové aritmetické
r

vektory povazovat za prvky z R".
18)proé je tato soustava resitelna?

19 . . . . .. . , N L N
) ndzev vychazi z toho, Ze je minimalizovan soulet c&tvercl roz-
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21.Véta Bud'te AeM (R) a bEﬁtl(R). Je-1i b* kolmym prumétem
rn r
vektoru b do sloupcového podprostoru matice A a X sX X €R
n

vyhovuji soustavé linedrnich rovnic (21-2), pak pro kazZdé Y,

MR
Al l-b| = Al T|-b,
y 1 X

n n

Y ,...,y €R plati:
2 n

pricemZ rovnost nastava, pravé kdyz VoYY eR vyhovuji sou-
n

stavé linedrnich rovnic (21-2).

Priklad D

Ur&ity prirodni déj je popsan funkéni zdvislosti y=f(x), o niz
je znamo, Ze je linearni.

Pri experimentu byly zjistény ndsledujici hodnoty:

ol I

f(x)’ 1 l 5 ‘ 3 \

Metodou nejmenSich ¢&tverclt naleznéte parametry ve funkénim
predpise uvedené zavislosti, aby co nejlépe vystihoval provedené
méreni.

Reseni
Teoreticky je uvedeny déj popséan linearni funkci:
y=ax+b.
Nagim cilem je zjistit parametry a,b. Dosazenim hodnot z tabulky
obdrzime pro a,b ndsledujici soustavu lineadrnich rovnic:
b=1
a+b=5
2a+b=3,

kterou mtzeme rovnéz zapsat maticové:

11 5
21 3
01 1

dila prislusnych souradnic vektoru x a vektoru b (viz kartézska

formule pro metriku)
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Snadno zjistime, Ze tato soustava neni reSitelnd, a budeme apli-
kovat metodu nejmensich ¢&tvercl, kdy sloupec pravych stran, tj.
aritmeticky vektor b=(5,3,1)T nahradime jeho kolmym prumétem b*
do podprostoru sloupcl levych stran W=[(1,2,O)T,(1,1,1)T].
Znamym postupem (srv. priklad A) zjistime, ze

b*=(3,4,2)",

a tedy budeme rTesit nasledujici (nadhradni) soustavu o neznamych

a,b:
11 3
21 4
01 2

Obvyklym postupem zjistime, Ze tato soutava ma jediné resgeni:
(a,b)=(1,2),

coZ znamend, ze aproximace linearni =zavislosti =ziskand metodou

ne jmensich ¢tverclu zni:

y=x+2.

4.4 Nékteré geometrické aplikace vzdalenosti a odchylky vektoru

od podprostoru

Necht mame nadale dan euklidovsky prostor & se zamé&renim v. 2

)
(i) uvazujme podprostor Mcc& dany bodem A a zamérenim W21L

Necht je zvolen libovolny bod Be&.

Vzdéalenost bodu B od podprostoru M znadime p(B,M) a definuje se

jako vzdalenost bodu B od jeho kolmého prumétu B* do podprostoru

M2y tj. p(B, M)=p(B,B*).

20)podrobnéji - viz napr. [10].
21y tuto skuteénost obvykle zapisujeme M={A,W}

22) coz je jediny bod s vlastnostmi:
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Dle podkapitoly 4.3 mame definovanu (v prostoru V) vzdédlenost
p((B—A),W)23) vektoru (B-A) od podprostoru W. Porovnejme ji s
p(B,M).

Muzeme psét: B-A=(B-B* )+ (B*-A),
xde A,B*eM, a tedy B*-AeW, a B-B*eW,
odkud plyne, Ze B*-A je kolmym prumétem vektoru B-A do W, coZ
znaci, ze p(R,B*)=[B*-Bll je rovna norm& perpendikuliru vektoru
B-A, a proto dle definice 16 je [[B*-Bll=p((B-A),W). Zjidtujeme
tedy:

p(B, M)=p((B-A),W).
Plati tedy:

22.Véta Bud M podprostor euklidovského prostoru € urdeny bodem
A a zamérenim W. Pak pro kazdy bod Be€& plati:

p(B, M)=p((B-A),W).

23.Dasledek Bud M podprostor euklidovského prostoru & urdeny
bodem A a necht u,u,.u tvori bdzi jeho zaméreni. Pak pro

kazdy bod Be& plati:

—

V/G(u ,a4_,...,u ,B-A)
1’72 k

p(B, M) =

V/G(u a4 ,...,u )
1’72 k

(a) B*eM
(b) (B-B*)LW

23)dovolili jsme si stejnym symbolem p oznacit dvé ruzné metriky:
e metriku v euklidovském vektorovém prostoru V (tj.zobrazeni
VXV-R) a
e metriku v euklidovském prostoru & (tj.zobrazeni &x&-R),

k nedorozuméni vsak dojit nemtze.
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(ii) uvazujme podprostor Mcc& o zaméreni W. Necht je zvolena
libovolnd primka p se smérovym vektorem s.

Odchylku primky p od podprostoru M znac¢ime <(p,M) a definujeme ji
jako odchylku primky p od jejiho kolmého prumétu p* do podrostoru
MYty alp, M)=a(p,p*).

Dle podkapitoly 4.2 méme definovédnu (v prostoru V) odchylku
ﬁ(s,w)zs) vektoru s od podprostoru W. Porovnejme ji s <(p,M):
Zvolme na primce p body A,B tak, aby B-A=s.

MuZeme psat: B-A=(B*-A* )+ (B-B*)+(A*-A),

xde A*,B*eM, a tedy B*-A*eW. Dale B-B*,A-A*eW %), takse ((B-B*)+
+(A*-A))eW".

Odtud plyne, Ze B*-A* je kolmym primétem vektoru s=B-A do W, coZ
v souladu s definici 9 znac¢i <(s,W)=<%(B-A,B*-A*) a nebot B*-A* je
smérovym vektorem primky p*, plati ddle <(B-A,B"-A*)=<(p,p*), coz
je rovno <(p,M).

Souhrnné zjistujeme, Ze <(s,W)=<(p,M).

Plati tedy:

24.Véta Bud'te M podprostor euklidovského prostoru & o zaméreni
W a p primka v euklidovském prostoru & o smérovém vektoru s. Pak

plati:

I(s,W)=x(p,M).

25.Dsledek Bud M podprostor euklidovského prostoru & a necht

uLu, U tvori bdzi jeho =zaméreni. Bud p primka v eukli-

dovském prostoru & o smeérovém vektoru s. Pak plati:

24)pfitom plati, ze kolmym prumétem je bod (v pripadé piM, kdy
klademe <(p,M)=%tm), nebo primka.

25 . s < . . <
) opét oznaCujeme - bez rizika nedorozuméni - stejnym symbolem

<4 Ghel vektorl ve V a odchylku podprostort v &.

2%y vlastnosti kolmého prumétu bodu - viz odstavec (i).



l/G(u1 Uy ,uk,s)
J(p, M) = arcsin

Ish Vet u,..u)
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II. HOMOMORFIZMY VEKTOROVYCH PROSTORU

1. Homomorfizmus a jeho zakladni vlastnosti

1.Definice Budte (V,+,T,:) a (W,®,T,0) vektorové prostory.
Zobrazeni f:V-W se nazyva homomorfizmusl) vektorového prostoru V
do vektorového prostoru W, jestlize md ndsledujici vlastnosti:

(1) Yu,veV: f(utv)=f(u)ef(v),

(2) YueV,VYteT: f(t-u)=tof(u).

2.Umluva (pro celou &ast II.)

® Nebude-1i recleno jinak, budou vSechny vektorové prostory
uvazovany nad tymz télesem skalart T.

® Protoze nehrozi nebezpeli nedorozuméni, budeme zpravidla
sC¢itani vektoru ve vsech vektorovych prostorech oznacovat tymz

"

symbolem ,+" a nasobeni vektoru skaldrem pak symbolem ,:-“, nebu-
deme-1i znak ,-" zcela vypouStét.

® VSechny vektorové prostory budeme nadale oznalovat jen
symbolem prislusné mnoZiny vektort - tj. napr. namisto (V,+,T,-)

budeme psat jen V.

1 w oo o s . e .
) uzivd se téZ pojmu linedrni zobrazeni.

K tomu pro orientaci d&tendre uvedme, Ze je-1i V vektorovy
prostor nad télesem T a W vektorovy prostor nad télesem F, pak
semilinearnim zobrazenim uvedenych vektorovyvch prostort se
nazyva dvojice (f,¢), kde

(1) ¢:T>F je izomorfizmus téles,

(ii) VYu,veV: flu+v)=f(u)er(v),

(1ii) YueV,VYteT: f(t-u)=p(t)of(u).

Timto pojmem se zde vsak zabyvat nebudeme.
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3.0znacdeni Budte V, W vektorové prostory. Mnozinu vsech homo-

morfizmd V do W budeme oznalovat Xom(V,W).

Priklad A
Bud'te V3, W3 vektorové prostory a uvazujme zobrazeni f:V3—>W3
dand vzhledem ke zvolenym bazim B, € predpisem:

Ver3: {x}B=(x1,x2,x3) —> {f(x)}8=(y1,y2,y3),

Je zobrazeni f v jednotlivych pripadech homomorfizmem?

Reseni
Ve vSech pripadech ovérime splnéni vlastnosti (1) a (2) defi-

nice 1:2)

Ad 1.
e budte u,veV, {ul=(u ,u ,u ), {vi=(v ,v_,v ). Pak dle defi-
1’72’ 73 1772’ '3
ni¢niho predpisu pro zobrazeni f dostavame:
{f(u)}=(u ,2u +u ,3u -u ), {f(v)i=(v ,2v +v ,3v -v ),
1 12 1 3 1 1 2 1 3
a tedy
= + - - .
{f(u)y+{f(v)} (u1+vl,2u1+u2 2v1+v2,3u1 u3+3v1 v3)

Jelikoz {u+v}=(u1+vl,u2+v ,u3+v3), plyne z definice zobr. f:

2
{f(u+v)}=(u1+vl,2(u1+vl)+u2+v2,3(u1+vl)—(u3+v3)),
coz je evidentné rovno {f(uw)}+{f(v)},

a tedy f(urv)=f(u)+f(v),

2 znaky baze budeme u symbolu souradnic {.} vypoustét
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co? znac¢i splnéni podminky (1) definice 1.

® zvolme uev, {u}=(u1,u2,u3), a teT. Pak
{f(uw)}=(u ,2u +u_,3u -u ),
1 1 2°771 3
a tedy
t{f(u)}=t(u ,2u +u ,3u -u )=(tu ,t(2u +u ),t(3u -u )).
17771 2’71 3 1 1 2 1 3
Jelikoz {tu}=(tu1,tu2,tu3), plyne z definice zobr. f:
{f(tu)}=(tu ,2(tu )+tu ,3(tu )-tu ),
1 1 2 1 3
coz je evidentné rovno t{f(u)},
a tedy f(tu)=tf(u),
coz znaci splnéni podminky (2) definice 1.

Zkoumané zobrazeni proto je homomorfizmem.

Ad 2.
Protoze obecné (u1+v1)2¢ui+vf, neni splnéna podminka (1) definice
1 (neni ostatné splnéna ani (2)-proé?), a tudiz f neni homo-

morfizmem.

Ad 3.
Protoze obecné 2(tx1)+ (tx2)+5¢t(2x1+ x2+5), neni splnéna
podminka (2) definice 1 (neni ostatné splnéna ani (1) - procé?), a

tudiz f neni homomorfizmem.

Jak uvidime dale (dusledek 2.6), je ,typ funkcéniho pfedpisu“sy

jimZz mGZe byt homomorfizmus zadan, jednoznacéné urcen.

4.Definice Bud feXom(V,W).

(1) jestliZe je f injektivni, nazyvad se monomorfizmus V do W,
(2) jestlize je f surjektivni, nazyva se epimorfizmis V na W,
(3) jestliZe je f bijektivni, nazyva se izomorfizmus V na W,
(4) jestlize je W=V, nazyva se f endomorfizmus vektorového

prostoru V,4)

3) bude nazvan analytické vyjadreni

4 .oz . p s . .
) uzivd se téz nazvu lIlinearni operdtor na V. Studiu endo-

morfizmi (linedrnich operatort) se v tomto textu vénovat nebudeme
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(5) jestlize je W=V a f je bijektivni, nazyva se automorfizmus

vektorového prostoru V.

5.Definice Bud feHom(V,W). Pak
(1) obrazem homomorfizmu f rozumime mnozinu oznadovanou Imf a

definovanou takto:

Imf={yeW; 3IxeV: y=f(x)},

(2) jddrem homomorfizmu f rozumime mnozinu oznadovanou Kerf a

definovanou takto:

Kerf={xeV; f(x)=o}.

Podle uvedené definice je pro feHom(V,W) Imf podmnoZinou ve W
a Kerf podmnoZzinou v V. Naskytd se otazka, 2zda se jednd o
podprostory.
Uvazujme u,velmf. Pak existuji x,yeV tak, Ze
u=f(x) A v=f(y),
a tedy u+v=f(x)+f(y)(§)f(x+y),
a jelikoz x+yeV, dostavame, Ze u+velmf.
Zvolime-1i dale teT, mlzeme psat:
tu=tr(x) ¥ r(tx),
a protoze txeV, plyne, Ze tuelmf.
V rovnostech (a) 1 (b) jsme vyuZzili definiénich vlastnosti ho-
momor{ izmu.
Ukazali jsme, Ze Imf je podprostorem ve W. Dikaz, Ze i Kerf je

podprostorem, ponechame C¢tenari.

6.Véta Bud feMHom(V,W). Pak:
(1) ImfE<w,
(2) Kerfcev.

- viz napr. (6], [11]
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Priklad B
Bud'te V3, W4 vektorové prostory a uvazujme zobrazeni f:V3aw4
dané vzhledem ke zvolenym bazim B, € predpisem:
VRV i {x}p=(x % ,x ) {f(x)}€=(y1,y2,y3,y4),
kde
y1=X1+2X2— %3
y_ =X +5x -5x
21 2 3
- (B-1)
y = 3x_-4x
3 2 3

y4=x1+8x2—9x3
Najdéte jeho jadro a obraz.

Reseni:
(1) Z definice jadra plyne, Ze xeV, {x}B=(x1,x2,x3), nalezi do
Kerf, pravé kdyz
X +2x - x =0
1 2 3
X +5x -5x =0
1 2 3
3x _-4x =0
2 3
X +8x -9x =0.
1 2 3
Standardnim zpusobem nalezneme reseni této soustavy: [(-5,4,3)].
To znaci, ze

Kerf={x€V,{X}BG[(—5,4,3)]}.

(ii) Z definice obrazu plyne, Ze yeW, {y}€=(y1,y2,y3,y4),
nalez{ do Imf, pravé kdyZz existuje xe€V, {X}£=(X1,X2,X3), tak, ze
vyhovuji (B-1), neboli yelmf, pravé kdyz je pro (yl,yz,y3,y4)

nasledujici soustava resSitelnd (zapiseme ji maticové):

1 2 -1 Y, 1 2 -1 Y,
1 5 -5 y2 0 3 -4 _y1+y2
0 3 -4 Y, 0 0 O y1~y2+y3
- L —i
1 8 -9 y4 0 0 0© 2y1+y3 2y4

Dle Frobeniovy véty je tato soustava resitelnd, pravé kdyz

Y, 7YY =0
1 _1y =
2y, *y,zy,=0.
Nalezneme reSeni této soustavy: [(-2,-1,1,0),(1,1,0,1)], coz

znaci:

Imf={y€W,{y}ge[(—Z,—l,l,O),(1,1,0,1)]}.
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Zrejmé kazdy homomorfizmus f:V-W je surjekci V na Imf, a pro-

toze dle véty 6 je Imf vektorovy prostor, plati:

7.Véta Bud feHom(V,W). Pak plati:
(1) f je epimorfizmem V na Inmf,
(2) je-1li f monomorfizmem V do W, pak je f izomorfizmem V na

Imf.

Necht f je homomorfizmus V do W. UvaZujme libovolnou nepréazd-

nou podmnoZinu USV. Pak muzeme zkonstruovat restrikci (zazeni)
flU: U-W.

Chceme-1i se ptat, zda je f|U homomorfizmem U do W, musi byt U
uzavreno na séitani vektord a na néasobeni vektoru skaldrem
(proc¢?) - musi tedy byt podprostorem.

Pak je mechanickou zdlezZzitosti ovéreni platnosti véty néasle-

dujici:

8.Véta Bud feXom(V,W). Pak pro libovolny US<V plati, zZe flU je

homomorfizmem U-W.

Je-1i dan izomorfizmus f V na W, miZeme sestrojit inverzni
zobrazeni £ © W na V. Bude toto zobrazeni homomorfizmem?
Zvolme u,veW a teT. Pak existuji x,yeV tak, Ze:
u=f(x) A v=f(y). (s-1)

Miazeme tedy psat:
o rurv) B rrr(y)) R r(xry)) Lrey P wer (v,

pricemz v rovnostech (a) a (d) jsme vyuzili (9-1), v (b) toho, Ze

f je homomorfizmus a v (c) vlastnosti inverzniho zobrazeni.
UzZitim téchzZze skuteCnosti odvodime:
- - - ' -1
o rlitw=fN(tF(x))=f N(F(tx))=tx=tf (u).
Souhrnné jsme ukazali, 2Ze f_1 je homomorfizmem W do V a
jelikoz vime, Ze inverzni zobrazeni k bijekci je opét bijekci,

plati:
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9.Véta Bud'te V,W vektorové prostory. Je-1i f izomorfizmem V na

W, pak je f = izomorfizmem W na V.

UvaZme vektorové prostory V,W a feHom(V,W).

® je-1li f epimorfizmus, pak z definice Imf plyne, Ze Imf=W. Z
téze definice plyne i implikace opacna.

® protoze O-nasobek libovolného vektoru je vektorem nulovym,
platis): f(o)=o0.

(provérte!).
To znaci, Ze oe€Kerf. V pripadé existence x#o, xeKerf, zrejmé
nemize byt f injektivnim zobrazenim - monomorfizmem (proc?).
Predpokléddejme tedy, Z2e Kerf={o} a zkoumejme, zda f je monomor-
fizmem. Pokud f neni monomorfizmus, existuji x,yeV, x#y, tak, zZe
f(x)=Ff(y).

Odtud dostavame: o=f(x)-f(y)=f(x-y),
coz znaci, Ze x-yeKerf, a protoze Kerf={o}, je x-y=o, tedy x=y,
coZz je spor s predpokladanou ruznosti x,y.

Plati tedy ndsledujici tvrzeni:

10.Veéta Bud feXom(V,W). Pak plati:
(1) f je epimorfizmem V na W, prdveé kdyZz Imf=W,

(2) f je monomorfizmem V do W, prdvé kdyZ Kerf={o}.

(i) Dle definice =zachovavd homomorfizmus scitani vektoru a
nisobeni vektoru skaldrem. Uzitim téchto vlastnosti dostavéme pro

libovolné xl,...,kaV, tl,...,thT a felom(V,W):

5) symbolem o oznalime nulovy vektor ve V a symbolem o nulovy
vektor ve W, ackoli bychom bez nebezpeldi nedorozuméni mohli uzit
symbol tyZz (coZ budeme déale ¢&init), byt jde obecné o objekty

ruzné.
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f(t x+.. .+t x )=f(t x )+...+f(t x )=t f(x )+...+t f(x ).
171 kK k 1™ Kk 1 1 x  k

Zkoume jme, v jakém vztahu je linearni zavislost vzora a jejich

obrazil. Zvolme xl,...,xkev a feom(V,W).
(ii) Necht jsou IR linedrné =zavislé. Existuji proto
tl,...,tkeF, z nichz alespon jedno neni nula, tak, Ze:

tx+. ..+t x =0.
171 kK k
Pak (nebot f(o)=o0) dostéavame:
f(tx+...+t x )=0
171 kK k
a po Upravé levé strany (viz (i)) koneéné:
t f(x )+...+t f(x )=o.
1 1 kK Tk
Zjistili jsme tedy, Ze existuje netrividlni nulovad linearni kom-

binace vektoru f(xl),...,f(xk) - jsou tedy lin. zavislé.

(iii) Necht jsou X, X line4arn& nezavislé.
Zkoume jme nulovou linedrni kombinaci jejich obrazu:
t f(x )+...+t f(x J=o,
1 1 kK Tk
neboli (opé&t viz (1)):

f(t x+...+t x )=o,
171 Kk
coz znadi, ze (t1x1+...+thk)eKerf.

Doplnime-1i poZadavek, aby f byl monomorfizmus (tedy Kerf={o}
- viz véta 10), plyne odtud:
tx +...+t x =0,
171 Kk
coz vzhledem k predpokladané linedrni nezavislosti vektoru
xl,...,xk implikuje t1=...tk=0.
Shriime poznatky ziskané v (i)-(iii) do véty:

11.Véta Bud feXHom(V,W). Pak
(1) pro kazdé xl,...,xkev a kazdé tl,...,thF plati:
(X +...+t x )=t f(x )+...+t f(x ),
171 Kk 1 1 K Tk

(2) pro kazdé xi,.,.,xkev plati: jsou-1li XX linedrne
zdvislé, pak f(xl),...,f(xk) Jsou téz linedrné zavisle,
(3) pro kazdé xl,...,xkev plati: jsou-1i xl,..,,xk linedrné

nezavislé a je-li f monomorfizmus, pak f(xl),...,f(xk) Jjsou téz
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C . .. .6
linedrné nezavislé ).

Pripomernime, Ze je-1i f zobrazeni V-W, pak pro UsV a Q<W ozna-
¢ujeme:

¢ symbolem f(U) obraz mnoziny U v zobrazeni f, pricemz £(U)
definujeme takto:

f(U)={yeW, dxeU: y=f(x)},

e symbolem frl(Q) vzor mnoziny Q v zobrazeni f, pricemz frl(Q)
definujeme takto’):

£ Q)={xeV, IyeQ: y=f(x)}.

V pripadé, kdy feXom(V,W) zrejmé tedy napr. plati:

Imf=£f(V),

Kerf=f"'({o}).

Zékladni vlastnosti homomorfizmi dopliuje nasledujici véta.

12.Véta Bud'te V,W vektorové prostory, UccV, QccW a feHom(V,W).
Pak plati:

(1) f(U)cew,

(2) £ (Qesv,

(3) jestlize M je mnozina generdtori podprostoru U, pak f(M)
je mnoZina generdtori podrostoru £F0)%),

(4) je-1i § mnoZina generdtori prostoru V, pak je f epimorfiz-—

mus, pravé kdyz (%) je mnozZina generdtori prostoru W,

6) predpoklad, ze f je monomorfizmus, nelze vynechat - stadi

uvazit x1¢o s vlastnosti f(x1)=o.

") oznadeni frl(Q) predstavuje symbol - neznamena to, Ze by f
muselo byt bijekci!

8) Plati i tvrzeni obréacené? Uvazte x¢U s vlastnosti f(x)=o!
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(5) je-li B baze prostoru V, pak je f izomorfizmus, prdvé kdyz

f(B) je bdze prostoru W.

Dukaz:

tvrzeni (1), (2) jsou trividlni, dlkaz pfenechavame &tenari.

Ad (3):
Necht M;{ul,...,uk} generuje U.
Pro kazdy yef(U) miZeme psat ndsledujici retézec ekvivalenci:

k
yer(u)‘@'y=r(u), ueu'8y=r( ) x u) '8'y=
1
i=1

i=

Kk

x f(u ) '&yelrcm]l,
=1 1 1
kde v ekvivalenci (a) a (d) jsme uzili zavedeni obrazu mnoziny, v

(b) pak faktu, Zze M generuje U a v ekvivalenci (c) véty 11.(1).

Ad (4):
® je-1i f epimorfizmem, pak dle vé&ty 10 lze psat:
f(V)=Inf=W
a dle tvrzeni (3) je f(V) generovano f(%), celkem tedy
[(f(E)]=W.
o necht [f(¥)]1=W, §={u1,...,uk}. Zvolime-1i libovolné yeW, plyne
K K
odtud y= z xif(ui). PoloZime-11 x= z Xxu , pak zrfejmé xeV a
1 1
i=1 1=1
dle 11.(1) je f(x)=y, coz znacCi, ze f je epimorfizmem.
Ad (5):
® je-li f izomorfizmem, pak dle tvrzeni (4) f(B) generuje W a dle
véty 11.(3) je mnoZina f(B) linedrnd nezavisli, a tedy je f(B)

bazi prostoru W.

e je-1li f(B) bazi W, je soulasné mnozinou generatortt W, a proto
je dle tvrzeni (4) f epimorfizmus.
Pokud by f nebyl monomorfizmem, existoval by xe€V; x#o A f(x)=o.

Oznacime-1i B=<u1,...,u >, muZeme x psat takto:
n n
Xx= z xu,, (12-1)
1 1
i=1

a nulovost f(x) pak lze (uZitim tvrzeni 11.(1)) ekvivalentné& psat:
n
z X f(u_)=o,
1 1
i=1

a protoze f(B) je linedrné nezavisla, plyne odtud, Ze x1=...xn=0,

coz vzhledem k (12-1) implikuje x=0, coZz je spor - f je tedy mono-
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morfizmus.

Celkem jsme ukazali, ze f je izomorfizmus. ]

Homomorfizmus feHom(V,W) je zobrazenim a predstavuje tedy
podmnozinu v kartézském souc¢inu VxW. Je pro jeho urcéeni treba
znat vSechny usporadané dvojice (x,f(x)), kde xeV?

Vzhledem k tomu, Ze homomorfizmus zobrazuje linedrni kombinaci
danych vektort (tedy i bdzovych) na linearni kombinaci jejich
obrazu s tymiz koeficientyg), jevi se prirozené zvolit ve V libo-
volnou bazi £=<u1,...,un> a predepsat obrazy jejich jednotlivych
vektor po radé vl,...,vnew a dale pro libovolny =xeV definovat
zobrazeni f:V-W takto:

n n
x= Z xu, > f(x)= z X V. . (13-1)
e 1 o bt

1= i=

0O tomto zobrazenilo) budeme chtit ukazat, Ze je homomorfizmem V

do W s vlastnosti u wov ,1=i=n.
1 1

n n
Zvolme libovolné y,zeV a tel. Necht y= z yu, z= z zu, .
i=1 is1
n
® y+z lze po Upravé psat y+z= z (y. +z )Ju , pro f(y+z) dostavéame:
. i i i

i=

u

n
f(y+z)(g)z (yi+zi)v:3)
i=1 i

yv.+
ii
1 i=1

pricemz v rovnostech (a) a (c¢) jsme uzili (13-1) (&eho bylo uZito

v (b)?)

I ~1o
~1

z_vfg)f(y)+f(2),
1 1

n
o ty lze po Upravé psat ty=) (ty Ju, pro f(ty) dostavame:
yi i
i=1

i=

e)

n n
f(ty)(g)z (ty vt ( Zy.v.)(g)tf(y),
i:]_ 1 1 '1::1 1 1

pri¢emz v rovnostech (d) a (f) jsme opét uzili (13-1) a v rovnosti

9) viz véta 11.(1)

n
1O)kaédy vektor x lze pravé jednim zpusobem psat jako x= z x.u,
1
i=1

a tudiz je relaci (13-1) zobrazeni f dobre definovano.
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(e) znamych vlastnosti zobrazeni + a - ve vektorovych prostorech.

Jelikoz pro kazdé i,l=i=n,lze psat u_=1ui, plyne z (13-1):
1

f(ui)=vi, i=1,...,n. (13-2)
Mame tak ukazano, ze fe¥om(V,W) a md vlastnost (13-2).
Uvazujme nyni libovolny homomorfizmus g:V-W s vlastnosti
g(u)=v , i=1,...,n. (13-3)
1 1

Zvolme libovolny x€V. Pak jej lze psat x=) xu a nebot g je
1 1

1

Il ~"13

i
homomorfizmus, dostavame:

n n n
B (a) (b) (c)
g(x)—g('zlxiui) —.zlxig(ui) —'z x V.= (x),
1= i=

i=1

neboli f=g, coz znacCi, Zze f je jediny homomorfizmus s vlastnosti
(13-2).

Pritom v rovnosti (a) bylo uzito véty 11.(1), v (b) vlastnosti
(13-3) a v (¢) relace (13-1).

Ziskané poznatky shrneme do véty (o urcenosti homomorfizmu).

13.Véta Budte V, W vektorové prostory. Pak ke kaZdé bazi
B=<uf...,u > vektorového prostoru V a kazdé usporddané n-tici
n
(vl,...,vn) vektori z vektorového prostoru W existuje pravé jeden

homomorfizmus f:V-W s vlastnosti

f(u)=v , i=1,...,n.
1 1
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1.1 Izomorfni vektorové prostory

14.Definice Bud'te V,W vektorové prostory. Rekneme, Ze vektorovy
prostor W je izomorfni s vektorovym prostorem V, jestliZe exis-

tuje izomorfizmus vektorového prostoru V na W.

15.Poznamka Z véty 9 bezprostredné plyne, Ze je-1i V izomorfni
s W, pak je i W izomorfni s V. Proto budeme naddle rikat pouze,

ze vektorové prostory V a W jsou (navzdjem) izomorfni.

Z véty 12.(5) plyne, ze kazdé dva izomorfni vektorové prostory

maji touz dimenzi (prod&?).

VySetreme nyni tvrzeni obrécené - budte V,W vektorové prostory
téze dimenze n.

Je pouze mechanickou zalezitosti ovérit, 2ze zvolime-1i ve V
nékterou bazi B a oznadime-li ¢ prislusnou soustavu soufadnicllL
je o izomorfizmem vektorového prostoru V na aritmeticky vekto-
rovy prostor T (provedte!).

Bud dale y nékterd soustava souradnic ve W - tj.izomorfizmus W
na T°. Uzitim véty 9 obdrzime, ze 7_1 je izomorfizmem T na W.

Rovnéz je zfejmélz), ze jsou-li U,Y,Z vektorové prostory (nad
timZze télesem) a feHom(U,Y) a geHom(Y,Z), je slozeni feog:U-Z
homomorfizmem, a jsou-li f,g izomorfizmy, pak je izomorfizmem
(provedte!). Ve zkoumaném pripadé tedy zjistujeme, Ze coy =~ je
izomorfizmem V na W.

Dokazali jsme tak platnost nasledujici véty:

11)pfipomeﬁme, ze Jje-1i B=<e1“..,en>, pak 1lze kazdy xe€V pravé
jednim zpasobem psat takto:
X=X e +...+x e , X ,...,x €T.
11 n n 1 n
Pak je ¢:V-T" definovano predpisem:
o: x b (x,...,x).
1 n

12)podrobnéji - viz kapitola 4.
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16.Véta Dva vektorové prostory nad timZe télesem13) Jsou

izomorfni, praveé kdyzZ maji touz dimenzi.

Na zavér této podkapitoly si podrobnéji vSimneme vztahu mezi
dvéma izomorfnimi vektorovymi prostory.

Budte (V,+,T,:) a (W,e,T,0) izomorfni vektorové prostory,
f:V-W prislusny izomorfizmus.

Izomorfizmus f je bijekci mezi mnozinami V a W (ekvivalentni
mnoziny) — kazdy vektor veW lze jednoznadéné pséat ve tvaru

v=f(x), xeV.

Jaka je vsak zavislost mezi séitanim vektora ve V (+) a ve W
(®), jakoZz i mezi nasobenim vektoru skaldrem ve V (-)a ve W (0)-
tedy zobrazenimi spolu s nimiZz mnoziny V, W tvori vektorové
prostory?

Zvolme libovolné wv,weW. Pak je 1lze jednoznaéné psat ve
tvaru v=f(x), w=f(y), X,yeV. (17-1)
Pro jejich soulet dostavame:

vow 2 rex)er(y) B frixry) (D rir v w)),

coz znaci, ze s&itani @ vektora ve W je jednoznacneé urceno
s¢itanim vektort + ve V.
Pritom v rovnosti (a) a (c) jsme uzili relace (17-1) a v (b) defi-
ni¢ni vlastnost homomorfizmu.

Zvolme 1libovolny veW - 1lze jej jednoznacné psat ve tvaru
v=f(x) - a skalar teT.
Pro t-nasobek vektoru v dostdvame (zduvodnéte!):

tov=tor(x)=f(t -x)=f(t-f (v)),

coz znaci, Ze nasobeni © vektort skalarem ve W je jednoznacné

urceno nasobenim - vektort skaldrem ve V.

Ukdzali jsme, 2Ze je—-li vektorovy prostor W izomorfnim obrazem
vektorového prostoru V, je nejen mnozina vektoru W, ale i s¢itéani
vektortt ve W a ndsobeni vektoru z W skalédrem, jednoznacné urceno
zadanim vektorového prostoru V a prislusného izomorfizmu f.

Tak je treba rozumét frekventovanému obratu, 2Ze neni (reba

13)nebylo zde treba uvddét - jinymi se dle Umluvy 2 nezabyvéame.
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rozlisovat mezi dvéma izomorfnimi vektorovymi prostory, nebot se

1i$i toliko oznacenim svych prvka.14)

Odvodili jsme platnost nasledujici véty (promyslete si plat-

nost obracené implikace!):

17.Véta Bud'te (V,+,T,-) a (W,®,T,0) vektorové prostory. Pak
plati, Zze V, W jsou izomorfni, prdvé kdyZz existuje bijekce f:V-W
s vlastnostmi >):

(i) Vv,weW: vow=f(f  (v)+f (w)),

(ii) VteT,¥veW: tov=f(t-f (v)).

Dikaz nasledujici véty spociva jen v mechanickém ovéreni

axioml vektorového prostoru a prenechavame jej Ctenari.

18.Véta Bud (V,+,T,-) vektorovy prostor a W mnoZina spolu se
zobrazenimi @:WxW-W a o:TxW-W. Jestlize existuje bijekce f:V-W s
vlastnostmi

(1) Yu,veV: f(u+v)=f(u)er(v),

(2) YueV,VteT: f(t-u)=tof(u),
pak (W,®,T,0) je vektorovy prostor izomorfni vektorovému prostoru

(V,+,T,-), pricemZ f je prislusnym izomorfizmem.

14)5 timto obratem se ctenadr jist& setkal nejen v pripadé izo-

morfnich vektorovych prostort

15)pfipomeneme—li, Ze pro dvojici zobrazeni a:A-K a b:B-»L znac¢ime
symbolem axb zobrazeni AXB-KXL definované ptredpisem
(a,b) > (ala),b(b)),
mohli bychom tvrzeni (i) symbolicky psat:
o= (£ Ixf 1Yo (+) o F.
Tvrzeni (ii) lze symbolicky psat takto:
o=(f"")s(+)-F.
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2. Matice a analytické vyjadreni homomorfizmu

V predeslé podkapitole jsme ukazali, Ze k urc¢eni homomorfizmu
sta¢i znadt obrazy prvka nékteré baze. Nyni se zabyvejme otazkou,

jak (pri popsaném zadani) zjistit obrazy ostatnich vektoru.

Uvazujme vektorové prostory V, W. Necht je dén homomorfizmus

f:V-W.

Je-11 B=<e1,...,e > libovolna baze v V , je f v souladu s vé-
n n
tou 1.13 jednoznac¢né urcéen zadanim obrazu f(el),f(ez),...,f(e ).
n

Zvolme v prostoru W bazi €=<d1,d2,...,d > a necht plati:
m m

{fle )re=(a ,a _,...,a ), l=i=n. (1-1)
i i1 i2 im

Uvazujme nyni libovolny vektor xeV:

{x}B=(x1,x2,...,x ). (1-2)

Pro obraz f(x) dostéavame:

(a) ., T (b) T () ¥ 1 d) v, B
f(x) 2 f( Z Xxe )= x fle ) 2 Z x_(Z a d)= z ( Z Xxa J)d,
ii i i i ij j 1 1] J
1=1 171 = =1 iT1 1=
coZ znamena, ze {f(x)}€=(y1,y2,-.',ym),
n
kde y=1)a x, 1=j=m (1-3)
bz

Pritom v rovnosti (a) jsme uzili (1-2), v (b) vétu 1.11.(1),
v (c) pak (1-1) a konec¢né v (d) zadménu poradi sumace.

Zavedme nyni pojem matice homomorfizmu a po té shriime odvozené

do véty.

1.Definice Bud f homomorfizmus V do W.Necht B,G, B=<e1,...,en>
€=<d1,...,d >, Jjsou libovolné baze po radé prostoru V, W. Ozna-
., 16,
¢ime-11i"")

16)symbolem {y}D rozumime aritmeticky vektor souradnic vektoru y

v bazi D, ktery budeme kratce nazyvat souradnice.
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{f(ei)}€=(a“,aiz, o ,a_lm), 1=i=n,

pak matici A=(a  )eM (T) nazyvidme matice homomorfizmu f v
ij nm

bazich'') B a € a znadime ji (f,B,6).

2.Véta Bud f homomorfizmus V do W. Necht B, §, B=<e1, oL, e >,

n
€=<d1, ...,d >, jsou libovolné bdze po radée prostora V, W. Pak pro
m

kazdy xeV plati:

{f(x)}€={x}fB(f,B,€), (2-1)
neboli:
je-11i {x}fB=(x1,...,xn), pak pro f(x) plati:
{f(x)}€=(y1,...,yn) & Vi, 1sj=m: yj=izlaijxi, ‘ (2-2)
(£,B,6).

kde (a )
ij

nm

Vztahy (2-1), (2-2) budeme prirozené nazyvat analytické vy-
Jjadreni homorfizmu f v bdzich B,G (rozepiste si sumacni =zapis

(2-2)1).

3.Poznamka Zrejmé je vzajemné jednoznacny vztah mezi matici
homomorfizmu a jeho analytickym vyjadrenim (pr'i shodné volbé

bazi).

Ze zavedeni matice homomorfizmu pri dané volbé bazi zrejmé
plyne, Ze v dané dvojici bazi mé& kazdy homomorfizmus pravé jednu
matici.

Obracené, zvolime-1i dvojici bazi B,€ po radé prostoru V,¥W a

A . ..
Juzivad se téz obratu vzhledem k bazim
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vybereme-1i libovolnou matici A typu nm nad T, pak mame definiéni
relaci (1-1) matice homomorfizmu jednoznacné predepsany obrazy
baze B, a tudiz dle véty 1.13 existuje pravé jeden homomortizmus
VoW, jehoz je A matici v bazich B,€.

Plati tedy tato véta:

4.Véta Bud'te B,6 nékteré bdze po radé prostoru V, W. Pak zobra-—

zeni H_.: Hom(V W )M (T) definované vztahem
Bg n m nm

Vieom(V,W): Hﬂg(f)=(f,ﬂ,€) (4-1)

je definovano korektné a je bijekci uvedenych mnozZin.

5.Dusledek Bud'te f,gelom(V,W), B,€ libovolnd dvojice bazi po
radée prostord V,W. Pak plati:

f=g & (f,B,6)=(g,8B,6).

6.Dasledek Bud'te dany vektorové prostory Vn, Wm a jejich badze
po rade B, G. Pak kazdd formule typu (2-1), resp. soustava for-—
muli typu (2-2), je v uvedenych bdzich analytickym vyjddrenim
pravé jednoho homomorfizmu f:V-W a kazdy homomorfizmus f:V-W md

v uvedenych bazich prédvé jedno analytické vyjadreni.

Priklad A
Budte V, W vektorové prostory. Necht B=<e1,e2,e3> je baze
prostoru V a €=<d1,d2,d3> baze prostoru W.
Napisté analytické vyjadreni homomorfizmu f:V-W, pro néjz plati:
f(e )+2f(e_)=d_+4d_+3d _,
1 2 1 2 3
f(el)—f(ez)+f(e3)=d1+d2+2d3,
f(e )+f(e )=d_-d_.
2 3 2 3
Reseni
K tomu, abychom mohli napsat analytické vyjadreni, je treba

zndt matici homomorfizmu vzhledem k danym bazim, tedy souradnice
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po radé vektoru f(el),f(ez) a f(es) v bazil ©. Ze soustavy rovnic
vy$e uvedené proto vypodteme f(el),f(ez) a f(ea) (napf.uzitin

maticové symboliky):

1 2 0 d +4d_+3d 1 0 O d +2d_+3d
1 2 3 1 2 3
1 -1 1 d + d_+2d 60 1 O d )
1 2 3 2
0 0 1 -d

0 1 1 d-d
2 3 3

coz znaci:
{f(el)}€=(1,2,3), {f(ez)}€=(0,1,0), {f(e3)}€=(0,0,~1)

a matice homomorfizmu f tedy zni

1 2 3
(r,B8,8)=[ 0 1 0O
0 0 -1

Odtud plyne analytické vyjadreni:
t: y1= X1
y2=2x1+ %2

=3 - .
V3% x

Priklad B
Budte V, W vektorové prostory. Necht B,€ jsou po radé& jejich

baze. Napiste analytické vyjadreni homomorfizmu f:V-W, pro néjz

plati:
f(ui)=vi, 1=i=<3,
kde:
_ _ _ (B-1)
{u1}3_(1’1’1)’ {uz}ﬂ—(l,o,l), {us}B_(Z’O’O)’
{V1}€=(1,3,2), {v2}€=(1,2,2), {v3}€=(2,4,6).
Reseni

ProtozZe vektory u,u,u jsou linedrné nezavislé, existuje v
souladu s vétou 1.13 pravé jeden homomorfimus poZadované vlast-
nosti.

Zadani bychom snadno prevedlil na stejny typ, jakym je zadani pri-
kladu A (provédte). UkaZme jiny zpUsob regeni. Analytické vyjad-

reni ocekavame ve tvaru:
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f: y=a x +a_ X +a_ X
1 1171 2172 313
y =a X +a_ X +a_ X
2 1271 222 323
y =a X +ta X +a X .
3 1371 232 333

Dosadime-1i do né&j z (B-1), obdrZzime soustavu linearnich rovnic

pro neznamé a_,a ,...,a__:
117 12 33
1 pro i=1
a +a_ +a_ ={ 3 pro i=2
11 21 3i .
2 pro i=3
1 pro i=1
a, +a3_= 2 pro i=2
: ! 2 pro i=3
2 pro 1=1
2a1 =4 4 pro i=2
’ 6 pro i=3,
jejiz reseni zapiseme maticové:
i=1 i=2 i=3 i=1 i=2 i=3
111 1 3 2 100 1 2 3
101 1 2 2 010 0 1 o |,
200 2 4 6 001 0] 0 -1
coz znaci
1 2 3
(£,8,€8)=| 0 1 0
0 0 -1

Analytické vyjadreni je proto shodné, jako v prikladu A.

Dalsi zpusob resSeni - viz priklad C.

Uvazujme homomorfizmus f:V-W. Zrejmé jeho matice, resp. ana-
lytické vyjadreni, zavisi na volbé bazi v V a W.

Necht napr. vaéi zvolenym bazim B, € analytické vyjddreni

y =2X + X
1 1 2 (A)
2

homomorfizmu f zni:

vy =X - X

Zvolime-1i napr. ve V dalsi bazi B’ tak, Ze transformaé¢ni rovnice
pro prechod od B k B’ znéji:

X =3x’
L oobm

X = X' -X
2 1 72

pak prostym dosazenim za Xs X, Z (T) do (A) obdrzime analytické
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vyjadreni (a tim i matici) homomorfizmu f v bazich B’ ,€:
y1=7x1—x2
y2=2x1+x2.

Uvedeny postup primého dosazeni je neelegantni, a proto se

zabyvejme nalezenim obecné formule vyjadrujici zménu matice homo-

morfizmu pri zméné bazi.

Necht je dan homomorfizmus f:V-W a zvolme v prostoru V bize B,
B’ a v prostoru W pak baze € a €.
Zvolme libovolny x€V. Pak dle véty 2 pro f(x) miZeme psat:
{f(x)}€={x}£(f,ﬂ,€). (7-1)
Uvazime-1i, Ze pro souradnice kazdého vektoru z v ruznych bazich
D, D’ libovolného vektor.prostoru 2 platils):

{z}®={z}®,(®,®‘), (7-2)

plyne z (7-1) uzitim (7-2) pro souradnice f(x) v bazi €’ :
{f(x)}g,(ﬁ,ﬁ’)={x}3,(3,8’)(f,3,€),
odkud (matice prechodu je reguldrni):
{£(x) b, ={x)g, (B,B") (£,8,6) (6,6 )7,
a jelikoz (8,€")7'=(6",6), obdrzime:
{f(x)}€,={x}ﬂ,((B,B‘)(f,ﬂ,@)(@’,@)).
Vzhledem k vété 4 (dusledku 6) odtud plyne, Ze

(B,B’)(f,B,€)(€",0)

je matici homomorfizmu f v bazich B’, €', coZ vyjadruje nasledu-

jici véta:

7.Véta Bud'te f homomorfizmus V do W a B,B’, resp. €,8, libo-

volné baze prostoru V, resp. W. Pak plati

(f,B’,€’)=(B,B’)(f,B,€)(E",6).

18)Symbolem (D,D’) rozumime matici prechodu od D k D'. Pritom se
drzime konvence, kdy jeji radky jsou tvoreny souradnicemi prvkl

baze D’ vzhledem k bazi D.
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Priklad C
Budte V, W vektorové prostory. Necht B,€ jsou po radé jejich

badze. Napiste analytické vyjadreni homomorfizmu f:V-W, pro néjz

plati:
f(ui)=vi, 1=i=3,
o {u b =(1,1,1), {u},=(1,0,1), {u}.=(2,0,0) (-
1°B e 2B P 3°B P
{v1}€=(1,3,2), v }e=(1,2,2), {v3}8=(2,4,6).
Reseni

Protoze vektory ul,uz,u3 jsou linedrné nezavislé, predstavuji
bazi B’ prostoru V.

Matici (f,B’,€) miZzeme dle (C-1) napsat ihned:

132
(£,B8,€)=| 1 22 |.

246
Vztah mezi maticemi (f,B’,€) a (f,B,6) v souladu s vétou 7 zni:
(f,B,6)=(B",B)(f,B",6),
zjistime proto matici (B’,B).
111
101 4.
200

Jak znamo (@’,£)=(£,£’)_1. Vypocétem zjistime, Ze:

00
(B",8B)=| 1-1
1-

132) (123
122 =l 010],
246 0 0-1

coz je pochopitelné tyZz vysledek, jako v prikladu B.

Zrejmé
(B,B )=

N O N

o

a tudiz

o

o O o

o

0]
(f,B,68)=| 1-1
1-

Poviimnéme si nyni vyznamu hodnosti matice homomorfizmu.
Bud déan homomorfizmus f:V-W a B, € po radé baze prostoru V, W.
Z definice 1 matice homomorfizmu, oznac¢ime-1li £=<e1,...,en>, ply-

ne:
{f(el)}g

(rf,B,€)=
{f(en)}g
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Dle véty 1.12.3 je f(el),“.,f(e ) mnozina generdtort prostoru
n
Imf<<W, a protoze
[f(e ),...,f(e )1=i{f(e )}y, ..., {f(e )}.1,
1 n 17°6 n €
kde prislusnym izomorfizmem je soustava souradnic GB’

dostavame:
Imf%[{f(el)}e,...,{f(en)}g],

odkud vzhledem k definici hodnosti matice plyne (jak?):

dim Imf = h(f,B,E).
Uvazime-1i dale, zZe vektorovy prostor Imf (a tedy ani jeho
dimenze) nijak nezavisi na vybéru bazi v prostorech V, W, plati

véta nasledujici:

8.Véta Bud'te f homomorfizmus V do W a B,B’, resp. €,€’, libo-

volné baze prostoru V, resp. W. Pak platilg)

h(f,8,€)=h(f,B’,E" )=dimInf.

Necht nadile feHom(V,W). Jak vime, je v pripadé, kdy f je
izomorfizmem, dimKerf=0 A dimImf=dimV. Dale, je-1li f=020), pak
dimKerf=dimV A dimImf=0.

V obou téchto pripadech plati

dimKerf+dimInf=dimV.

VSimnéme si nyni této otazky obecné.

Vysetreme jadro homomorfizmu. Zvolime-1li ve V nékterou bazi B,

miuzeme uzitim definice jadra a véty 2 psét21)

x€Kerf © f(x)=o0 & (O,...,O)={X}B(f,ﬂ,€),

'Yy dimenze Imf se znadiva také h(f) a nazyva se hodnost homomor-

fizmu f.

20 . . . , Y .
) tzv. nulovy homomorfizmus - definovan predpisem:

VxeV: o(x)=o.

21)je volba baze € ve W podstatna?
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neboli transponovanim posledni rovnosti:

xeKerf & (f,B,@)T{x}%= ? . (9-1)
0
Z relace (9-1) je patrno, Ze vektor x nédlezi jadru homomorfiz-
mu f, préavé kdyz jeho souradnice v (libovolné zvolené) bazi B
vyhovuji homogenni soustavé linedrnich rovnic, jejiz matici je
(f,B,@)T, coz znaci, Ze Kerf je izomorfni aritmetickému vekto-
rovému prostoru reseni této soustavy, a tudiizz)
dimKerf=dinV - h((f,8,€)"),
neboli (srv. véta 8):

dimKerf+dimImf=dimV.
Odvodili jsme tedy platnost véty ndsledujici®’):

9.Véta Bud f homomorfizmus V do W. Pak plati:

dimKerf+dimImf=dimV.

Odtud a z véty 1.10 plyne:

10.Dasledek Bud f homomorfizmus V do W a necht dimV=dimW. Pak
Jjsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

(1) f je izomorfizmus.

(2) f je epimorfizmus.

(3) f je monorfizmus.

Odtud a z véty 8 obdrzime:
11.Dasledek Homomorfizmus je izomorfizmem V na W, prédve kdyz
jeho matice v jedné (a tudiz v kazdé) dvojici bizi prostoru V a W

je regularni.

22)poéet neznamych je prece roven dimvV.

23)0 dimenzi Kerf se cCasto hovori jako o defektu homomorfizmu,

snad proto, Ze vyjadruje jakousi ,odchylku” od jeho injektivity.
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Priklad D
Bud'te V, W vektorové prostory a uvazujme homomorfizmus f:V-W
dané vzhledem ke zvolenym bazim B, © analytickym vyjadrenim
y1=X1+2X2_ 3
y2=X1+5X2—5X3
Y.~ 3x2—4x3
y4=x1+8x2—9x3
Najdéte jeho obraz.

Reseni (srovnejte s resenim Prikladu 1.B):
Pri odvozeni véty 8 jsme zjistili, Ze, je-1li B=<e1,...,e >, pak:
n
Imf=[f(e1),-..,f(en)]E[{f(el)}g,---,{f(en)}g].
Sestrojme tedy matici homomorfizmu f:
1 1 0 1
(f,B,86)= 2 5 3 8.
-1 -5 -4 -9

Pak mGZeme psat:

1 1 0 1 1
2 5 3 8 21,
-1 -5 -4 -9 0]

Imf={y€W,{y}€€[(1,1,0,1),(0,1,1,2)]},

O = =

0]
1
0]

—_——
O O+

a proto

coz je tyz vysledek, jako v prikladu 1.B.

Zabyve jme se nyni otédzkou, zda pro dany feXom(V,W) lze vhodnou
volbou bazi B, € po radé prostorua V, W, docilit =zjednodugeni
analytického vyjadreni (matice) homomorfizmu f.

Zvolime~-1i bazi B=<e1,...,e ,e ,...,e> tak, Ze vektory

r r+1 n

1,...,e tvori bazi Xerf a el,...,e jsou 1libovolné vektory,
r+ n r

které je (ve smyslu Steinitzovy véty) doplnuji na bazi prostoru

v**), zfejmé plati:

4y a jsou tedy bazi jistého podprostoru M s vlastnosti

V=MeKerf
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(i) f(e )#o, i=1,...,r
’ (12-1)
(ii) f(e )=o, i=r+1,...,n
1
Dle véty 1.12.3 je f(el),...,f(e ) mnozina generatora prostoru
n

ImfSeW, a vzhledem k (12-1) lze pséat:

[f(el),...,f(e J1=Imf.
r
Protoze dimKerf=n-r, plyne z véty 9, Ze r=dimlImf, tedy vektory
d =f(e ),...,d =f(e ) (12-2)
1 1 r r
Jsou lin.nezavislé a mazeme je doplnit na bazi € prostoru W:
G=<d ,...,d ,d ,...,d >,
1 r- r+l m

Jak bude znit matice (f,B,€)=(a. ) 7 S ohledem na definici
ij nm

matice homomorfizmu (definice 1), zavedeni vektoru d1"""d
r

(relace (12-2)) a relaci (ii) z (12-1) plynezs):

a“)={f(ei)}€=(611,621,...,Smi) pro i=1,...,r,
a“)={f(ei)}g=(0,0,...,0) pro i=r+1,...,n,
neboli
0...0
E | e
0...0
(f,B,6) = a ,
¢ A 0 (12-3)
O, oo 0
kde blokem E je jednotkovd matice radu r.
r

Napiste si analytické vyjadreni homomorfizmu f v bazich B,E!

Plati tedy tato véta:

12.Véta Bud f homomorfizmus V do W. Pak existuji biaze B, € po
rade prostort V, W tak, Ze matice homomorfizmu f v téchto bazich

ma tvar (12-3), kde r=dim Imf.

25)symbolem a znaGime i-ty radek matice (a, ) , a €T
(i) ij nm (i)
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Lze ukdzat (a touto otdzkou se budete dale v kurzu lin. al-
gebry zabyvat), Ze pro endomorfizmus (tj. pripad, kdy V=W) a
volbu B=€ nelze obecné nalézt takovou bazi B, aby matice endo-

morfizmu v této bazi byla diagonélnizs)

Priklad E
Budte V, W vektorové prostory a uvazujme homomorfizmus f:V-W
dané vzhledem ke zvolenym bazim #£,D analytickym vyjadrenim
y1=x1+2x2— 3
y2=x1+5x2—5x3
Y= 3x2—4x3
y4=x1+8x2-—9x3
Najdéte baze B,6 po radé prostorid V, W tak, aby matice
homomorfizmu f v téchto bazich méla tvar (12-3) a napiste pri-
slusné analytické vyjadreni.
Reseni
Baze zkonstruujeme tak, jak jsme to uc¢inili v dikazu véty 12.
V prikladu 1.B jsme zjistili, Zze jadro homomorfizmu f je genero-
vano vektorem e, {e}ﬂ=(—5,4,3). Tento vektor doplnuji na bazi B
prostoru V napr. vektory majici v bézi 4 souradnice (1,0,0),
(0,1,00°7). Tedy:
B=<e1,e2,e3>,

{el}ﬂé(l,0,0), {ez}ﬂ=(0,1,0), {e3}ﬂ=(—5,4,3).

Zobrazime-1i vektory e.e, Vv homomorfizmu f, obdrzime vektory d1’
dZ:

{d1}®=(1,1,0,1), {d2}$=(2,5,3,8).
Tyto vektory doplnuji na bazi G prostoru W napr. vektory majici v
bazi D souradnice (0,0,1,0), (0,0,0,1), tedy

26)viz naprt. [11]

27, Y oixe L - . .
) presvéd¢ime se o tom napr. tak, Ze matice sestavena ze

souradnic vSech tri vektord ma hodnost rovnu 3
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€=<d4 ,d_,d_,d >,
1772773 4
{dl}®=(1,1,0,1), {d2}®=(2,5,3,8), {d3}D=(0,0,1,0),
{d4}D=(O,O,O,1).
Matice homomorfizmu f v bazich B ,€ znizs):
1000
(f,B,6)=y 0100 |,
000O
prislusné analytické vyjadreni ma tvar:

f:

-
1]
O O XI Xl

<K<K
AR

it

N e

IS

8)proved’te zkougku primym vypoltem matice (f,B,6) uzitim véty
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3. Vektorovy prostor homomorfizmh

V této kapitole vybudujeme na mnoziné Hom(V,W) vektorovy

prostor.

Zvolme libovolné f,ge#om(V,W). Definujme zobrazeni oznalené
f+g a definované vztahem:
f+g: V-W, } (1-1)
VxeV: (f+g)(x)=f(x)+g(x)
Je mechanickou zaleZitosti verifikovat (provedte!), ze
f+geem(V, W),
jakoz i to, ze
YV, geHom(V,W): f+g=g+f,
Vf,g,helom(V,W): (f+g)+h=f+(g+h).

(1-2)

Zvolme libovolné feHom(V,W) a teT. Definujme zobrazeni ozna-
cené t-f a definované vztahem:
t-f: VoW, (1-3)
VxeV: (t-f)(x)=t(f(x))

. . - v s . e . 29
I zde je mechanickou zalezitosti ovérit, ze )

t-feom(V,W).
Definujeme-11 da1e’®)

o0: V-W, (1-4)
VxeV: o(x)=o,

pricemz je evidentni, ze oeXom(V,W),
a pro kazdé feHom(V,W) definujeme homomorfizmus -f:

-f=(-1)f, (1-5)

snadno se ovéri, ze mnozina Hom(V,W) spolu se zobrazenim

2g)vzhledem k tomu, Zze typograficky odlisujeme skalary a homo-
morfizmy, nemuZe dojit k nedorozuméni a namisto t-f budeme nadale

psat Jjen tf.

30, . . i . s x ¢ < .
) jak jsme jiz uvedli drfive, znac¢ime nulové vektory ve vsech

vektorovych prostorech tymz symbolem o.
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+: Hom(V,W)xHom(V,W)->Hom(V,0)

definovanym relaci (1-2) je komutativni grupou s nulovym prvkem o
definovanym  relaci (1-4) (naddle bude nazyvan  nulovy
homomorfizmus), kde ke kazdému prvku f Jje opaénym prvkem -f
definovany relaci (1-5) (nadadle bude nazyvan homomorfizmus opadny

k homomorfizmu f).

Relaci (1-3) je definovano zobrazeni
< TxHom(V,W)-Hom(V,W).

Je mechanickou =zalezitosti ponechanou ctenari ovérit, ze
plati:
Vt,rel, Vf,geHom(V,W):
t(f+g)=(tf)+(tr),
t{rf)=(tr)f,
(t+r)f=tf+rf,
1f=f.
To ovsem spolu se skuteCnosti, ze (Hom(V,W),+) je komutativni
grupa znaci, Zze (Hom(V,W),+,T,-) je vektorovy prostor.
Pojmenujme nyni zobrazeni +,: a shriime ziskané poznatky do

véty.

1.Definice Budte f,g homomorfizmy V do W, t skalar z T. Pak
souctem homomorfizmi f a g rozumime zobrazeni f+g: V-W definované

vztahem

VxeV: (f+g) (x)=f(x)+g(x),

skaldarnim t-ndsobkem homomorfizmu f nazyvame zobrazeni tf: V-W

definované vztahem

¥xeV: (tf)(x)=t-f(x).

2.Véta MnoZina Hom(V,W) spolu se scéitdnim homomorfizmi a
nasobenim homomorfizmu skaldrem z T tvori vektorovy prostor nad

téelesem T.
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Je nyni prirozenou otazkou, jakd bude matice souctu
homomorfizmu a skalarniho nasobku homomorfizmu.

UvaZujme homomorfizmy f,geHom(V,W) a zvolme libovolné baze B,
€ po radé prostoru V, W, B=<e1,...,en>, €=<d1,...,dm>.
Necht (f,B,€)=(fU), (g,B,€)=(gU).

Pak, wuZijeme-11 definici soucdtu homomorfizmtt (rovnost (a))

a definici matice homomorfizmu (rovnost (b)), dostavame pro i=1,
.,
(2) (b) \ N\
(r+g) (e )f(e )gle )2 Zf d + ) d = )£, g d,
i . ij ] Lo 137 ]

coz s ohledem na definici s¢itani matic (a definici matice homo-
morfizmu) znadi, Ze:
(f+g,B,6)=(f,B,6)+(g,B,6).
Odvodili jsme platnost véty nasledujici (druha cast tvrzeni se

dokaze zcela analogicky).

3.Véta Budte f,g homomorfizmy V do W a t skaldr z T. Pak pro

libovolné bize B, € po rade prostori V a W plati:

(f+g,B,€)=(f,B,€)+(g,fB)€)’
(tr,B,8)=t(f,B,6).

4.Poznamka S prihlédnutim k vété& 2.4 by bylo moZné definovat
gouCet matic a skalarni nasobek matice pravé pomoci vztahl ve

vété 3, coz se v nékterych kurzech linedrni algebry uziva.

Z vét 2.4, 1.18 a pravé uvedené véty 3 plyne ihned:

5.Dasledek MnoZina Aﬂm(ﬂ) spolu se sc¢itdnim matic a ndsobe-
nim matice skaldrem z T tvori vektororovy prostor izomorfni s
prostorem }&wn(vn,wm).

Jsou-1i B,€ baze po radé prostorit V a W, pak Zzobrazeni HB@
definované vztahem (2.4-1) je izomorfizmem vektorovych prostord

}&nn(vn,wm) a Mhm(ﬂ).
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Nyni se zabyvejme stanovenim dimenze prostoru ?rf,om(V,W)m) a
nalezenim nékteré jeho bize.

Uvazujme libovolné bize B, €6 po radé prostord V, W,
B=<e ,...,e >, €=<d1,...,dm>.

1 n
Definujme nyni systém homomorfizmi z Hom(V,W)

E=<e ,e ,...,e ,e ,...,_ ,...,e ,...,e > (6-1)
11° 12 1m’ 21 2m nl nm
takto:
Vi, j,1=i=n,1<j=m: e (e )=8 d_, k=1,...,n°2). (6-2)
ij  k ik j
Odtud a z definice matice homomorfizmu e , 1=i=n, 1=j=m, plyne:
ij
(e. ,B,B)=(e ), e =(5 8 ), 1=k=n, lslsm. (6-3)
ij Kkl kl ik 31

Oznaéme tuto matici symbolem E  pro pripustna i,j.33)
ij

Uvazime-1i, Ze pro libovolnou C=(c.J)eM (T) plati:
1 nm

34
c= ) ¢ E Y,
1=1 oy
1=Zj=m

IAA
IAIA
=]

pak, zvolime-1i libovolny homomorfizmus feXom(V,W) a oznadime-1i

(f,B,€)=(a ), dostavame:
ij

31) Tim na =zadkladé predchozi véty soucasné nalezneme dimenzi
prostoru M (T).
nm
32 L. .
) To znaci: k#i = e”(ek)=o,
ij
k=i > e (e )=d_.
ij k j
33) zfejmé prvek na pozici (i,j) je roven 1 a ostatni jeji prvky

jsou rovny 0, coZ muzeme schematicky naznacit takto:

]

0....0
E..= 0_10 ............... i
ij

0....0

ij ij

1AIA

.
IASA
k=]

i
plati: b =

k1l i3

o
IAIA
IAIA

85
=

[ M
O
=3

e
[
=
—
Il
) e |
-
.
—
s
=
o]
[
—
~
I
=
—

neboli C=B.
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(f,B,€)

I
R Sy |
]
e
L_..-M
]
(D
&9
6'6
e
\_‘.-M
]
®
&
Gﬁ
o

=(( Z aijeij),fB,@),
j

pricemz v rovnosti (a) bylo uZito relace (6-3) a v rovnostech
(b) a (c) véty 3.

To je dle diusledku 2.5 ekvivalentni nédsledujici rovnosti:

f= Z 2,8, (6-4)

I/\IA
IAlA
g0

12)30
Protoze homomorfizmus f byl libovolny, znamend rovnost (6-4),
ze systém homomorfizmd & je mnozinou generatori prostoru
Hom(V, ).
VySetreme nyni jeji linedrni zavislost.
Necht

g € =0, (6-5)
) ij ij
1

IAIA
IAIA

l
]
coz znacCi, Ze homomorfizmus g, pro néjz

- Lo

i
J

IAIA
IAIA

je nulovy a soucdasné, jak jsme zjistili vyse, je G=(g ) jeho ma-
1]

tici v bazich B,6. Jelikoz vs8ak nulovy homomorfizmus ma v

jakékoli dvojici bazi toliko matici nulovou (proc?), dostédvame

g =0, 1=i=n, 1=j=m,
i

coz s ohledem na (6-5) znadi, Zze systém & je linedrné nezavisly,
tedy je bazi prostoru Hom(V,W).

Odvodili jsme tak platnost tvrzeni ndsledujicich:

35 « < . . . . . . ..
) souCasné jsme ukazali, 2ze prvky matice homomorfizmu f maji

vyznam koeficientd linedrni kombinace, jiz je f roven.



116

6.Véta Bud'te V, W vektorové prostory. Pak plati:

(1) dimHom(V,W)= dimV.dinW,

(2) jsou-1i B, §, fB=<e1,...,e >, €=<d1,...,d >, bédze po radé
n m
prostora V,W, pak systém homomorfizmi
E .=Xe ,e ,...,e ,e Y L, .., >
BE 117 712 im’ 21’ ' om’ > n1 nm ’

definovanych relaci (6-2), je bazi prostoru Hom(V,W),

(3) jsou-1i B,€ badze po radé prostora V,W, pak plati:

(f,B,8)=(a ) & f= z a e .
ij 1 1) 1)
1

IAIA
3

i
j=m

1AIA

36 . . .. .. . ‘o
) prvky matice homomorfizmu v bazich B,€ maji soufasné vyznam

souradnic tohoto homomorfizmu v bazi 8?38'
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4. Skladani homomorfizmi

Uvazujme nyni trojici vektorovych prostord U,V,W (nad tymz
télesem) a zvolme feHom(U,V) a geHom(V,W). Zkonstruujme slozZené
zobrazen137) f-g:U-W a zkoumejme, zda je homomorfizmem.

Budte x,y€U. Pak muZeme psat:

(Fog) (x+y) ‘B g(rix+y)) B g(r(x)+f(y)) L g(r(x))+g (£ (y)) ‘Y

= (fe-g)(x)+(f-g)(y),

kde jsme v rovnostech (a) a (d) uzili definici skladdani zobra-
zeni, v (b), resp. (c), faktu, Zze f, resp. g, je homomorfizmus.

Analogicky bychom zjistili, Ze pro xe€U, teT:

(Feg)(t-x)=t-((fog)(x)),
plati tedy tato véta:

1.Véta Bud'te U,V,W vektorové prostory. Pak pro libovolné homo-
morfizmy feXom(U,V) a geHom(V,W) plati, Ze f-geXlom(U,W).

VysSetreme nyni matici sloZeni homomorfizmi.
Uvazujme feHom(U,V) a geHom(V,W) a zvolme v prostorech U, V, W po
radé baze B, €, D takto:
B=<b ,...,b>, G=<c ,...,c >, D=<d
1 n 1 m
PoloZme dale: (f,B,€)=(fU) (g,@,@)=(ghk)

coe,d >
19 ,p

Pro libovolné i=1,...,n mlUZeme psat:
m m
_ (a) (b) c
(feg)(b)=g(f(b)) 2 gl Zf c,) —lef gle) —Z

2 i (g) i ( i fijgjk)dk’

Jj=1k= k=1 j=1

l[\/IU
Q..

-
i

coZz vzhledem k definici matice homomorfizmu znaci, Ze

*7)V tomto textu budeme slozeni fog definovat relaci

VxeU: (feg)(x)=g(f(x)).
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n

predstavuje prvek na pozici (i,k) matice (fog,B,D).

Souéasnéas) jde o prvek na téze pozici soucdinu matic
(f,B,6)(g,6,D),

obé matice jsou si tedy rovny.

Pritom v rovnosti (a),(c) bylo uZito definice matice homomor-

fizmu,v rovnosti (b) véty 1.11 a v (d) jsme zaménili poradi suma-

ce.

Dokéazali jsme tak ndsledujici vétu>?):

2.Véta Bud'te U,V,W vektorové prostory a feom(U,V), geHom(V,W).
Pak, jsou-li B, G, D libovolné bize po radé prostoru U,V,W,

plati:

(f-g,8B,D)=(f,8,8)(g,6,D).

Uvazime-1i, Ze identita na daném vektorovém prostoru je endo-
morfizmem tohoto prostoru majicim v kterékoli bazi matici
jednotkovou prislugného radu, pak z pravé uvedené véty a dusledku

2.11 plyne:

3.Dusledek Bud f homomorfizmus V do W a B, € libovolné baze

po rade prostord V a W. Pak plati:

[ (rlg,B)=(f,B,6)".

Uzitim véty 1, definice sklddani zobrazeni a definice souctu
homomorfizmi a nasobeni homomorfizmu skaldrem snadno odvodime vétu

nasledujici (provedte!):

38)vzhledem k¥ definici nasobeni matic

39 s s e P . . -
) promyslete si jeji odvozeni uZitim maticového =zapisu analy-

tického vyjadreni!
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4.Véta Budte U,V,W vektorové prostory, f,gcom(U,V), h, ke
eXem(V,W) a teT. Pak plati:

(1) (f+g)eh = f-h+geh,

(2) feo(htk) = feh+f-k,

(3) (tf)-h = t(f-h) = f-(th).

5.Pozndmka Tvrzeni (3) predeslé véty byva nékdy nazyvadno kom-
patibilita sklddani homomorfizmi a ndsobeni homomorfizmu skald-
rem.

Vyplyva odtud rovnost skalarniho t-nasobku homomorfizmu f,
fe¥om(V,4), a sloZeni homomorfizmu (ti), kde i je identita na U,
s timto homomorfizmem - tedy:

VteT,VfeRom(U,V): tf=(ti)-f
¢ili mUzeme identifikovat skaldr t s homomorfizmem ti. Nemusime
typograficky odliSovat néasobeni homomorfizmu skalarem (-} od

skladdani homomorfizmu () a lze psat jen trfh.

Véta 4 bude mit vyznam rovnéz pro zkoumani mnozZiny endomor-
fizmd vektorového prostoru spolu se skladdanim homomorfizma,
s¢itanim homomorfizmi a nasobenim homomorfizmu skalarem, d&emuz

bude vénovana dalsi partie kurzu linearni algebry.

6.0znadeni Bud V vektorovy prostor. MnoZinu v&ech automorfizma
prostoru V oznacovat «ut(V).

Bud fedut(V), B baze prostoru V. Pak namisto (f,B,B) budeme
psat toliko (f,B).

Ctenari je znamo, Z2e sloZeni dvou bijekci dané mnoZiny je opédt
bijekce téZe mnoziny - neboli «Lut(V) je uzaviena vzhledem Kke
skléddani automorfizmi. Vzhledem k tomu, Ze identita na V je auto-
morfizmem (pro&?), a tedy neutralnim prvkem grupoidu (ut(V),-),
a protoze dle véty 1.9 je inverzni zobrazeni k libovolnému auto-

morfizmu prostoru V opét automorfizmem tohoto prostoru, plati
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véta nisledujici:

7.Véta Bud V vektorovy prostor. Pak mnozina «Aut(V) spolu se

skldadanim homomorfizmi tvori grupu.

Z dusledku 2.11 plyne bezprostredné:

8.Véta Endomorfizmus prostoru V je automorfizmem tohoto pros-
toru, prdvé kdyz jeho matice v jedné (a tudiz v kazZdé) bazi

prostoru V je reguldrni.

Odtud s ohledem na v&tu 2.4 a vétu 4.2 odtud dostavame®):

9.DGsledek MnozZzina reguldrnich matic nad T rfddu n spolu s
nasobenim matic tvori grupu izomorfni s grupou automorfizmi vek-
torového prostoru Vn41).

Je-1i B bdze prostoru V, pak zobrazeni Hﬁ@ definované vztahem

(2.4-1) je izomorfizmem grup (Aut(Vn),°) a L (T).
n

Zabyvejme se nyni vyznamem matice automorfizmu. Uvazime-li

vétu 1.12.(5) a vétu 1.13, vidime, Ze pri zvolené bazi B prostoru

4O)pfipomeﬁme jesté nasledujici tvrzeni:
Bud (G,-) grupa a R mnoZina spolu se zobrazenim ©:RxR-R,
Jestlize existuje bijekce H:G-R s vlastnosti Yu,veG:
H(u-v)=H(u)oeH(v),
pak (R,®) je grupa izomorfni grupé (G,:), pridemz H je prislusnym

izomorfizmem.

41)0 pripomenime, Ze vsSechny vektorové prostory uvazujeme nad
tymz télesem T.
® jak Jjsme jiz uvedli v poznamce k veté 1.2.21, znacime uve-

denou multiplikativni grupu reguldrnich matic Ln(U).
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V urcéuje kazdy automorfizmus fedut(V) relaci €=f(B) bazi prostoru
V a naopak. Vezmeme-1li dile v uvahu definici matice pfechodu42) a

definici 2.1 matice homomorfizmu, dostavame:

10.Véta Bud B bdze a f endomorfizmus vektorového prostoru V.
Pak f je automorfizmem vektorového prostoru V, prave kdyZz mnozZina
€, G=f(B), je bazi prostoru V.

Pritom plati

(B,6)=(f,B).

42)v'iz poznédmku pod ¢arou pred vétou 2.7.
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5. Projekce

Uvazujme nyni V_a dale U ,W <<V tak, Ze V =U oW . Ctenar ma
3 17727 g 3 1 2

« s x spco s 43
zfejmé intuitivni predstavu™™)

o zobrazeni, které kazdému xeV

priradi xwew dany podminkou, Ze spojnice koncovych bodd uvedenych
vektora je rovnobéZznid s U, neboli x—xweu

Tuto avahu zobecnéme:

1.Definice Bud'te U,W<cV takové, 2Ze V=UeW. Pak

zobrazeni
" ., U . . .
oznacovaneé pw a definované predpisem

U
VxeV, x=x +x , X €W, x €U: X)=x
’ w ul Two Tu pw( ) W

nazyvame projekce vektorového prostoru V na podprostor W rovno-
bézZné podprostoru U.

2.Pozndmka Vzhledem k tomu,

ze danému vektoru x z V je pri
zvolenych podprostorech U,H dvojice vektord x ,x prirazena
Jjednoznacné (proc¢?), je zobrazeni p: definovdno Korektné.

Z definice 1 a jednoznacnosti vyjadreni vektoru x ve tvaru

X=X X, xwew, erU snadno odvodime (provedte):

3.Véta Bud’pg projekce. Pak pro kazdy x z V plati:
(1) p:(x)=o, pravé kdyz xe€U,

(2) p:(x)=X, pravé kdyz xeW.

Z tvrzeni véty 3 bezprostredné plyne:

“3) tuto svou predstavu vztahuje k mnoziné V3 vektor 3-rozmér-
ného fyzikdlniho prostoru
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4.Dasledek Projekce ps Jje surjekci V na V.

5.Dasledek Bud p: projekce vektorového prostoru V. Pak plati:

(1) p =idv o U={o} & W=V,

U
W
(2) p[;:o & U=V & W={o}.

Zvolme U,WecV tak, Ze V=UeW. UvaZme x,yeV a rozloZme je na
soucet vektoru z U, W:
X=Xw+xu’ xweW, xUEU,
(6-1)
=y + eW cu.
Y=Y Yy YW v €U
Pak miZeme psat:
= +(x +
X+y (xw+yw) (xU yU),
pricemz (U i W jsou vektorové podprostory):
+y € +y €
Yy v, XYy v,
odkud plyne, Ze
U (a) U U
= + =
pw(x+y) X Y pw(x)+pw(y),
kde v rovnosti (a) jsme uzili definici 1 a relaci (6-1).
Analogicky bychom pro xeV, teT ukazali, Ze pg(tx)=tp3(x).

Plati tedy néasledujici véta:

6.Véta KaZda projekce vektorového prostoru V je endomorfizmem

prostoru V.

VSimnéme si nyni jadra a obrazu projekce:
Je-1i p projekci V na W rovnobézné U (tj. p=p:), pak z véty 3
plyne:
U=Kerp A W&Imp.
Protoze V=UeW (tudiz dimU+dimW=dimV) a obecné dimKerp+dimImp=

=dimV, plyne odtud W=Imp, coz vyjadruje nasledujici véta.



124

7.Véta Bud p projekce prostoru V. Pak je projekci V na Imp

rovnobézné Kerp.

Naskyta se tudiz prirozena otazka které z endomorfizml pros-
toru V jsou projekcemi.
Je-1i p projekci V na W rovnobézné U (tj. p=p3), pak z véty 7
plyne:
(1) V=Kerpelmp
a protoze dle téze véty W=Imp, plyne z véty 3.(2) dale, ze
(2) plImp=id.
Uvazujme nyni 1libovolny endomorfizmus p prostoru W s
vlastnostmi (1), (2) a zkoumejme, zda je projekci.
Oznac¢me W=Imp, U=Kerp. S ohledem na (1) lze kazdy x€V psat
jednoznacné ve tvaru
x=xw+xU, xwew, erU.
Pak pro p(x) dostavame:
p(X)=p(xw+xU)(3)p(xw)+p(xu)(g)p(xw)(g)xw,
kde v rovnosti (a) jsme vyuzili toho, Ze p je homomorfizmus, v
(b) pak toho, Z2e U=Kerp a v (c) vlastnosti (2) - tj. pl|W=id.
Zjistili Jjsme tedy, Ze p je projekci V na W=Imp rovnobézné
U=Kerp.

Shrriime ziskané poznatky do nasledujicich dvou vét:

8.Véta Bud’ p endomorfizmus prostoru V. Pak je p projekci,
pravé kdyZz plati:

(1) V=Kerp®Imp,

(2) plImp=id.

Poznamenejme, Ze (1) neni automatickou vlastnosti endomorfizmu
- napr. pro endomorfizmus f prostoru V2 dany v urc¢ité bazi ana-
lytickym vyjadrenim
f: y1=x2
y,=0
plati Imf=Kerf=[(1,0)1.
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I pri splnéni podmninky (1) nemusi byt splnéna podminka (2),
jak vidime na prikladu endomorfizmu g prostoru V2 daném v urc¢ité
badzi analytickym vyjadrenim

g Y RN,
y2=X1+X2’
pro néjz Img=[(1,1)] a Kerg=[(1,-1)], tudiz

V=ImgeKerg, ale g|Img#id.

Necht p je projekce p:. Zvolme =x€V, x=xw+xU, xwew, xUEU. Pak
dle definice 1 (a véty 8) plati:
p(x)=x_, p(x )=x ,
tudiz

(p°p)(x)=p(p(x))=p(xw)=xw=p(x),
neboli p°p=p. (9-1)

Uvazujme nyni libovolny endomorfizmus p prostoru V s vlast-
nost{ (9-1). Zkoumejme, zda jde o projekci - ovérme splnéni
podminek (1), (2) z véty 8:

(1) necht xelmp. Pak x=p(y), ye€V, a tedy

p(x)=p(p(y))=(p-p) (y)=p(y)=x,
neboli plImp=id,

coz znaci splnéni podminky (2) véty 8.

(ii) necht xeKerpnlmp. Pak soulasné p(x)=o (x€Kerp) a p(x)=x
(x€Imp a dle (i) je piImp=id), tedy x=o, neboli
Kerpnlmp={o},

coz znac¢i splnéni podminky (1) véty 8.

9.Véta Bud p endomorfizmus prostoru V. Pak je p projekci,

pravée kdyzZ

Pb°p=p.

Projekcemi prostoru V jsou tedy pravé vsechny idempotentini
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endomorfizmy daného prostoru.

Z véty 9 bezprostredné obdrzime:

10.Dasledek Bud p endomorfizmus prostoru V. Pak je p projekci,

pravé kdyZz pro jeho matici v nékteré (a pak tedy v kazdé) bdzi B

plati:

(p,B)?=(p, B).

Priklad F
Naleznéte projekci p prostoru V, pro niz plati
p(u )=v_, 1=i=2,
1 1

je-11i ve zvolené bazi B prostoru V dano

{u1}3=(1’2’1’_1)’ {u2}3=(3,0,0,1),
{v1}8=(1,2,0,0), {v2}8=(1,1,1,1).
Reseni
Protoze dimV=4, je v souladu s vétou 1.13 nutno k zadani homo-
morfizmu p treba znat obrazy 4 linearné nezavislych vektoru.
Uvazime-1i, ze vl,v2€Imp, plati dle véty 8:
p(v1)=v1, p(v2)=v2.
Nyni mUZeme pouzit pro nalezeni elementll matice projekce p
postupu z prikladu B. Obdrzime tak soustavu linearnich rovnic,

jejiz regeni s vyuzitim maticového zapisu:

i=1 i=2 i=3 i=4 i=1 i=2 i=3 i=4
1111 1 1 1 1 11 0 0 O 3 4 | 2|2
1200 1 2 0] 0 011 0 O 4 9 -1 (-1
12 1-1 1 2 0 0 0 011 O 2 |-1 5| 5
3001 1 1 1 1 0 0 011 2 1-1 5 5

Nalezli jsme matici projekce p ve tvaru

(p,B)=—j¥

4

9 -
11 -1
-1

NN W
g =N
g =N

Presvéd&te se, Ze nalezend matice je skuteéné idempotentni.
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Uvazime-1i, Zze pro kazdy xeV nilez{ x-p(x) jadru projekce p,
zjistujeme, Ze p je projekci V na W rovnobézné U, kde

W=iv ,v.1], U=[(u -v ), (u-v )].
1' 2 1 1 2 2

Poznamene jme, Ze priklad bylo mozno resit 1 tak, Ze bychom
vyuzili jen toho, Ze
U u, Vo v
Pak bychom pro elementy matice (p,B) re$ili soustavu rovnic
zapsanou maticové ve tvaru
i=1 i=2 i=3 i=4
12 1-1 1 2100
3001|1111

Jeji fesSeni, tj. 1 matice (p,B) by bylo zavislé na parametrech,
které bychom eliminovali uplatnénim podminky idempotence, t].

(p,B)(p,B)=(p,B).
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6. Homomorfizmy euklidovskych vektorovych prostori.

V této kapitole bude V oznadovat n-rozmérny euklidovsky

vektorovy prostor se skalarnim soucinem -

6.1 Ortogonalni projekce

V zavéru podkapitoly 1.4.1 byloc pro libovolny podprostor W eu-
klidovského vektorového ©prostoru V zavedeno zobrazeni P,
prirazujici kazdému vektoru x jeho kolmy prumét do podprostoru W.
UvazZime-1i zavedeni kolmého primétu x* vektoru x dle (I.4.1-1):

x=x"+ xl, kde x*eW, xlewl,

a definici projekce 5.1, je zrejmd platnost nasledujici véty:

1.Véta Bud W podprostor euklidovského vektorového prostoru V.
1
Pak projekce p: prirazuje kazdému vektoru x z V jeho Kkolmy

prumél do podprostoru W.

2.Definice Bud W podprostor euklidovského vektorového prostoru
1
V. Pak projekci p: nazyvame ortogonalni projekce prostoru V na

podprostor W a znalime ji P,

Zobrazeni prirazujic{ kazdému vektoru jeho kolmy primét do
jistého podprostoru W - ortogonidlni projekce — je tedy zvlastnim

. . vy 1
pripadem projekce - jde o projekci V na W rovnobézneée W .

Najdéme nyni dalsi charakterizaci ortogonalni projekce.

Uvazujme WecV a necht p je ortogondlni projekce V na W. Zvolme
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X,y€V a rozlozme je na kolmy prumét a perpendikular:
x=x"+ xl, kde x*eW, xlewl,
y=y*+ yl, kde y* W, ylewl.
Pak mazeme psat:
p(x)-y=x"- (y*+y )=x"y* +x'y =x"y",
nebot x*yl=0 (prod?).
Analogicky obdrzime, Ze x:p(y)=x"y*,
neboli

p(x)-y=x-p(y). (3-1)

Zjistéme nyni, zda (3-1) neni i postacdujici podminkou pro to,
aby nékterd projekce p:V-W byla ortogonalni projekci V na W. K
tomu postaéi ukazat, zZe Kerp=wl.

Zvolme néktery xeKerp. Necht y je libovolny prvek z W. Pak
muzeme psat:

x-y(g)x-p(y)(g)p(x)-y(g)o-y=0

a tedy KerpEEWl, (3-2)
priemz v rovnosti (a) jsme uzili plW=id (dle 5.8.(2), nebot
W=Imp), v rovnosti (b) uZijeme (3-1) a v (c) pak skutednosti, Ze
xeKerp.
S ohledem na vétu 2.9 a I.2.29 obdrzime

dimKerp=dimV—dimImp=dim(Imp)l=dimwl,
coz spolu s (3-2) znaci, Ze Kerp=Wl.

Ukazali jsme tudiz platnost nasledujici véty:

3.Véta Bud W podprostor euklidovského vektorového prostoru V,
p libovolnd projekce V na W. Pak je p ortogondlni projekci, prave

kdyz plati:

Vx,yeV: p(x)-y=x-p(y). (3-1)

4.Poznamka V predeslé vété nelze predpoklad p je projekce vy-
nechat. Napriklad endomorfizmus dany v jisté ortonormalni bazi

prostoru V analytickym vyjédrenim
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P: Y %
Y™
podminku (3-1) spliuje (ovérte!)}, avdak neni projekci (viz véta

5.9).

Nutnou a postacdujici podminku pro to, aby projekce byla
projekci ortogonalni uvedenou ve vété 3 nyni vyuzijeme k nalezeni
vlastnosti matice projekce, kterd bude ekvivaletni ortogonalité

dané projekce.

Uvazujme endomorfizmus p prostoru V a zvolme v ném nékterou

ortonormdalni béazi B=<e1,...,e >. Oznaéme (p,B)=(p ). Pak')
n 1)
miazeme psat pro libovolné i, 1=i=n:
n
p(ei) = z P
k=1

Vynadsobime—-11 dédle skalarné obé strany této rovnosti vektorem e ,
]
1=j=n, dostavame
n n ( ) n
=e - = 2 = -~
°; p(ei)—ej ( z P8y z pik(ejek) z pikajk Py (5-1)
k=1 k=1 k=1
kde jsme v rovnosti (a) uZili ortonormality bédze B.
Zvolme nyni libovolné x,yeV, {x} =(x,...,x ), {yt,=(y ,...,y ).
B 1 n B 1 n
Pak muzeme psat:

n

n n n
p(x):y = p(x):( ) ye) = )y (p(x)e) = ) yj(p(izlxiei)-ej) =

=1 j=1 j=1

= iyj((iilxip(ei))-ej) = i yj(i xi(p(ei)-ej)) =

j=1 j=1 i=1

n n
= z z (y x )(p(e )-e)
ji i j
j=1i=1
a analogicky obdrzime, Ze:
n n
x-p(y) = z z (y.x )(e -ple )),
j=1i=1 0 ! )

odkud je zrejmé, ze:

1 ... . .
) s ohledem na definici matice homomorfizmu
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Vi, j,1=i, j=n: p(ei)-ej=ei-p(ej)] > [Vx,yeV: p(x)-y=x-p(y)],
pricemz obracend implikace je zrejmi.

Odtud a z (5-1) bezprostredné plyne:
)T

(Vx,yeV: p(x)-y=x-p(y)] © [(p,B) = (p,B)].

Plati tedy nasledujici lemma:

5.Lemma Bud p endomorfizmus euklidovského vektorového prosto-

ru V, B libovolnd ortonormalni bdze tohoto prostoru. Pak platiz):

[Vx,yeV: p(x)-y=x-p(y)] & [(p,B)'= (p,B)].

Z uvedeného lemmatu dostdvame odpovéd na vysSe poloZenou

otadzku, kterou formulujme nasledujici vétou:

6.Véta Bud p projekce euklidovského vektorového prostoru V.
Pak je p ortogondlni projekci, pravé kdyZz v néekteré (a pak v

kazdé) ortonormalni bazi B prostoru V plati:

3

(p,B)'= (p,B). |

Priklad A
Naleznéte ortogondlni projekci p prostoru V na podprostor W,

W=[v1,v2], je-11i ve zvolené ortonormadlni bazi B prostoru V dano

2) endomorfizmim euklidovského vektorového prostoru s vlastnosti
Vx,yeV: p(x)-y=x-p(y)

se r'ikéd symetrické endomorfizmy.

3 neboli, pravé kdyz jeji matice v nékteré (a pak tedy v kazdé)

ortonormdlni béazi prostoru V je symetricka.
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v 15=(1,2,0,0), {v_}gp=(1,1,1,1).
Reseni
Ortogonalni projekce V na W je projekci V na W rovnobézné Wl.

Nejprve tedy zndmym postupem nalezneme Wl:
i
W —[yl,yzl, {yl}ﬂ—(Z,—l, 1,0),{y2}£—(o,o,1,—1),
Protoze W=Imp, Wl=Kerp, je projekce p zadana takto:
V.V, Vo Vo, Y 0, y,/— o.

Pak jiz postupem dle prikladu 2.B zjistime, Ze matice projekce p

Znl:

1
(p,ﬂ)——]T

NN W
_ 0
RS
QEGEEEN

Jiz jsme se presvéd€ili, Ze uvedend matice je idempotentni (pri-
klad 5.F), a tedy p Je projekce, je patrné i symetricka, a tedy p

je projekci ortogonalni.
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6.2 Ortogonalni homomorfizmy

Je-11i f:V-W izomorfizmem uvedenych prostort, vime, Ze se (ve
smyslu podkapitoly 1.1) 1i8i jen pojmenovanim prvki x€V a f(x)eW.
Jak tomu bude v pripadé euklidovskych vektorovych prostoru?
Uvazujme V=W=R® se standardnim skalarnim soudinem. Zobrazeni
f:RZ»RZ,
definované vztahem f(x)=2x
jisté je 1izomorfizmem téchto vektorovych prostort, nicméné
vzhledem napr. ke skutecnosti, ze pro kazdy nenulovy XGRZ plati
hr NNl
lze jen téZko rici, Ze f jen navzajem ,pFejmenovava” prvky obou
euklidovskych vektorovych prostort.
V tomto pripadé je tedy nutno na zobrazeni f:V-W klast dalsi

prirozenou podminku - totiZz zachovéani skalarniho soucinu:

7.Definice Budte (V,:), (W,-) euklidovské vektorové prostory.

Homomorfizmus f:V-W se nazyva ortogondlni, jestlize plati:

Vx,yeV: x-y=f(x)-f(y).

8.Umluva Nebude-1i hrozit nebezpe&i nedorozuméni, budeme ska-
larni soulin ve vsSech euklidovskych prostorech =znalit tymz

"

symbolem ,-", nebo jej budeme zpravidla vibec vypousStét.

9.Poznamka Zaregistrujme skuteCnost, 2Ze mnozina vSech orto-
gondlnich homomorfizmi mezi danou dvojici vektorovych prostora
V,W netvori podprostor vektorového prostoru Hom(V,W) (je nulovy

homomorfizmus o obecné homomorfizmem ortogonalnim?).

Pri volbé V=W je ortogondlnim automorfizmem napr. identita.

Bezprostredné z definice 7 a z definic I1.1.8, I.1.11 a véty
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[.1.14 plyne (zdivodnéte”) :

10.Dasledek Bud f ortogondlni homomorfizmus V-W. Pak pro kazdé
X,y z V platis):

(1) I N=lixll,

(2) a(f(x), f(y))=(x,y),

(3) p(f(x),f(y))=p(x,y¥).

Uvdzime-11i, Ze homomorfizmus je injektivni, pravé kdyz jeho
jadro obsahuje toliko nulovy vektor, je vzhledem k 10.(1)

zFfejma platnost véty nésledujicis):

11.Véta Kazdy ortogonadlni homomorfizmus je monomorfizmen, )

Odtud za pouziti dusledku 2.10 obdrzime:

12.Dasledek Je-11 dimV=dimW, pak kazZdy ortogondlni homomor-

fizmus V do W je izomorfizmem V na W.

Specialné: kaZdy ortogonalni endomorfizmus prostoru V je auto-

morfizmem tohoto prostoru.

4 jak uvidime dale, je kazda z vlastnosti (1) a (3) soucdasné
postacdujici podminkou pro ortogonalitu daného homomorfizmu (proc

ji neni 1 (2)7?)

5 , R o ,
) v souladu s uUmluvou 8 neodlisSujeme oznaceni normy, uUhlu a

metriky v obou euklidovskych vektor.prostorech

) podrobnéji: neni-1i f injektivni, existuje x#o (a tedy [x|#0)

s vlastnosti f(x)=o (a tedy [f(x)I=0), coz je spor s 10.(1).

7 . . . . . . :
} je ortogonalni projekce ortogondlnim homomorfizmem?
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13.Poznamka Prikladem ortogonalniho izomorfizmu je napr.
kartézskd soustava souradnic daného prostoru V (jde o ortogonalni
izomorfizmus Vn na R® (se standardnim skalarni soucinem) - pre-
svédcéte se o tom!).

Snadno rovnéz zjistime, Ze kazdy ortogondlni izomorfizmus Vn
na R® (se standardnim skalarni sou&inem) je kartézskou soustavou

-~ . 8
souradnic ).

Dle véty 1.12.(5) je homomorfizmus V-W izomorfizmem,pravé kdyz
zobrazuje bazi prostoru V na bazi prostoru W.

Je-1i f ortogonalni homomorfizmus, pak primo dle definice 7 je
obrazem kazdé ortonormalni mnoziny vektord ve V opét ortonormalni
mnozina ve W - tedy obrazem ortonormalni baze ve V je ortonor-
malni baze ve W.

Necht je f homomorfizmus V-W s vlastnosti, Ze obrazem nékteré
ortonormdlni baze B ve V je ortonormdlni bize f(B)=E. Pak je
zrejmé f izomorfizmem, vysetreme, zda ortogonalnim.

Necht B=<e1,...,e >. Pak muZeme pro libovolné u,veV, {u}£=

n
=(u1,...,un), {V}B=(V1,...,Vn), psat:

- y . 0 (a) & . & (b)
f(uw) f(v)—f(i;uiei) f(j;vjej) (i;uif(ei)) (levjf(ej))

= i i (u.v‘)(f(e_)-f(e_))(g)i i (uv)(s ) = i uv = u-v,
i=13=1 1 J TR M T

coz znaci, ze homomorfizmus f je ortogondlni. Pritom v rovnostech
(a), (b) jsme uZili znamé vlastnosti homomorfizmu a skalarniho

sou¢inu, v rovnosti (c) pak faktu, Ze baze B je ortonormalni.

Plat{ tudiZ nasledujici véta®):

8y . . . . Y L . <
) je-1li f tento izomorfizmus a oznalime-1li j , 1=i=n, i-ty vek-
1
)3 - n 3 z P v .
tor standardni baze prostoru R se standardnim skalarnim soucinem
(a tedy ortonorméalni baze) je i-ty vektor prislusné ortonormalni

baze ve V roven f_l(e_).
n 1

°) snadno ukazeme, ze pozadavek ortonormality baze B nelze vyne-

chat (ani nahradit pouhou ortogonalitou) - provedte!
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14.Véta Bud f homomorfizmus V do W, B libovolnad ortonormilni
bdze prostoru V. Pak je f ortogondlni izomorfizmus V na W, pravé

kdyZ f(B) je ortonormidini bdzi prostoru W.

Odtud bezprostredné plynelo):

15.Dasledek Bud'te U,V,W euklidovské vektorové prostory. Pak
plati:

(1) je-li f ortogondlni izomorfizmus V na W, pak ! Je
ortogonalni izomorfizmus W na V,

(2) je-li f ortogondlni homomorfizmus V do W a g ortogondlni

homomorfizmus W do U, pak f-g je ortogondlni homomorfizmus V do U.

Naskyta se prirozend otazka, jakou vlastnost musi mit
matice homomorfizmu, aby tento byl ortogonalni.

Z véty 11 plyne, Ze f:V-W je ortogonalnim homomorfizmem, pravé
kdyz je ortogonalnim izomorfizmem V na Imf. Zvolime-1i ve V
nékterou ortonormalni bazi B, bude dle véty 14 f ortogonalnim izo-
morfizmem V na Imf, pravé kdyz bude f(B) ortonormdlni bazi
prostoru Imf.

PoloZime-11i B=<u1,...,un> a zvolime-li ve W 1libovolné orto-
normalni bazi €, mizeme pro i, j=1,...,n psat:

£(u ) £0u )={F(u gl (u))g,
coz ovsem s ohledem na definici matice homomorfizmu predstavuje
prvek na pozici (i,j) soulinu matic (f,B,€)(f,B, €. £(B) tedy
bude ortonormdlni, pravé€ kdyz tento prvek bude roven & , neboli

ij
bude-1i [(f,@,@)(f,?,@)T] matici jednotkovou.

10)k odvozeni odstavce (2) uvazte, ze z véty 11 plyne, Ze orto-
gondlni homomorfizmus h:Y+Z je ortogondlnim izomorfizmem Y na
Imh.

Tvrzeni lze rovnéz odvodit i primo z definice 7.
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vy v % RV . N & |
Z2jisténé vyjadruje nasledujici véta "):

16.Véta Bud f homomorfizmus V do W, B,€ libovolné ortonormilni
baze po radé prostort V,W. Pak je f ortogonalni izomorfizmus V na

W, pravé kdyz

(f,B,€)(f,B,€) =E.

Z véty 14 ihned plyne, Ze identita je ortogondlnim automor-
fizmem. S ohledem na didsledek 15 a uvazime-1li ddle platnost véty

16, vétu 4.7 a dtsledek 4.9, obdrzime (srv. vétu I1.2.21):

17.Dasledek
(1) MnoZina ortogondlnich automorfizmi euklidovského vekto-
rového prostoru V spolu se sklddanim homomorfizmi tvori grupulz),

kterd je podgrupou v grupe automorfizmi prostoru V.

(2) Grupa ortogondlnich automorfizmi prostoru V je izomorfni
n
s multiplikativni grupou ortogondlnich matic radu n. Je-1li B or-

tonormdlni bazi prostoru V, pak zobrazeni H definované vztahem

BB

(2.4-1) je izomorfizmem uvedenych grup.

Vratme se nyni k otdzce, zda kterdkoli z podminek (1) a (3)
uvedenych v dasledku 10 je i postacéujici pro to, aby dany homo-

morfizmus byl ortogondlni.

Bud'te V,W euklidovské vektorové prostory a necht feHom(V,W) s
vlastnosti
vxev: [If(x)ll=lx]. (18-1)
Chceme ukazat, Ze f zachovava skaldrni soudin.

Uvazme proto ndsledujici identitu platnou v euklidovskych vekto-

My pripadé automorfizmu jde o pfimy disledek véty 1.2.18 (proc?)

12 . oz - . C oz
) uvedena grupa se nazyva ortogonalni grupa nebo Iizometricka

grupa daného vektorového prostoru.
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rovych prostorech:
(x+y) (x+y)=xx+2Xy+yy,
odkud pro libovolné u,veV plyne:

la+vl®=llull®+2uv+Ilvi®, (18-2)

a llf () +f (W=l (P2 () f (W +I£ (v 117
Protoze f je homomorfizmus, je f(u)+f(v)=f(u+v), a druha rovnost
prejde ve tvar:

I Carv) 1= (@) 1P +2f (u) £ (V) +IF () 112 (18-3)
Protoze f zachovava normu vektoru (viz (18-1)), plati:

£ ) I=llull, £ I=llvll a If(atv)i=llutvll.

Porovnanim (18-2) a (18-3) obdrZime:
f(u)f(v)=uv,

coz, uvazime-li platnost dusledku 10, =znamena platnost tvrzeni

nasledujiciho:

18.Véta Bud f homomorfizmus V do W. Pak je f ortogondlni homo-

morfizmus V do W, pravé kdyZ pro kazdé x z V plati:

Fex=lxll.

Uvazime-1i, Ze z podminky

Vx,yeV: p(f(x),f(y))=p(x,y). (19-1)
ihned pro libovolny ueV plyne:
Ifca =l (w-oll 2 If(w)-£ ()l R p(£(w), £(0)) € p(u,0) ‘¢ llu-oll=lull,
pricemz v rovnosti (a) jsme uzili znamé vlastnosti homomorfizmu,

v (b) a (d) definici metriky indukované skaladrnim soudinem a v

(c) predpokladu (19-1), plati:

19.Véta Bud f homomorfizmus V do W. Pak je f ortogondlni homo-

morfizmus V do W, prdvé kdyZ pro kazZdé x,y z V platila):

13)odtud plyne, pro¢ se krom pojmu ortogonilni homomorfizmus
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p(f(x), f(y))=p(x,y).

Zabyvejme se nyni otazkou, zda zachovani skaladrniho soucinu
neimplikuje 1 zachovani s¢itédni vektord a nasobeni vektoru
skalérem14).

Budte V,W euklidovské vektorové prostory a necht f Jje
bijektivni zobrazeni V-W ¢ vlastnosti

Vx,yeV: f(x)f(y)=xy. (20-1)
Chceme ukazat, Ze f je ortogondlni izomorfizmus - pro coz postaci
samozrejmé ukazat, Ze f je homomorfizmem V do W,
tj.
(1) Vx,yeV: f(x+y)=f(x)+f(y),
(1i)VxeV,VteR: f(tx)=tf(x).

Ad (i):

Jsou-1i x,yeV, je (i) ekvivalentni s (f(x+y)-f(x)-f(y))=o.
Uvazime-1i, ze nulovym vektorem je pravé ten veW s vlastnosti (viz
véta I.1.6.(3))

YueW: vu=0,
zvolime libovolné ueW a vysSetrujme hodnotu vyrazu

(F(x+y)-f(x)-f(y))-u.

Protoze z bijektivity f plyne existence

veV: u=f(v),
mizZeme zkoumany vyraz dale pséat:

FXHYIU-F(RIOU-F(YIU = F(x+yIF(VI-F(R)F(v)-F(y)f(v) '®
=(x+y)v—xv—yv(g)xv+yv—xv—yv = 0,

pri¢emz v rovnosti (a) jsme uzili predpoklad (20-1) a v {b) znémé
vlastnosti skalarného soucinu.
Splnéni podminky (ii) ukéZeme analogicky (provedte!).

Plati tedy:

uziva 1 pojmenovani izometrie.
14, . . L e < R . s . N
) inspiraci nam (pro zachovani souctu vektort) mtZze byt pfed-
stava intuitivniho zavedeni soudtu dvou vektora pomoci troja-
helniku, pricemz zachovdni skaldarniho sou¢inu (a tim délek jeho

stran a vnittfnich Ghla) znaéi ,zachovani tohoto trojuhelnika” v

daném zobrazeni.
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20.Véta Bud f bijekce V na W. Pak je f ortogonidlni izomorfizmus

V na W, prave kdyz pro kazdé x,y z V plati:

f(x)f(y)=xy.

V odvozeni véty 19 jsme predpokladali, Ze f:V-W je homomorfiz-
mus, CehoZz jsme explicitné wuZili v rovnosti (a) (vlastnost
f(o)=0).

Bylo by moZzno analogicky jako ve vété 20 predpokladat jen, ze
f:V-W je bijekce navic s vlastnosti f(o)=0?
Uvazujme tedy bijekci f:V-W s vlastnostmi:
f(o)=o0, (21-1)

p(f(x),f(y))=p(x,y). (21-2)
S ohledem na vétu 20 postadi ukazat, zZe f zachovavad skalarni
souC¢in. Z identity

(x-y) (x~y)=xx-2xy+yy,
pro libovolné u,veV plyne:

uv=% ([ull?+llvI®-llu=vl®), (21-3)
FOWEV)=E U EW IR+ NP FC)-F(v) 12). (21-4)

Z podminky (21-1) (rovnost (a) a (21-2) (rovnost (b)) vyplyva pro
libovolné xGV:ls)
£ I=lf(x)~oll

a tudiz z (21-4) dostavéame:

FWEv)=t UulP+IvIP=IE W - 1P =2 Ul P+ IvIiP- (p (£ (), £(v))) )=

(g)

l£(x)-f(o)l=p(£(x),f(0)) 2 p(x,0)=lx-oll=lxl,

@ L (ulP+IvIE- (o (u, v)) 2 =t (lull 2+ v- T, v ?) (B

pridemz v rovnosti (a) jsme uzili (21-2) a v (b) relaci (21-3).

uv,

Odvodili jsme vétu nasledujici:

>y srv. odvozeni véty 19.
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21.Véta Bud f bijekce V na W. Pak je f ortogondlni izomorfizmus

V na W, prdvé kdyZz plati:

(i) f(o)=o,
(ii) Vx,yeV: p(f(x), f(y))=p(x,y).

Priklad B
Nalezné&te vSechny ortogonalni homomorfizmy f:V-W, pro néz
u v,
je-11 v ortonormdlnich bazich B,€ po radé prostoru V,W déno:
{u}B=(—V2,V2), {v}€=(0,—2).

Reseni

ProtoZe Wul=2=[vll,m4 vzhledem disledku 10 smysl ortogonalni
homomorfizmus pozadované vlastnosti hledat.
Znamym postupem (viz priklad 2.B) budeme hledat matici

(f,B,€)=[ zu.212],

21 22
. - . . . . .. .16
ktera s ohledem na vétu o urcenosti homomorfizmu nebude jedinad ):

a11=(V2/2)(2—t1), a21=(V2/2)(2—t1),
a12=(V2/2)(1—t2), a22=(V2/2)(—1—t2).

kde tl’tzeR jsou parametry. Tim je popsédna mnozina vSech homo-
morfizml, pro néz urv. Z nich vybereme ty, kterd Jjsou ortogonilni

- tj. dle véty 16 pravé ty, pro néz:

(f,B,€)(f,B,6)"=E.
Dosadime-1i zjisténé hodnoty prvkd matice (f,B,8), zjistime, zZe
podminka ortogonality tétp matice vede k nasledujici soustavé
rovnic pro t ,t
1’ 72 5
to-4t +4=1
1ot
t_+1=1
2
-4t +2t t =0,
2 12

16 . . . . .
Jmatice soustavy rovnic pro elementy této matice zni:

(-V2 V210 |-2).
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kterd ma dvé reseni:
(i) t =1, t =0,
1 2
(i1) t =3, t_=0.
1 2
Dosadime-1i zjisténé hodnoty patametrua tl,t2 do vyjadreni
koeficientt a ,a ,a ,a__, zjisdtujeme, Ze existuji prdve dva
11’ 127 21’ 22
ortogonalni homomorfizmy  poZadovanych  vlastnosti, jejichz
analytickd vyjadreni znéji:
=3V2x +3V2x
1 1 2
=tV2x -3Vex,

flz y
Ya
. =1 _1i
£y 2V2x1 2V2x2
- 1 1
y2 21/2X1 2V2X2-

(srovnejte s vysledkem prikladu I.2.C)

Poznamenejme, Ze priklad je mozné resit rovnéz tak, Ze najdeme
obraz daldiho vektoru u z V, &imZ bude homomorfizmus f plné urcen.
Je-1i ueV, pak dle dusledku 10 bude pro jeho obraz platit:

(1) N i=lall,
(ii) <(f(u), f(u))=<(u,u).
Zvolme ulu - napr. {G}£=(1,1), pak pro f(u) musi platit:
rcwli=llull=V2 A f(wiv (tj.{f(wW}eel(1,001),

(V2,0)

{ (-V2,0).
Pak jiz standardnim postupem (viz priklady v kapitole 2.)

tj. {f(ﬁ)}€=

nalezneme matici, popr.analytické vyjadreni, obou homomorfizmd f

(provedte!).
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6.2.1 Izomorfni euklidovské vektorové prostory

Vratime-1i se k Uvaze na zacatku podkapitoly 6.2, je priroze-

nad nisledujici definice (srv. definice 1.14):

22.Definice Bud'te V,W euklidovské vektorové prostory. Rekneme,
ze euklidovsky vektorovy prostor W je izomorfni s euklidovskym
vektorovym prostorem V, jestliZe existuje ortogondlni izomor-

fizmus prostoru V na vy,

23.Poznamka Z dusledku 15 (a 1.9) plyne, Ze je-li euklidovsky
vektorovy prostor V izomorfni s euklidovskym vektorovym prostorem
W, pak je i W izomorfni s V. Proto budeme naddle rikat pouze, zZe

euklidovské vektorové prostory V a W jsou izomorfni.

Z véty 1.16 plyne, Ze dva izomorfni euklidovské vektorové
prostory maji touZz dimenzi. VysSetreme nyni tvrzeni obréacené -
budte V,W dva euklidovské vektorové prostory téZe dimenze n. Zvo-
lime-1i v nich po radé ortonormadlni baze B, €, pak, jelikoz
kartézskd soustava souradnic uréend B, resp. €, je ortogonidlnim
izomorfizmem prostoru V, resp. W, na Rn, odvodime s ohledem na

dlsledek 15 platnost véty nasledujici:

24.Véta Dva euklidovské vektorové prostory jsou izomorfni, pra-

vé kdyZ maji touz dimenzi.

Izomorfizmus euklidovskych vektorovych prostort je zvlastnim
pripadem izomorfizmu vektorovych prostort. Vztah mezi dvéma izo-
morfnimi vektorovymi prostory jsme zkoumali v podkapitole 1.1

(viz véty 1.17 a 1.18). VSimnéme si nyni izomorfizmu dvou eukli-

17)nékdy se rovnéz uzivad pojmu ortogondlné izomorfni (pak neni
trfeba zdaraznovat, Ze jde o izomorfizmus euklidovskych vekto-

rovych prostoru).
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dovskych vektorovych prostort.

Budte ((V,+,R,-),*) a ((W,®,R,®),0) izomorfni euklidovské vek-
torové prostory, f:V-W prislusny ortogonalni izomorfizmus.

Zavislost mezi séitanim vektortt ve V (+) a ve W (@) 1 mezi
nasobenim vektoru skaldrem ve V () a ve W (©) jsme jiZz vySetrili
v podkapitole 1.1. Analogickym postupem zjistime zavislost mezi
skalarnim soudinem ve V (+) a ve W (o).

Zvolme libovolné v,weW. Pak je 1lze jednozna¢né psat ve
tvaru v=f(x), w=f(y), X,yeV.
Pro jejich skalarni souc¢in s ohledem na ortogonalitu izomorfizmu
f (rovnost (a)) dostéavame:

va=f(x)of(Y)(3)x-y=f_1(v)-f—1(w),

coz znaci, zZe skaladrni nasobeni o vektort ve W je jednoznacné

urceno skaldrnim nasobenim +« vektoru ve V.

Vidime, Ze je-1li euklidovsky vektorovy prostor W izomorfnim
obrazem euklidovského vektorového prostoru V, je nejen mnozina
vektori W, scitani vektoru ve W a nasobeni vektoru z W skalarem,
ale i skalarni nasobeni vektorti ve W jednoznadéné urceno zadanim
euklidovského vektorového prostoru V a prislusného ortogonalniho
izomorfizmu f, coz vystihuje obrat, Ze neni trfeba rozlisovat mezi
dvéma izomorfnimi euklidovskymi vektorovymi prostory, nebot se

1isi toliko oznacenim svych prvki.

Plati tudiZ nasledujici véty (promyslete si platnost obracené
implikace ve vété 25 a ovérte splnéni axiomlt euklidovského

vektorového prostoru ve vété nasledujici!):

25.Véta Bud'te ((V,+,R,-),*) a ((W,®,R,®),0) euklidovské vekto-
rové prostory. Pak plati, Ze euklidovské vektorové prostory V, W

jsou izomorfni, pravé kdyZ existuje bijekce f:V-W s vlast-
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nostmils):
(i) Yv,weW: vew=r(£ H(v)+f (w)),
(11) VteR,VveW: tov=f(t-f (v)),
(iii) Vv,weW: vow=f “(v)+f (w).

26.Véta Bud ((V,+,R,-),+) euklidovsky vektorovy prostor a W mno-
Zina spolu se zobrazenimi @:WxW-W, O:RXW-W a o:WXW-R. Jestlize

existuje bijekce f:V-W s viastnostmi

(1) Yu,vev: f(u+v)=f(u)ef (v),
(2) VYueV,VteR: f(t-u)=tof(u),
(3) VYu,veV: f(u)of(v)=usv.

pak ((W,®,R,0),0) je euklidovsky vektorovy prostor izomorfni vek-
torovému prostoru ((V,+,R,-),+), pricemz f je prislusnym orto-

gondlnim izomorf izmem.

"8y Tyrzeni (iii) lze symbolicky psat takto:

o= (£ Ixr e (4).
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[7. Faktorovy vektorovy prostor

V této kapitole budeme symbolem V oznadovat n-rozmérny vekto-

rovy prostor (V,+,T, ).

1.Definice Bud KccV, aeV. Pak se mnozZina oznadovanid a+K a de-

. , 1
finovanad vztahem )

a+K={xeV; JyeK: x=a+y}

nazyva linedrni varieta prostoru V urdend vektorem a o zaméreni K.

2.Poznamka Necht je dan 2-rozmérny vektor.prostor V, jeho
jednorozmérny podprostor K a néktery aeV (viz obrazek). Pak Car-
kovana primka zndzornuje koncové body vektord nalezicich varieté

a+K.

a+K

3.Poznamka

(1) primo z definice 1 plyne, Ze pro kazdy x z V:

x€a+K © x-aeckK.

(2) nelze obecné ztotoZnhovat varietu a+K s podprostorem [a]+K
(Promyslete si! Cemu by byl roven podprostor [al+K v pripadé

popsaném v poznamce 27).

1) e pro oznaleni variety uzivame symbol ,+", tedy stejny, jako
pro soucet vektora ¢i soulet podprostoru. Nebezpecdi nedoro-
zuméni v&ak nehrozi (viz téZ poznamka 3). Vhodnost tohoto znaceni

vyplyne dale.

® o vektoru a budeme téZz hovorit jako o reprezentantu dané

variety
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Zavedme nyni nasledujici relaci na mnoziné V:

4.Definice Budte KccV a a,beV. Rekneme, Ze vektor a je kon-
gruentni s vektorem b moduloz) K, coz znacime a=b(modK), jestlize

vektor b-a nalezi K.

5.Umluva Bude-li zFejmé, o jaky podprostor K se jednad, budeme

zavorku , (modK)"” vynechavat.

Snadno se ukdZ?e platnost ndsledujiciho tvrzeni (provedte!):
6.Véta Bud KceV. Pak plati:
(1) YaeV: a=a(modK),

(2) Va,beV: a=b(modK) = b=a(modK),
(3) Va,b,ceV: (a=b(modK) A b=c{modK)) = a=c(modK).

7.DGsledek Relace ,byti kongruentni modulo K" je pro kazdé

KceV relaci ekvivalence na mnozine V.

Z poznamky 3. (1) bezprostredné plyne:

8.Véta Bud'te K<<V, a,xeV. Pak plati:

xca+K & x=a(modK).

7 dusledku 7 a véty 8 obdrzime’):

2) uzivd se téz obratu podle K nebo vzhledem ke K.

3) pripomenme, 2Ze je-1li = relace ekvivalence na mnozivé V, pak
ke kazdému a€V sestrojime mnozinu vsech prvku z V ekvivalentnich
s a, tj. mnozinu {x€V; x=a} - tzv. tridu rozkladu mnozZiny V dle

relace = urcdenou prvkem a, ¢imz obdrzime rozklad mnoziny V dle
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9.Dusledek Bud KEcV, aeV, Pak je varieta atK tridou rozkladu

mnoziny V podle relace ,byti kongruentni modulo K" urcend prvkem

a.

Z teorie rozkladl mnozin dle relace ekvivalence a dusledku 9

plyne4):

10.Lemma Bud Ke&cV. Pak pro kazdé a,b z V plati:
(1) VYa,beV: (a+K=b+K) & a=b(modK),

(2) VaeV: a+K=K & a=o(modK),

(3) ¥x,y,aeV: (xca+K A yca+tK) & x=y(modK).

Odtud uzitim definice 4 obdrzime:

11.Véta Bud K<<V. Pak pro kazdé a,b z V plati:
(1) Va,beV: (a+K=b+K) & (b-a)eK,

(2) VaeV: a+K=K & ack,

(3) Vx,y,aeV: (x€a+K A yca+K) & (y-x)e<K.

Zadejme KecV. Pak miZeme zkonstruovat rozklad mnoziny V dle

relace =(modK) - mnoZinu pravé vsech variet prostoru V o zam&feni

K. Oznaéme tuto mnoZinu V/KS). Plati tedy

relace =, coz je mnozina pravé vsech téchto trid.
Plati, ze:
- kazda trida je urcena kterymkoli svym prvkem,
- sjednoceni vsech trid je rovno mnoziné V,
- kazdé dvé razné tridy maji prazdny prinik.
Podrobnéji viz napr. [16]

*) odvodte primo!

5) jak je c¢tenari znamo, jde o tzv. faktorovou mnoZinu mnoziny V
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V/K={{x€eV; dyeK: x=a+y},acV}={{a+K}, acV}.

Nyni bude nas$i snahou na mnoziné V/K vybudovat strukturu
vektorového prostoru, tedy definovat sc¢itani variet a néasobeni

variety skaldrem.

e Budte a+K, b+K z V/K.
Definujme zobrazeni +:(V/K)x(V/K) » V/K takto®):

(a+K)+(b+K) = (a+b)+K. (12-1)

e Budte a+K z V/K a t z T.
Definujme zobrazeni -:Tx(V/K) -» V/K takto’):

t-(a+K) = (t-a)+K. (12-2)

Vzhledem k tomu, Ze reprezentant dané variety neni dan jedno-

znacné, je otazkou, zda varieta, kterd je definovana relaci

dle relace =(modK). Presto ji nebudeme znacit V/=(modK) (jak je

Etenar zrejmé zvykly), ale V/K.

) tymz symbolem ,+” jsou oznacena tri rtzna zobrazeni:

@ s¢itani vektorl - tj. zobrazeni VxXV-V,

® zobrazeni prirazujici kazdému acV varietu a+K (tzv. priro-
zené zobrazeni) - tj. zobrazeni V » V/K a

® pravé definované s¢itdni variet - tj. zobrazeni (V/K)x(V/K)
-» V/K.

Vzhledem k tomu, Ze ze zplUsobu oznaleni prislusnych matema-
tickych objektt a syntaxe zapisu je vzdy jasné, jaky vyznam je
symbolu ,+" prisouzen, nemUzZe dojit k nedorozuméni a nebudeme pro
s¢itani variet zavadét symbol dalsSi.

"

7) opét si tymZz symbolem ,-", ktery budeme zpravidla vyne-
chavat, dovolime bez nebezpeCi nedorozuméni oznac¢it dvé rtzna

zobrazeni.
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(12-1), resp. (12-2), nezavisi na vybéru reprezentantl variet,

resp. variety, na levé strané uvedenych relaci.

Predpokléadejme, Ze a je rovnéz reprezentantem variety a+K, tj.
a+K=a+K,
coz s ohledem na 11.(1) znacdéi, Ze
a-aekK. (12-3)
Pak uzitim (12-1) dostavame:

(a+K)+(b+K)=(a+b)+K.

Porovne jme nyni variety (a+b)+K a (a+b)+K. Protoze (a+b)-(a+b)=
a-a, jsou si variety (a+b)+K a (a+b)+K s ohledem na (12-3) a
11.(1) rovny, a tudiz s¢itani variet je relaci (12-1) definovdno
korektné, nebotf stejné bychom vyloucili zavislost soudtu variet
na reprezentantu b druhé z nich.

Analogicky bychom ukazali korektnost zavedeni ndasobeni variety

skaldrem relaci (12-2).

Jsme tudiZz opravnéni vyslovit nasledujici definici.

12_Definice Bud K<<V a necht jsou dany a+K,b+KeV/K a teT. Pak

(1) soucdtem linedrnich variet a+K a b+K rozumime varietu ozna-

¢ovanou (a+K)+(b+K) a definovanou relaci (12-1).

(2) skaldrnim t-ndasobkem 1inedrni variety a+K rozumime varietu

oznacovanou t-(a+K) a definovanou relaci (12-2).

Snadno se ukKaZe (prenechame d¢tenari; plyne bezprostredné z
definice 12 a vlastnosti vektorového prostoru V), ze (V/K,+) je
komutativni grupa, kde nulovou varietou je K (=0+K) a k varieté

atK je opacnou varietou varieta (—a)+K8).

8) je to tzv. faktorova grupa dle normalni podgrupy K.
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Dale Dbychom snadno odvodili, Ze na mnoziné V/K spolu se
zobrazenimi +,: dle definice 12 jsou splnény i dals$i podminky pro
to, aby byla vektorovym prostorem (které to jsou?), coz vyjadruje

nasledujici véta.

13.Véta Bud' ddn Ke<V. Pak mnozZina V/K spolu se zobrazenimi + a

- definovanymi v 12 je vektorovym prostorem nad télesem T.

MiZeme tedy vyslovit nasledujici definici.

14.Definice Bud dan K<eW. Pak vektorovy prostor (V/K,+,T,-)
nazyvame faktorovy vektorovy prostor vektorového prostoru V podle

podprostoru K a oznacCujeme V/K.

Bud Ke<V. UvaZzujme nyni zobrazeni Ve prirfazujici kazdému

vektoru z V linearni varietu z V/K timto vektorem uréenou, tj.lo)

VK: V-V/K
(15-1)
VaeV: VK(a)=a+K.

Jde o tzv. prirozené zobrazeni, jak jsme se jiZz pod carou zminili
(a2 mohli bychom jej téz =znadit +, =z duvodu prehlednosti déme
prednost symbolu VK).

Zvolme a,beV. Pak mUZeme psit:

v(a+b)(g)(a+b)+K(g)(a+K)+(b+K)(£)

= v(a)+v(b),
pri¢emz v rovnosti (a) a (c) jsme uzili relaci (15-1) a v (b) pak

relaci (12-1).

Analogicky ukaZeme, Ze pro libovolné aeV a teT plati (provedte):
v(ta)=tv(a).

Celkem jsme ukdzali, Ze veHom(V,V/K). MlZeme proto vyslovit

%) nebo kratce faktorizaci V podle K

10)bude~li ze souvislosti jasné, o faktorizaci dle jakého pod-

prostoru K se jedna, budeme namisto Ve psat jen v.
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nasledujici definici:

15.Definice Bud dan vektorovy prostor V a jeho podprostor K.
Pak zobrazeni VK:V+V/K definované relaci (15-1) se nazyvad pri-

rozeny (n.kanonicky) homomorfizmus prislusny faktorizaci V/K.

Ctendri je z teorie rozkladl mnoZin znama tzv. véta o homo-

, . 11 . X . .
morfizmu mnoZin ). Prozkoumejme tedy vztah mezi danym vektorovym
prostorem V, jeho homomorfnim obrazem W a jistou faktorizaci

prostoru V indukovanou homomorfizmem V na V.

Necht je dan vektorovy prostor V, vektorovy prostor W a

epimorfizmus f V na W. Na V definujme binarni relaci = takto:
Va,beV: a~b ¢ f(a)=f(b).
Protoze f je homomorfizmus, miZeme pro kazdé a,beV psat:
arb & f(b-a)=0o & (b-a)eKerf & a=b(mod Kerf),

coz znaci, Ze relace = je rovna jiZz zavedené relaci =(modKerf), a

proto existuje pravé jedna bijekce g:V/Kerf-W tak, Ze

og:f, (16_1)

v
Kerf

tj. nasledujici diagram komutuje
14
V—— V/Kerf

£l g

11)Bud'te dany mnoziny V, W a surjekce f:V-W. Definujeme-1i rela-
ci = na V vztahem
VYa,belV: a~b & f(a)=f(b)
a oznac¢ime-1li v:V-V/~ prirozené zobrazeni prirazujici kazdému a€V
tfidu dle ekvivalence = uréenou prvkem a, pak existuje praveé
jedna bijekce g:V/=~ - W tak, zZe
veg=rf.



11.7. FAKTOROVY VEKTOROVY PROSTOR 153

Zjistéme nyni, zda je zobrazeni g homomorfizmus.

Oznacme K=Kerf a uvazujme libovolnou linearni varietu x+KeV/K Pak
zirejmé x+K=v(x), a tudiz s ohledem na (16—1)12h

g(x+K)=f(x). (16-2)

Zvolme nyni dvé libovolné variety a+K, b+K. Pak mlUZeme pséat:

(a) (b)

g( (a+K)+(b+K)) = g((a+b)+K) = f(a+b)(§)1"(a)+f(b)(g

)g(a+K)+g(b+K),

pridemz v rovnosti (a) jsme uzili (12-1), v rovnostech (b), (d)

relaci (16-2) a v rovnosti (c) faktu, Ze f je homomorfizmus.

Analogicky bychom ukdzali, Ze pro libovolné a+K a teT plati:

g(t(a+K))=tg(a+K).

Z predchoziho je tedy patrno, Ze v je homomorfizmus a

jednoznacné urcena bijekce g je izomorfizmem.

Uvazime-1i, Ze neni-li f epimorfizmem V na W, zUstava epi-
morfizmem V na Imf<W a g, které je tedy izomorfizmem V/Kerf na
Imf, je monomorfizmem V/Kerf na W, pak odtud a z véty o homo-
morfizmu mnozin dostavame tzv.vétu o homomorfizmu vektorovych

prostoru:

16.Véta Bud'te V, W vektorové prostory. Pak ke kazZdému homo-
morfizmu f:V-W existuje pravé jeden monomorfizmus g:V/Kerf do W
tak, Ze f=vaT°g.

Je-1li f epimorfizmus, je g izomorfizmus.

Kazdy homomorfni obraz vektorového prostoru V je izomorfni
jisté faktorizaci prostoru V. Uvazujme-1li obracené 1libovolnou
faktorizaci V/K, pak zrejmé V/K=ImVK.

Z véty 16 tudiz plyne:

'®yneni treba ovérovat, zda hodnota g(x+K) nezavisi na volbé
reprezentanta variety x+K, nebot to zaruluje pfimo véta o homo-

morfizmu mnozin.
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17.Dasledek MnoZina homomorfnich obraza daného vektorového
prostoru je az na izomorfizmus rovna mnoziné jeho faktorizaci dle

jednotlivych jeho podprostoru.

Zabyvejme se nyni dimenzi faktorového vektorového prostoru

V/K. Jak jsme jiz zminili, je V/K=Iva, tudiz dle véty 2.9

dimV/K=dimV—dimKervK.
Vysetreme nyni KervK"

xeKervK & VK(x)=o+K(%)x+K=o+K(g)

xe<K,
coz znaci, ze
dimKervK=dimK.
Pritom v ekvivalenci (a) jsme uzili definici (15-1) a v (b) pak
vétu 11.(2).

Plati proto tato véta:

18.Véta Bud din vektorovy prostor V a jeho podprostor K. Pak
plati

dimv/K = dimvV - dimK.

Naleznéme nyni nékterou bazi faktorizace V/K. Polozme n=dimV,
k=dimK.

UvaZzujme libovolnou lin.varietu x+KeV/K.
Bud B=<ef...,en> baze prostoru V. Pak vektor xeV lze psat ve

tvaru

i=1

a tudiz pro zvolenou varietu (uzitim prirozeného homomorfizmu Vk)

. .13
dostavame " ):

13)k témuz vysledku lze pochopitelné dospét 1 primo, bez uzitil

prirozeného homomorfizmu
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n n n
x+K=VK(X)=VK(izlxiei)=1zlxivK(ei)=121Xi(ei+K)'

Odtud je patrno, Ze mnozZina variet
g={(e_ +K),..., (e +K)}
1 n

je mnozinou generatort prostoru V/K.

Jsou-11 nékteré 2z variet v mnoziné ¥ nulové, obdrZzime jejich
vynétim opét mnozinu generatort prostoru V/K.

Pritom z véty 18 plyne, 2e baze prostoru V/K je (n-k)-Clenna.
Nabizi se proto zvolit bazi B tak, aby pravé k z variet mnozZiny G
bylo nulovych, nebot pak jejich vynétim z & obdrZzime primo bazi
faktorizace V/K. Uvédomime-1i si, Ze nuloveou je pravé ta varieta,
jejiz reprezentant ndlezi K (viz véta 11.(2)), stadi zkonstruovat
bazi B jako doplnéni baze K na bazi V. Plati tedy evidentné

nasledujici véta:

19.vVéta Bud dan vektorovy prostor V a jeho podprostor K.

Bud’ <e1,...,e k> libovolny systém vektort s Vlastnostil4)
e
V=[e ,...,e JeK
1 n—-k
Pak <e1+K,...,en_k+K> je bazi faktorového vektorového prostoru V/K.

20.Poznamka Zavérem ukazme jednu geometrickou interpretaci
faktorizace: Mame-1i dan vektorovy prostor V, mlZeme pomoci

faktorizace vybudovat afinni prostor «(V) takto'>):

® body afinniho prostoru (V) budeme rozumét pravé vsSechny

jednoprvkové podmnoziny ve V,
® za zaméfeni afinniho prostoru A(V) vezmeme vektor.prostor V,

e vektor rovny rozdilu bodd {a} a {b} z A(V) definujeme relaci

14)jinak reCeno, Jje-1li <e ..,e > libovolnad baze K, jsou
n

n-k+1’ "

vektory <e1,...,e k> témi, které ji ve smyslu Steinitzovy véty
n-

dopliiuji na bazi prostoru V

) viz napt. [2]
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{b}-{a}t=b-a.
Pak se snadno ukdze, Ze m-rozmérnym afinnim podprostorem urce-
nym bodem {a} a zamérenim KccV, dimK=m, bude linedrni varieta

a+K'®).

Priklad A

Ve vektorovém prostoru V4 je dan podprostor K=[u,v] a vektor
x€V. Stanovte dimenzi faktorprostoru V/K a naleznéte alespon
jednu jeho bazi a dale stanovte souradnice variety x+K v této

bazi, je-1li ve zvolené bazi'") prostoru V dano:
{ur=01,2,1,1), {v}i=(2,0,0,1) a {x}=(1,-2,2-1).
Resgeni:
JelikoZz u,v jsou linedrné nezavislé, je dimK=2, a tudiz dle

véty 18 obdrzime:

dimV/K=dimV-dimK=4-2=2.

Pro konstrukci nékteré baze prostoru V/K uzijeme véty 19 - je
treba vektory wu,v doplnit ve smyslu Steinitzovy véty na bazi
prostoru V, coz lze napr. uc¢init vektory e €, Pro néz:

{e1}=(0,0,1,0), {e2}=(0,0,0,1],
(presvédcCte se o linearni nezdvislosti vektoru u,v,el,ez!).
V souladu s vétou 19 je tedy
€=<e1+K, e2+K>

bazi prostoru V/K.

Varieta x+K, jakozto vektor vektorového prostoru V=V/K, bude
mit v bdzi € souradnice (X1’X2)’ pravé kdyz
x+tK=x (e +K)+x (e +K).
1 1 22
neboli (uzitim definic souc¢tu a skalarniho nasobku variet)
x+K=(x e +x e )+K,
11 7272

coz je ekvivalentni s

16 . 5 oy “ < . -
) tedy napr. mnozina pr'imek o smérovém vektoru s je mnozina va-

riet V/[s] a podobné.

17)nebudeme ji pro jednoduchost nijak oznacovat
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x-(x e +x e )eK,
11 22 18
coz - uvazime-1i, Ze K=[u,v], lze ekvivalentné psat }:
X=X € +¥X e +X u+x v.
171 72273 4
Prihlédneme-1i k souradnicim jednotlivych vektorl, je tato relace

ekvivalentni soustavé linedrnich rovnic maticové zapsané takto:

0012 1
0020 (-2
1010 2|’
0111 {-1

X =3, x=-1, x=-1, x =1,
,,,,,, 1 2 3 4

, Ze {x}€=(3,—1L

¢
[y

cozZ zna

18)to mimochodem primo plyne z odvozeni véty 19, z cviénych

divodl se zde vsak na to neodvolavame
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8. Dudlni vektorovy prostor

Uvadzime-1i, zZe kazdé komutativni téleso T je soulasné 1-roz-
mérnym vektorovym prostorem (T,+,T,-), je opravnénd nésledujici

definice:

1.Definice Bud V vektorovy prostor nad T. Pak
(1) vektorovy prostor Hom(V,T) nazyvame dudlni vektorovy pros-

tor prostoru V a znacime V,

(2) kazdy prvek f z ' nazyvame linedrni forma na V.

2.Umluva V této kapitole budeme symbolem V oznadovat n-roz-

mérny vektorovy prostor (V,+,T,-).

3.Poznamky

® Linedrni formou na V je tedy kazdé =zobrazeni f£:V-T s
vlastnostmi:

(1) VYu,veV: f(u+v)=f(u)+f(v),

(2) Vuev,VteT: f(tu)=tf(u).

~

e Dudlni vektorovy prostor V je mnozZina pravé vSech linedrnich
forem na V gpolu se s¢itdnim linedrnich forem a nasobenim line-

arni formy skaldrem z %)

® S pojmem linedrni forma se setkdvame i v teorii polynomﬁzo),
kde je chapan jako homogenni polynom stupné 1 (coz je pristup
historicky starsi). Jak uvidime, je linedarni forma préavé takové
zobrazeni V-T, jehoZ analytické vyjadreni v nékteré (a pak v kaz-

dé) bazi je homogennim polynomem stupné 1 (tedy linedrni formou

19 C i s . . . N . .
) toto s¢iténi, resp. nasobeni, se prirozené nemusi znova defi-

novat, nebot je jiZ na ¥om(V,T)=V definovano v kapitole 3.

)y viz napr., [14]
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ve smyslu teorie polynoml), kde neurc¢itymi jsou souradnice vek-

toru z V.°h)

Protoze linearni forma je zvlastnim pripadem homomorfizmu, je
celd rada jejich vlastnosti pouze specializaci téchto znamych pro
homomorfizmy obecné a popsanych v predeglych kapitolach. Uvedme
jen nékteré z nich (vyhledejte k nim prislusnd obecna tvrzeni

teorie homomorfizma!).

4.Véta Bud V vektorovy prostor. Pak plati:

dimV=dimV. |*?)
5.Véta Ke kazdé bazi B=<uf...,u > vektorového prostoru V a
n
kazdé usporiadané n-tici (al,...,a ) skaldra z T existuje prdvé
n

jedna linearni forma f na V s vilastnosti

f(u)=a_, i=1,...,n.
1 1

6.Poznamka Pokud jde o volbu baze T jakozto vektorového
prostoru, budeme implicite predpokladat, Ze bazi je <1>23).
Matici linearni formy f vzhledem k bazi B budeme tedy znacit

jen (f,B)%%).

21)podobné je situace napr. u forem bilinearnich
22)plati tedy, ze Vav, Vyznacény izomorfizmus najdeme pozdéji.
23)tedy pro souradnice libovolného x z T plati: {x}=x.

24)pf‘itom zrejmé je-1i £=<u1,...,u >, plati:
n

a
(£,B)= | :'|eT? kde a =f(u ), 1=i=n.
. 1
a

n
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7.Véta Bud f linedrni forma na V a B bdze prostoru V. Pak pro

kazdy xe€V plati:

f(x)={x}ﬂ(f,@),

neboli:

je-1i {x}_=(x_,...,x ) a B=<u_,...,u >, pak pro f(x) plati:
B 1 n 1 n

f(x)=a x +...+a x ,
11 nn

kde a =f(u ), 1=is=n.
1 1

8.Véta Dualni vektorovy prostor Gn je izomorfni s aritmetic-
kym vektorovym prostorem T

Je-1i B bdze prostoru V, pak je zobrazeni HB definované relaci

YFeV: Hg, (£)=(f,B).

. . 2 < n
izomor fizmem vektorového prostoru V na T .
n

Linearni forma f je nulova, pravé kdyz h(f)=0 (proc¢?). Forma f
je tedy nenulova, pravé kdyz h(f)#0, neboli h(f)=1. Z véty 2.9
tedy plyne:

9.Véta Bud f linedrni forma na V. Pak plati:
(1) f=o0, pravé kdyz Kerf=V,
(2) f#o, pravé kdyz dimKerf=n-1.

Nenulové linearni formy jsou tedy pravé ty, jejichz jadra jsou
vektorovymi nadrovinami ve V. Jaky je vztah mezi formami, jejichz

v -

jadra jsou ve vztahu inkluze, vyTeSime pozdéji (véta 17).
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V kapitole 3. byla zavedena vyznalnd baze prostoru homomor-
fizma (viz relace (3.6-2)).

Bud B=<ef...,en> baze prostoru V. Pak vzhledem k tomu, ze
m=dimT=1, bychom dle citované relace obdrzeli systém linearnich
forem ell,...,en1 definovanych takto:

Vi, 1=i=n, eil(ek)=61k1, k=1,...,n.
Dvoji indexace se zde stava zbytednou. Zavedme proto k bazi B

systém linedrnich forem <e1,...,e > definovanych relaci
n

Vi,1<i=n: e (e )=8 , k=1,...,n, (10-1)
i k ik

ktery tvori bazi prostoru V.

Jsme tudiZz opravnéni vyslovit tuto definici:

10.Definice Bud B=<e1,...,e > baze prostoru V. Pak systém line-
n
arnich forem <e1,...,e > definovanych relaci (10-1) budeme nazyvat
n

bdze prostoru V dudlni k bazi B a oznadovat symbolem B.

Bud B baze prostoru V, ¥ baze prostoru V. Naskyta se otazka,
kdy bude & dudlni bazi k B, tj. kdy nastane F=B8.
Oznacme B=<e ,...,e >, F=<f ,...,f >
1 n 1 n
Uvazime-1i, Ze pro rovnost dvou forem je nutna a stadi rovnost
jejich hodnot na nékteré bazi (vhodné bude uzit pravé bazi B),
mQZeme pro i=1,...,n psat:

f =e o Vk,1=k=n: f (e )=e (e ) & Vk,1l=k=n: f (e )=5 ,
i i i k i k i k ik

kde jsme v druhé ekvivalenci uzili relace (10-1).

Plati tedy tato véta:

11.Véta Bud B=<e1,...,e > bdze prostoru V, ?=<f1,...,fn> baze
n

prostoru V. Pak je bdze ¥ dudlni bazi k badzi B, pravé kdyz

Vi, l=i=n: f.(ek)=8. , k=1,...,n.
1
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Zkoume jme nyni vztah mezi matici prechodu mezi bazemi pros-
toru V a bazemi k nim dudlnimi.
Bud'te B=<e1,...,en> a €=<u1,...,un> baze prostoru V a sestrojme k
nim baze dualni.
Spoctéme pro libovolné i,k=1,...,n hodnotu gk(ui) jak s vyuzitim

matice prechodu mezi bazemi B a €, tak i bazemi B akt.

Oznacme prislusné matice prechodu takto:
(B,6)=(a_), (€,B)=(b ),
ij ij

coz znaci:

n
u = z a_ e , l=i=n, (12-1)
i Loi

n
e = z b u, 1=k=n. (12-2)

(i):

k

n n
~ (a)~ (b) ~ (¢) _
e (ui) = ek(.z a e ) = 'Z a e (e ) = z a o = a_ ,

pri¢emz v rovnosti (a) jsme uzili relaci (12-1), v (b) toho, 2ze

e je linearni forma a v (c) relaci (10-1).

(ii):

e (u)

¢ ~ (b) ¥ ~ (c) T ~ (d)
S Z b u)(u) = Z (bkhuh)(ui) = z bkh(uh(ui)) =

pri¢emz v rovnosti (a)} jsme uzili relaci (12-2), v (b) definici
s¢itdni homomorfizmi, v (c¢) definici nasobeni homomorfizmu
skaldarem a kone¢né v (d) relaci (10-1).
Z porovnanim vysledku dle (i) a (ii) dostavame, zZe
bki=aik, 1=i,k=n,

coz zaznamendava nasledujici véta:

12.Véta Bud'te B,G bdze prostoru V. Pak plati:

(8, B)=(B,€)T
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Vétu mlZeme znazornit takto:

v ) e——fL—— &
A
\' B —— ©

Naskyta se prirozena otazka, zda se dudlnimi bazemi vylerpa
celd mnozina bazi prostoru V.
Uvazujme libovolnou bazi ¥ prostoru V a taZme se, zda (a kolik)
existuje baze prostoru V, k niz by dudlni bazi byla bize ¥.
Zvolme nékterou badzi B v V a zkonstruujme k ni dualni bazi B.
Oznacme A=(%,B) (13-1)
a zkonstruujme ve V bazi € tak, aby platilozs)
(B,€)=A".
K bazi € sestrojime bazi dudlni a s ohledem na vétu 12 plati:
(€,8)=A,
co? vzhledem k (13-1) znadi, Ze

F=C.

Dokazali jsme tak nasledujici vétu:

13.Véta KaZda baze prostoru \/ Jje dudlni badzi k pravé jedné

bazi prostoru V.

Z pravé uvedené véty plyne, Ze bazemi ve V jsou pravé ty baze,

které jsou dualni k nékteré bazi prostoru V.

Z véty 3.6 dale plyne dalsi vyznam koeficientd analytického

vyjadreni linedrni formy:

25)jak zndmo, existuje ve V prdvé jedna takova baze ©
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14.Véta Je-1i B baze prostoru V, pak platiZG):

(f,@)=(a1,...,an) & {f}%=(a1,...,a ).

n

Hledejme nyni néktery izomorfizmus V na V:

Zvolme ve V 1libovolné bazi B. Pak oznacime-1li o soustavu

B
souradnic ve V urcéenou bazi B a 0% soustavu souradnic ve V urce-
nou bazi B je

a=0 o0
B B

izomorfizmem V na V (proc?).
Jaky bude jeho funkéni predpis?
Bud aeV. Pak

a(a)=f & (o °o%1)(a)=f & op(a)=ox(f),

B
coz znaci, Ze forma f md v bazi B tytéz souradnice jako vektor a

v bazi B. Pouzijeme-li pro souradnice obvyklé znaceni, dostavame:

15.Duasledek Bud B bize prostoru V. Pak zobrazeni a:V-V defino-

P . 27
vané predpisem )

YaeV: «(a)=f & {f}%={a}B

je izomorfizmem vektorového prostoru V na V.

Bud x vektor z V. Zvolme ve V bazi B=<e1,...,e > a zkonstru-
n
ujme k ni dudlni bazi B. Necht {x}B=(x1,...,X ).
n
Pak mGZeme pro libolvolné i=1,...,n psat:

%) neboli: ve zvolené bazi B ma analytické vy jadreni lin.formy f

tvar f(x)=a x +...+a x ,
11 nn
pravé kdyz f=a e +...+a e .
11 nn
27y . 1. ‘. . . .
}ma-1i vektor aevV v béazi B souradnice (al,...,a ), je mu
n

prirazena lin.forma o analytickém vyjadreni (v téze bazi):

f(x)=a x +...a x .
11 n n
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i

ei(x)=e ( Z xe )2 Z xe (e) = Z X3 = %X,
kde jsme v rovnosti (a) uzili toho, ze ;. je lin.forma a v (b)
1
pak relaci (10-1).

Obdrzeli jsme tak vétu néasledujici, z niz vyplyvd, proé se o

formé e hovorivd jako o i-té souradnicové forme:
1

16.Véta Bud B=<e1,...,e > bdze prostoru V. Pak pro kazdy x z V,
n
{X}B:(X1""’Xn)’ plati:

[ e (x)=x_, lsis=n.
1 1

Uvazujme linearni formy f,g na V. Jestlize existuje ceT tak,
ze g=cf, plati zrejmé, Ze Kerf<Kerg (zduvodnéte!). Je mozZné tuto

implikaci obratit?

Necht jsou tedy f,g lin.formy na V s vlastnosti
Kerf<Kerg (17-1)

(i) jestlize f=o0, je Kerf=V, a tudiZ i Kerg=V, z c&ehoz g=o,
coz znacCi, ze jisté existuje ceT (je zcela libovolné) tak, ze

g=cf.

(ii) necht f#o, tedy dle vé&ty 9 dimKerf=n-1.
Je~1i <€ ,...,e 1> baze Kerf a e vektor doplaujici ji na bazi B
n- n
prostoru V, plati
f(e )#0.
n
Existuje tedy ceT tak, zZe
g(e )=cf(e ). (17-2)
n n
S ohledem na (17-1) plati, zZe
Vi,1l=si=n-1: g(e )=0.
1
V bazi B tedy plati (viz véta 14):
{f}%=(0,...,0,f(e J))
n

(2) }(17—3)
{g}%=(0,...,0,g(en)) = (O,...,O,of(en))=o(0,...,O,f(en)),

pricemz v (a) Jjsme uzili relaci (17-2).
Z (17-3) bezprostredné plyne, Ze
g=cf.
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Plati proto véta nésledujicizs)

17.Véta Bud'te f,g linedrni formy na V. Pak plati, Ze Kerf<Kerg,

pravé kdyz existuje cel tak, Ze g=cf.

Je-1i dan vektorovy prostor V nad télesem T, muZeme sestrojit
prostor V k nému dualni. Protoze V je vektorovy prostor, muzeme
opét sestrojit prostor k nému dualni, tj. 6. Prvky prostoru v
jsou linearni formy na v, tedy zobrazeni VT, které kazdé
linedarni formé na V priradi skalar z T.

Naskytad se otazka, jaky je vztah mezi prostory V a V. Je zrejmé,
ze maji touz dimenzi (pro&?), a tudiz jsou izomorfni. Pokusme se

nyni néktery izomorfizmus V na V zkonstruovat.

(i) Zvolme néktery ueV a definujme zobrazeni

ALY } (18-1)
VieV: 3u(f)=f(u).

Evidentné 3, je homomorfizmem V+F, tj. linearni formou na V (o-

vérte!).

(ii) Snadno se presvédcdime, Ze

Yu,veV: 3

(u+v)_ u

YueV,VteT: 3wy

3. V-V, } (18-2)
3(u)=3u

coz znaci, Ze zobrazeni

je homomorfizmem.

VySetreme, zda je monomorfizmem, nebot pak vzhledem k rovnosti
dimenzi V a ¥ bude jiz izomorfizmem (viz dusl. 2.10).
Uvazime-11i veV, v#o, je treba ukdzat, ze 3JI(v), tj. zobrazeni 3v,

~

je nenulova forma V-T - hledéme tedy element z V, tj. linedrni

28)zaregistrujme, ze f=cg neni ekvivalentni KerfcKerg (uvazte

napr’ g=o#f!)
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formu na V, kterda by se na v neanulovala. K tomu ovsem staci vek-
tor v doplnit na bazi ¥ prostoru V:
V=<v,v ,...,v>
- 2 n
a sestrojit dudalni bazi V. Pak plati s ohledem na (10-1) a (18-1):
0¢1=;(v)=3v(;)
coZ znadéi, Ze Ker3={o}.

Plati tedy véta nasledujici:

18.Véta Bud V vektorovy prostor. Pak zobrazeni 3:v»$ definované

relaci (18-2) je izomorfizmem vektorovych prostort.

19.Poznamka Pokud bychom pro kazdé ueV ztotoznili u s 3I(w),
platilo by

2

v=V.
O této vlastnosti se hovori jako o reflexivité vektorového pros-

toru V.

Priklad A
Necht je dan vektor.prostor V3 a linedrni formy f&,fz,f3 na
tomto prostoru. Rozhodnéte, zda ?=<f1,f2,f3> Jje bazi prostoru V a
v kladném pripadé naleznéte bazi € prostoru V, k niz je baze ¥
dualni, je-li ve zvolené bazi B prostoru V dano:
f (x)= x +2x
1 1 2
f(x)= X - %X+ X
2 1 2 3
f (x)=2x + %x_.
3 1 2
Reseni:
Mnozina ¥ bude bazi prostoru V, pravé kdyz budou formy fl’fz’
f3 linearné nezavislé. Uvazime-1li, Ze v souladu s vétou 14 plati:
{fl(x)}§=(1,2,0), {fz(x)}%=(1,—1,1), {fa(X)}§=(2’1’O)’

budou zkoumané formy linearné nezavislé, pravé kdyz
120
h|l 1-1 1 |=3,
10

S ohledem na vétu 11 bude €=<cl,cz,c3> bazi dualni k bazi ¥,

AN

coz snadno ovérite.

pravé kdyz
f (ec)=8 , i,k=1,2,3.
ik ik
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(c ,c ,c ), k=1,2,3,

Oznadime-1i {c }=
k' B k1’ k2’ k3

je predchozi relace ekvivaletni néasledujici soustavé linedrnich

rovnic:
1 pro k=1
ck1+20k2 =¢ 0 pro k=2
0 pro k=3
0 pro k=1
S k2+ck3= 1 pro k=2
0 pro k=3
0 pro k=1
20k1+ck2 ={ 0 pro k=2
1 pro k=3,
jejiz reseni zapiseme maticové:
k=1 k=2 k=3 kT1 k=2 k=3
1201 1]0]o0 100 ]-2]0 | 2
3 1
1-1 1 0 1 0 - 010 — 1 0 -1,
3 3
210 0 0 1 001 1 1 -1
coZ znaci:
1 2 2 1
{Cl}@—(-?,—a—, 1), {CZ}@_(O’O’l)’ {Ca}@—(?,—'a—,“l).

Nalezeni baze € je moZné res$it i jinak - napr. uzitim véty 12.
Jak jsme jiZz uvedli, mlZeme psat:
{f1(x)}%=(1’2’0)’ {fz(x)}%=(1,—1,1), {fg(x)i%=(2,1,0),
coz znaci, Ze znéme matici prechodu od bdze B k G:
o 120
(B,€)=| 1-1 1
220
Souradnice hledanych vektoru €,»C,,C, tvori radky matice prechodu
(B,6), pro kterou dle citované véty plati:

5 o =1, T

(B,€6)=((8B,€) ).
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9. Princip duality ve vektorovych prostorech

9.1 Anihilatory na vektorovych prostorech

1.Definice®’)
(1) Bud UsV. Pak anihildtorem podmnoZiny U prostoru V rozumime

mnozinu oznadovanou A(U) a definovanou takto:

A(U)={feV; V¥xeU: f(x)=0}.

~

(2) Bud KeV. Pak anihilétorem podmnoziny K prostoru V rozumime

mnozinu oznacovanou A(K) a definovanou takto:

A(K)={xeV; VfeK: f(x)=0}.

Primo z definice 1 plyneao)

2.Véta
(1) Bud'te S,UcV. Pak plati:

ScU = A(U)SA(S).
(2) Bud'te K,L<V. Pak plati:

KSL » A(L)SA(K).

UvaZzujme nyni USV a necht f,g jsou linearni formy na V

nalezici A(U). Je-1i x libovolny vektor z U, pak mUZeme pséat:

29, .. - . f . . ..
) miZzeme se téz setkat s pojmenovanim anuldtor mnozZiny

) v této vété nelze obecné nahradit implikace ekvivalencemi.
Uvazme napr. situaci, kdy U={a}, S=[al, a#o0. Pak zrejmé A(U)=A(S),
tedy A(U)SA(S), avsSak Se¢U.

Jsou-1i uvadéné podmnoziny soucasné podprostory, bude situace

jina - viz veétu 9.
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(f+g) (x)=f (x)+g (x) ‘2’ 0+0=0,

coz s ohledem na def.l1 znadi, Ze f+g taktéz nalezi A(U).

Pritom v rovnosti (a) jsme vyuZili, Ze f,geA(U).

Podobné bychom ukazali, ze pro libovolné teT obsahuje A(U) s
kazdou formou f i formu tf (provedte!).

Ukédzali jsme platnost nasledujici véty (pripad KV prenechavame

¢tenari).

3.Véta
(1) jestlize USV, pak A(U) <V,
(2) jestlize KQV, pak A(K)ceV.

UvazZujme nyni pripad, kdy podmnoziny, k nimz sestrojujeme ani-
hilatory, jsou soulasné podprostory prislusnych vektorovych pros-
tort a zabyvejme se vztahem mezi dimenzi podprostoru a dimenzi

jeho anihilatoru.

(i) Bud Ucev, w,.eu > necht je bidze U. Tuto lze doplnit na

bazi B prostoru V

n
Zrejmé pro vektor x z V, x=2 x.u, plati:

x€eU & x  =...=x =0. {4-1)
k+1 n
Pak pro linearni formu f na V mlzZeme psat:
k
rea(v) ‘& vxeu: f(x)=o‘€>’\1x1,...,xke1r: f(Z % u )=0'&’
1 1
i=1
¢ (d)
& Vx ,...,x €T: z X f(u )=0"& f(u )=...=f(u )=0, (4-2)
1 k = i i 1 k

pricemz v ekvivalenci (a) jsme uzili definici anihilatoru, v (b)
pak relace (4-1), v (c) vétu 1.11. V kroku (d) je implikace ,&"
evidentni a implikaci ,=2" ziskame postupnou volbou
. = 0,...,0), sy =(0,1,...,0), ....,
(xl, ,Xk) (1, ) (X1 Xk) ( )

(x,...,x)=(0,0,....,1).
1 k

Vysledek (4-2) za pouziti véty 8.14 znaci, Ze lin.forma f nalezi
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do A(U), pravé kdyz pro jeji souradnice v bazi B plati:
{f}%=(0,”.,0,akd,...,anL

kde a ,...,a €T jsou libovolné.
k+1 n

Odtud bezprostredné plyne tvrzeni (1) ve vété 4.

(ii) Bud KegV, g8 necht je baze K. Tuto lze doplnit
na bazi ¥ prostoru V

§=<g1,...,gk,gk+1,...,g“>.

n
Pro linearni formu f na V, f=z a g , zrejmé plati:
1 1
i=1

feK 6 a =...=a =0. (4-3)
k+1 n
Pro vektor x z V miZeme psat (analogicky jako v odst.(i)):
k
x<A(K) & VfeK: £(x)=0 & Va,...,a <T: () a g )(x)=0 o
1 1
i=1
K
© Va,...,acT: .zlaigi(x)zo & g (x)=...=g (x)=0. (4-4)
i=

Zvolme nyni ve V bazi B, k niz je dudlni bazi baze ?31) a jejiz

existenci zarucduje véta 8.13. Pak s ohledem na (4-4) pouzZitim
véty 8.16 dostavame, Ze vektor x nalezi A(K), pravé kdyz pro jeho
souradnice v bazi B plati:

{x}B=(O,...,O,x L. ,X ),

k+1 n

kde x ,...,x €T jsou libovolné.
k+1 n

Odtud bezprostredné dostavame tvrzeni (2) nasledujici véty:

4.Véta Bud'te UscV, KecV. Pak plati:
(1) dimA(U)=dimV-dimU,
(2) dimA(K)=dimV-dimK.

Z (4-4) rovnéz plyne:

5.Véta Bud K<<V, K=lg ,...,g . Pak plati:

AK)= [ Kergi.

1=i=k
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Zabyvejme se nyni vztahem mezi mnozinou UsV a A(A(U)), coz je
podprostor rovnéz ve V. Zvolme x€U. Pak mazeme psét32):
x€U = VfeA(U):f(x)=0 = x<€A(A(U)),
plati tedy USA(A(U)). (6-1)
Je-1i U libovolny podprostor ve V, pak dle véty 4 dostavame:
dimA(A(U) )=dimV-dimA(U)=dimV-(dimV-dimU)=dimU,
odkud za pouziti (6-1) plyne, Ze
A(A(U))=U. (6-2)

Analogicky bychom postupovali pro mnozinu, resp. podprostor, ve V.

Plati proto véty nasledujici:

6.Véta Bud'te USV a K<V. Pak plati
(1) USA(A(U)),
(2) KsA(A(K)).

7.Véta Bud'te UccV a KecV. Pak plati
(1) a(A(U))=U,
(2) A(A(K))=K.

Odtud ihned plyne>):

8.Dasledek Kazdy podprostor ve v, resp. ve V, je anihildtorem

~

prave jednoho podprostoru ve V, resp. ve V.

Z véty 7 a véty 2 dostavame (promyslete si!):

¥y v obou implikacich se uzije definice anihilatoru

33 , Yy so . v s . c1sq s
) zobrazeni, prirazujici kazdému podrostoru ve V jeho anihilé-

tor ve G, je tedy s ohledem na vétu 2 antiizomorfizmem mnozin

podprostora ve V a ve v uspordadanych inkluzi.
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9.Véta
(1) Budte S,USSV. Pak plati:

ScU & A(U)SA(S).
(2) Budte K,LccV. Pak plati:

KeL & A(L)<A(K).

Jaky vyznam ma podprostor A(A(U))?
Bud W libovolny podprostor ve V, pro né&jz:
USWSA(A(U)). (10-1)
UzZijeme-1i vétu 2, obdrzZzime:
ACU)2A(W)2A(A(A(U))).
Dle véty 3 je A(A(U)) podprostorem ve V, a tedy uzitim véty 7
odtud plyne:
A(U)2A(W)24(U),
coz ovdem znadi, Ze: A(U)=A(W),
odkud (opé&t dle 7) plyne:
W=A(A(W))=A(A(U)).
S ohledem na (10-1) to znamena, ze A(A(U)) je nejmensi podprostor
obsahujici mnozinu U - je tedy jejim linedrnim obalemn.
Odvodili jsme tak nasledujici vétu (tvrzeni (2) je trivialnim
dasledkem (1) (proc&?).

Tvrzeni (3) a (4) se dokézi analogicky (provedte).

10.Véta Bud'te USV a KcV. Pak plati:
(1) A(A(U))=[U],

(2) MU)=A([UD)?),

(3) A(A(K))=IK],

(4) AK)=ACIKI]).

34)jaké je tedy dimenze A(U)?
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35

).

Vlastnosti anihilatord dopliuje nasledujici véta

11.Véta Bud'te U,WceV a K,LQSV. Pak plati:
(1) A(U+W)=A(U)NA(W),
(2) A(UNW)=A(U)+A(W),
(3) A(K+L)=A(K)nA(L),
(4) A(KnL)=A(K)+A(L).

Dakaz:
Ad (1):
(i) Protoze U,WsU+W, dostavame z véty 2:

A(U+W)ISA(U) A A(U+W)SA(W),

coZ znadi, Ze AU+WIS(AUINA(W) ).
(ii) necht feA(U)nA(W). Pak
YueU, YweW: f(u)=Ff(w)=0. (11-1)

Uvazime-1i libovolné zeU+W, tj. z=u+w,ucU,weW, pak
£(z) = flurw) ‘2 rw)+rw) ‘®o+0 = 0,
coz znaci, ze feA(U+W),
a tedy (A(UINA(W))SA{U+W).
pritemz v rovnosti (a) jsme uzili vlastnost linedrni formy a v (b)

pak relaci (11-1).

Tim je tvrzeni (1) dokazano.
Ad (3): Tvrzeni se dokdZe analogicky jako (1).

Ad (2):
Protoze jiz vime, Cemu je roven prunik anihildtort podprostori ve
V (viz tvrzeni (3)), poloZzime
K=A(U), L=A(W), (11-2)
nactez mizeme psat:
auaw) ‘2 aa®Ina L)) P amr)) ‘L reL Y awyram,

&imz je tvrzeni (2) dokézano.

35)je ji mozno rovnéz odvodit z poznamky pod carou k disledku 8.
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Pritom v rovnostech (a) a (d) jsme uzili relaci (11-2), v (b) tvr-

zeni (3), v (c) pak vétu 7.

Ad (4): Tvrzeni se dokazZe pomoci (1) analogicky jako (2). [ ]
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9.2 Princip duality ve vektorovych prostorech

Bud J tvrzeni teorie vektorovych prostord o podprostorech
jistého vektorového prostoru V, které obsahuje podprostory,
jejich dimenze, inkluze mezi podprostory, prunik podprostoru a
spojeni podprostorti. Pak toto tvrzeni plati i o podprostorech
dudlniho vektorového prostoru \ (jde prece o prostor nad tymz
télesem a téZze dimenze, tedy izomorfni). Ke kazdému z uvedenych
podprostort ve V miZeme sestrojit jeho anihilator, tedy podpros-
tor ve V. Pro takto ziskané podprostory bude tudiz platit tvrzeni
oznacované %, které z tvrzeni 7 (s ohledem na véty 4, 9 a 11)
ziskadme tak, ze:

(1) dimenzi k kaZdého =z podprostord nahradime rozdilem
(dimV-k),

(2) inkluzi nahradime inkluzi obrécenou,

(3) prinik podprostort nahradime jejich spojenim a

(4) spojeni podprostort nahradime jejich prunikem.

Plati proto véta nasledujici, nazyvand princip duality (je
vetou o vétach dané teorie, tedy tzv. metavétou). Jeho vyznam je
v tom, Ze dokdZeme-1li tvrzeni 7, méme zarucenu platnost i tvrzeni
§} a vzhledem k tomu, ze §=3; tak mame-1i dokazano 5, mame

o . P 36
zaruCenu platnost i tvrzeni J. )

12.véta Bud 9 tvrzeni teorie vektorovych prostori, které obsa-
huje podprostory, Jjejich dimenze, Iinkluze mezl podprostory,
prunik podprostori a spojeni podprostoru. Pak tvrzeni q
zkonstruované z J postupem uvedenym vySe je rovnéz tvrzenim

teorie vektorovych prostora.

3%y tento princip je algebraickym zdkladem platnosti napt. prin-

cipu duality v projektivni geometrii
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13.Definice Tvrzeni J dle predchozi véty se nazyva tvrzeni

dudlni k tvrzeni 7.

Priklad A
DokaZte uZitim principu duality platnost nasledujiciho tvrze-
ni: Pro kazZdé tri podprostory U,W,Z vektorového prostoru plati:
Z+(UnW) S (2+U)Nn(Z+W) .
Reseni
Duadlni tvrzeni k dokazovanému tvrzeni zni:
T: 2n(U+W)2(2nU0)+(Z2nW) .
Zrejmé plati (proc¢?):
(ZnU) < (Zn(U+W)), (ZnW)<s(Zn(U+W)),
odkud vzhledem k vlastnosti souctu podprostoru
(2nU)+(ZnW) €Zn (U+W),

¢imz je dokazana platnost tvrzeni 7. S ohledem na princip duality

plati tézZz tvrzeni ¥, coz je tvrzeni dokazované.
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