Priklady z Linearni algebry 1

Je-li zadani formulovano slovy najdéte zzx (parametr, homomorfizmus, projekci, teSend, zdvislost,
apod.) dangch vlastnosti — tj. hledany objekt je uveden v ¢isle jednotném, je tfeba najit vzdy vSechny
takové objekty, pokud zadani vyslovné nefika, ze staci najit jen jeden (tj. napi. najdéte nékterou bdzi).

Pro vSechny piiklady plati, ze soucasti feseni musi byt vzdy zdivodnéni postupu. Uvadéjte vzdy i
vSechny pomocné vypocty.

1

Necht pro libovolnd redln4 ¢isla a, b plati
aOb=a+b+1, aAb=a+ b+ ab.
Dokazte, ze
1. (R, 0O) je abelovska grupa;

2. (R, A) je abelovska pologrupa s neutrdlnim prvkem, kterd ale neni grupou.

2

Zjistéte, je-li nasledujici uspofddana trojice okruhem. Pokud se jedna o okruh, zjistéte jeho vlast-
nosti (komutativnost, existenci jednotkového prvku, existenci netrividlnich délitelt nuly, je-li oborem
integrity, popf. télesem):

1.

SO S A

3

Zjistste (a zdtivodnéte), je-li okruh Zg = (Zg, B, ®), kde Zg = {0,1,2,3,4,5} a operace & a ® jsou
dény tabulkami

@0 1 2 3 4 5 ®[0 1 2 3 4 5
0j0 1 2 3 4 5 0j]0 0 0 0 0 O
111 2 3 4 5 0 170 1 2 3 4 5
212 3 4 5 0 1 210 2 4 0 2 4
313 4 5 0 1 2 310 3 0 3 0 3
414 5 0 1 2 3 410 4 2 0 4 2
515 0 1 2 3 4 510 5 4 3 2 1

oborem integrity, popr. télesem.
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Vypocitejte determinant

5 9 2 7 2 -5 4 3
4 -5 =3 2 3 —4 7 5
Y 13 05 1 -4 P4 9 8 3
5 4 3 5 -3 2 -5 3
5%
Vypocitejte determinant matice H:
1 1 1 1
110 0
o= (1 0 1 0
1 00 1

6

Uréete vSechny hodnoty A € R, pro které je vektor ¢’ linedrni kombinaci vektoru w1, Uz, Us3:
a) i1 = (3,2,5), o = (2,4,7), us = (5,6, ), 4g = (1, 3,5)
b) @ = (4,4,3), ia = (7,2,1), 45 = (4,1,6), 42 = (5,9, \)
c) i = (3,2,6), iz = (7,3,9), us = (5,1,3), 45 = (A, 2,5)

7

Vysetiete linearni zavislost ¢i nezévislost nasledujicich vektord prostoru R™ v zavislosti na parametrech
a, b, c, d.

a) a1 = (a,b,¢,d)
ds = (b, —a,d, —c)
ds = (¢, —d,—a,b)
dy = (d,c,—b,—a)

s = (a,4,2)
c) ¢ =(1,1,1)
Co = (1,a,1)
3 = (2,2,a)
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Najdéte dimenzi linedrniho obalu mnozin vektord uvedenych v predeslém cviceni v zavislosti na para-
metrech.

9

Zjistéte dimenzi a najdéte né€kterou bazi priniku W; N Ws jestlize:

a) Wi =1(1,2,0,0),(1,0,0, =1)], W2 =[(0,1,1,0), (1,1, =1,1)];
b) Wi =[(1,2,3,4)], W2 =[(1,5,1,2),(1,1,2,3)];
c) W, =1(1,0,2,-3),(3,2,1,-5),(—1,2,1,-2)], W» =1[(-3,0,2,0)];
d) Wy =[(3,1,5,4),(2,2,3,3)], Wo =1[(1,-1,2,1),(1,3,1,2)];
e) Wi = (5, ,3),(1,-3,8,2), (2,6, —16,—4)], Wy = [(9,17,-10,4)].
10
Uréete dimenzi a najdéte nékterou béazi sou¢tu podprostortt v R* generovanych po fadé vektory
=(1,1,1,1),d2 = (1,-1,1,-1),d3 = (1,3,1,3)
a vektory
01 = (1,2,0,2),02 = (1,2,1,2),03 = (3,1,3,1).

Rozhodnéte, zda vektory &, ¢ nalezi souctu téchto podprostort; ¥ = (1,4,0,2), ¥ = (1,1,1,0) .

11

Ve vektorovém prostoru R? jsou dany vektory @ = (2,0,1), ¥ = (3,1,3) a vektor & = (1,1,0). Najdéte
nékteré vektory e, €3 dopliiujici vektor &; na bazi B = (€}, €3, €3), v niz bude platit:

{i}s = (1,-1,2), {7} = (0,1,1).

12

Urcéete mnozinu feSeni soustavy rovnic

A1+ &+ 8 +8& =1,
S+ A +&+8=1,
G +&+As+8=1,
S1+&+8+ A =1

v zévislosti na parametru \.
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Najdéte obecné feseni soustavy rovnic v zavislosti na parametru .

581 — 382 + 283 + 484 = 3, 281 + 582 + &3 + 3864 = 2,

2) 481 — 28 + 3863 + 76 =1, b) 481 + 682 + 383 + 584 = 4,
881 — 682 — &3 — 584 =9, 481 + 148 + &3 + T8 = 4,

78 — 36 + T8 + 176 = A 261 =36+ 383+ A6 =T,

14
Zjistéte, tvori-li fadky matice

4 2 9 =20 -3
A=11 —-11 2 13 4
9 —-15 8 5 2

fundamentalni systém TfeSeni soustavy rovnic

361 + 48 + 263+ 84+ 655 =0,
561 + 9 + Tés + 484 + 765 = 0,
4861 + 38 — &3 — &4+ 11865 =0,
§1 + 682 + 883 + 58 — 455 = 0.

15
Zjistéte, tvori-li vektor (1,—2,0,1) fundamentélni systém FeSeni soustavy rovnic
S +&+86=0,
26+ & =0,
§&1—& =0.
16
Urcete hodnoty A, pro které ma matice
31 1 4
A4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3
nejmensi hodnost.
17
Vypocitejte hodnost matice
1 X -1 2
2 -1 X b
1 10 -6 1

v zavislosti na parametru A.
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Uréete Ker f a Im f, je-li f: V3 — W4 homomorfizmus dany ve zvolenych bazich matici A.

1 2 3 0
A=(0 1 1 0
-1 2 1 1

Rozhodnéte o jeho injektivité, surjektivité a bijektivite.

19

Urcete Ker f a Im f, je-li f:Vy; — W4 homomorfizmus dany ve zvolenych bazich matici A.

1 2 3 0
010 1
A= 1 3 3 -1
2 3 0 1

Rozhodnéte o jeho injektivité, surjektivité a bijektivite.

20

Urcete Ker f a Im f, je-li f: V3 — W4 homomorfizmus dany ve zvolenych bazich matici A.

1 1 11
A=11 0 2 0
3 2 4 2

Rozhodnéte o jeho injektivité, surjektivité a bijektivite.

21

Pokud k nékterému z homomorfismii v tloze 18 aZ 20 existuje inverzni zobrazeni f~—', najdéte jeho
analytické vyjadreni.

22
Najdéte analytické vyjadfeni homomorfismu f : V3 — W3, je-li dano:
i =(1,2,-1) — f(i;) = (-2,-4,4)

iUy = (—2,0,2) — f(ﬁg) = (4,0, —4)
’lj3 = (3, —1,0) — f(’ljg,) = (—3,2,2)

23

Najdéte analytické vyjadfeni endomomorfismu f : V3 — V3, plati-li pro vektory baze (€}, &, €3) pro-
storu Vjs:
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Budte V, W vektorové prostory. Necht B = (€1, &, ¢€3) je baze prostoru V a C = (51,52,53> je baze
prostoru W. Najdéte analytické vyjadfeni homomorfizmu f: V — W, jestlize plati:

f(er) +2f(e2) = 121 +%52+§53
f(&) + f(€3) = bi+by+2bs
f(€&2)+ f(€3) = ba—bs.

25
Najdéte analytické vyjadieni homomorfismu f : V3 — Wy, je-li dano:
ﬁl = (1717()) f(ﬁl) = (2a171)

iy = (0’172) f(172) = (la LO)

Kolik takovych homomorfizmi existuje?

26
Najdéte analytické vyjadreni projekce f : V3 — Us, je-li dano:
ﬁl = (17172) f(ﬂl) = (03271)

iy = (1,0,1) € Uy

Jedna se o ortogonalni projekci?

27
Zjistéte, zda existuje ortogonalni projekce f : Vy — Us, je-li dano:
i =(2,-1,0,0) f(d1)=(1,0,1,0)
e = (0,0,0,1) € f.

V kladném piipadé ji najdéte a napisté jeji analytické vyjadreni.

28
Je dan endomorfismus f prostoru Vj analytickym vyjadfenim:
2 1 1
Y1 =30 + 373 + 374
1 5
Y2 = 371 +2z2 + 3%~ 3T
Y3 = —XT2 + T4
2 o 1 2
=_zx To+ -T3 — =X
Ya 371 27 3t3 304

Rozhodnéte, zda jde o projekci. V kladném piipadé najdéte podprostory U, W CC V pro néz plati, ze
f je projekce V na W rovnobézné U.
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Najdéte analytické vyjadfeni izometrie f (ortogonalni automorfismus) euklidovského vektorového pro-
storu V5, pro niz plati:

= (1,1), f(@) = (1,1).

Kolik takovych izometrii existuje?

29
V aritmetickém vektorovém prostoru R? jsou dany vektory
€1 = (1’ 1’0)7 €y = (07171)7 €3 = (07071)'

Najdéte skalarni soucin - na R? tak, aby (€], €, €3) byla ortonormalni bazi.

30

Bud’ K CC R? a uvazujme R* se standardnim skalarnim soué¢inem.
K=][1,1,1,1),(1,0,1,2),(-1,1,1,1)]

Najdéte nékterou ortogonélni bazi podprostoru K.

31

Nésledujici tabulka jsou vysledky méfeni jevu y v zavislosti na x. Jde o kvadratickou zévislost

y=azx?+bz+c, a,bceR.

zJO[1][2] 3] 3
y[1[4]9][15]16

Najdéte hledanou zavislost; je-li tfeba pouzit metodu pfibliznou, uzijte metodou nejmensich ¢tverci.

32

Nasledujici tabulka jsou vysledky méfeni jevu y v zavislosti na (x1, x2, x3,x4). Jde o linedrni zavislost

y = axy + bxo + cx3 + dzxy, a,b,c,d € R.

T 12170
z2 || 1| 1] 0|1
zs |1 ]0]-1]1
T4 0 1 1 0
y [1]1[1]0

Najdéte hledanou zavislost; je-li tfeba pouzit metodu pfibliznou, uzijte metodou nejmensich ¢tverct.
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Necht ve zvolené bazi prostoru V3 nad R je ddn endomorfizmus f matici A

3 0 2
A= 1 1 1
-1 0 0

Rozhodnéte, zda je endomorfizmus f diagonalizovatelny, a v kladném pfipadé najdéte bazi, v niz bude
mit diagonalni matici, a najdéte i tuto matici.

34

Necht ve zvolené bazi prostoru V3 nad R je ddn endomorfizmus f matici A

1 -3 4
A= 4 -7 8
6 —7 7

Existuje baze prostoru V3, v niz by mél tento endomorfizmus diagonalni matici? Své rozhodnuti odu-
vodnéte.

35

Necht je ddna matice

1 2 0
A=12 -1 1
0 1 -1

Rozhodnéte o jeji definitnosti a stanovte jeji signaturu.

36

Necht je ddna matice
1 1
()

Rozhodnéte, zda k této matici existuje odmocninové matice; v kladném ptipadé matici Az najdéte.



