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Oponenti: Mgr. Marie Chodorová, Ph. D.
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Úvod

Učebnı́ text je věnován základům kartografie a cyklografie. Tyto dvě disciplı́ny jsou hlavnı́
náplnı́ kurzu Aplikace deskriptivnı́ geometrie 2 určeného posluchačům bakalářského studia
deskriptivnı́ geometrie.

Prvnı́ kapitola je věnována kartografii, tedy způsobům zobrazovánı́ kulové plochy do ro-
viny. Nejprve jsou zde vysvětleny základnı́ kartografické pojmy – sférické souřadnice, po-
lednı́ky a rovnoběžky, zeměpisná délka a šı́řka apod. Dále je uvedeno rozdělenı́ kartogra-
fických projekcı́ na rovinné (kulovou plochu promı́táme přı́mo do vhodné roviny z daného
středu), válcové (kulovou plochu nejprve zobrazı́me na vhodnou rotačnı́ válcovou plochu
a tu poté rozvineme do roviny) a kuželové (kulovou plochu nejprve zobrazı́me na vhodnou
rotačnı́ kuželovou plochu a tu poté rozvineme do roviny). Rovinné kartografické projekce
jsou pak děleny na gnómonické (střed promı́tánı́ splývá se středem kulové plochy), stereogra-
fické (střed promı́tánı́ ležı́ na kulové ploše), scénografické (průmět kulové plochy z vlastnı́ho
středu ležı́cı́ho vně kulové plochy) a ortografické (pravoúhlý průmět kulové plochy). Každá
z výše uvedených projekcı́ je dále ještě dělena podle vzájemné polohy průmětny a kulové
plochy.

Z válcových projekcı́ jsou uvedeny dvě – normálnı́ válcová projekce (kulovou plochu
promı́tne-me na jistou válcovou plochu ze středu kulové plochy) a nepravá Lambertova
válcová projekce (body kulové plochy jsou jistým způsobem – ne promı́tánı́m – přiřazeny
bodům rotačnı́ válcové plochy).

Závěr prvnı́ kapitoly je věnován Braunově kuželové projekci (kulovou plochu promı́tneme
z jednoho pólu na rotačnı́ kuželovou plochu dotýkajı́cı́ se kulové plochy podél třicáté rov-
noběžky opačné šı́řky než pól, ze kterého promı́táme).

Druhá kapitola je věnována nelineárnı́ zobrazovacı́ metodě – cyklografii. V této zobrazo-
vacı́ metodě je každému bodu přiřazen tzv. cykl, tj. orientovaná kružnice a jejı́ střed. Orien-
tace udává polohu bodu vzhledem k průmětně (nad průmětnou, pod průmětnou), poloměr
cyklu určuje vzdálenost bodu od průmětny (body ležı́cı́ v průmětně jsou tzv. nulové cykly,
tj. kružnice s nulovým poloměrem) a střed cyklu je pravoúhlým průmětem daného bodu do
průmětny. Je ukázáno zobrazenı́ bodu, přı́mky a roviny a také jsou objasněny pojmy – do-
tyk cyklů a dotyk cyklu a paprsku. Každému bodu v prostoru je přiřazen tzv. cyklografický
kužel, tj. rotačnı́ kuželová plocha s vrcholem v daném bodě a povrchovými přı́mkami, je-
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jichž odchylka od průmětny je 45◦. S využitı́m takto zavedených pojmů jsou pak pomocı́
prostorových interpretacı́ řešeny rovinné úlohy – Pappovy a Apolloniovy úlohy.

Učebnice je určena předevšı́m posluchačům bakalářského dvouoborového studia mate-
matika – deskriptivnı́ geometrie, pokrývá většinu učiva předmětu Aplikace deskriptivnı́ geo-
metrie 2, mohou ji však využı́t i studenti jiných oborů.

Na závěr děkuji oběma recenzentkám Mgr. Marii Chodorové, Ph.D, a RNDr. Martině
Štěpánové, Ph.D. za cenné rady a připomı́nky.

Autorka

Olomouc, duben 2013
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Kapitola 1

Kartografie

Kartografie se zabývá zobrazovánı́m zemského povrchu. Zemský povrch (geoid) nahrazu-
jeme plochou kulovou a tu zobrazujeme. Délky zmenšujeme v daném měřı́tku 1 : m, kde 1 je
jednotka na zobrazené kulové ploše a m je odpovı́dajı́cı́ délka na kulové ploše o poloměru
rovném průměrnému poloměru Země.

Uvažujme kulovou plochu κ se středem O a poloměrem r, která nahrazuje zemský po-
vrch. Na kulové ploše κ zavedeme souřadnice následujı́cı́m způsobem:
Mějme dánu kartézskou soustavu souřadnic. Jejı́ střed umı́stı́me do středu O kulové plochy
κ. Označme X = [x0, y0, z0] libovolný bod kulové plochy κ, X1 = [x10, y10, 0] jeho průmět
do roviny určené osami x, y. Označme ϕ velikost úhlu, který svı́rá kladná poloosa x s po-
lopřı́mkou OX1, a ψ úhel, který svı́rajı́ polopřı́mky OX1 a OX . Aby byl takto jednoznačně
určen bod X kulové plochy κ, omezı́me intervaly, ve kterých se mohou pohybovat velikosti
úhlů ϕ, ψ. Úhel ϕ ∈ 〈−π, π) a úhel ψ ∈

〈
−π

2
, π
2

〉
. Takto zavedené souřadnice se nazývajı́

sférické souřadnice.
Každému bodu oblasti ∆ = 〈−π, π)×

(
−π

2
, π
2

)
je jednoznačně přiřazen bodX kulové plochy

κ, jehož sférické souřadnice jsou ϕ, ψ. Body, ve kterých ψ = ±π
2

nemajı́ jednoznačně určeno
ϕ, označı́me je Ps pro ψ = π

2
a Pj pro ψ = −π

2
.

Body Ps, Pj nazýváme po řadě severnı́ a jižnı́ pól kulové plochy, přı́mku PsPj nazýváme
zemská osa. Souřadnici ψ nazýváme zeměpisná šı́řka a souřadnici ϕ nazýváme zeměpisná
délka. Body X kulové plochy κ, pro něž je souřadnice ψ pevně zvolena a ϕ proběhne
celý interval, vyplnı́ kružnici kulové plochy κ, která ležı́ v rovině rovnoběžné s rovinou xy,
označujeme ji ψr a nazýváme rovnoběžka zeměpisné šı́řky ψ. Rovnoběžka zeměpisné šı́řky
0 se nazývá rovnı́k, ležı́ v rovině xy jejı́ poloměr je roven poloměru kulové plochy κ. Rov-
noběžky, pro něž je ψ záporné, udávajı́ jižnı́ zeměpisnou šı́řku, rovnoběžky pro kladné ψ
udávajı́ severnı́ zeměpisnou šı́řku.

BodyX kulové plochy κ, pro něž je pevně zvolena souřadnice ϕ a souřadnice ψ proběhne
celý interval, vyplnı́ hlavnı́ půlkružnici kulové plochy nad průměrem P sP j , označujeme ji
ϕm a nazýváme polednı́k zeměpisné délky ϕ. Polednı́k zeměpisné délky 0 ležı́ v rovině xz
a nazývá se nultý polednı́k. Polednı́ky, pro něž je ϕ záporné, udávajı́ západnı́ zeměpisnou
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délku, polednı́ky pro kladné ϕ udávajı́ východnı́ zeměpisnou délku. Sestrojı́me-li tečny po-
lednı́ků v některém z pólů, je zřejmé, že zeměpisná délka ϕ je velikost úhlu, který spolu
svı́rajı́ tečny polednı́ků 0m a ϕm.

Rovnoběžky a polednı́ky vytvářı́ na kulové ploše pravoúhlou souřadnou sı́t’, kterou nazý-
váme kartografická sı́t’.

Obr. 1.0.1

Zobrazenı́ zemského povrchu se nazývá mapa. Mapy vytvářı́me bud’ pomocı́ geometrického
zobrazenı́, tj. projekcı́ z daného středu do dané roviny nebo na danou plochu nebo karto-
grafickým zobrazenı́m, tj. předepsaným předpisem. Kulovou plochu nelze rozvinout do ro-
viny, protože neexistuje izometrické zobrazenı́, které by zachovávalo délky úseček, velikosti
úhlů apod. Docházı́ ke zkreslenı́ kartografické sı́tě. Neexistuje ideálnı́ mapa, tj. mapa, která
by zachovávala (v daném měřı́tku) současně délky oblouků křivek, obsahy plošných útvarů,
úhly křivek apod. Ovšem existujı́ mapy, které některé vlastnosti zachovávajı́ bud’ globálně
nebo v okolı́ nějakého bodu. Podle vlastnosti, která se promı́tánı́m zachovává, se mapy dělı́.
Mapy ekvidistantnı́ (délkojevné) zachovávajı́ délku oblouku, mapy konformnı́ (úhlojevné) za-
chovávajı́ úhly křivek, mapy ekvivalentnı́ (plochojevné) zachovávajı́ obsah obrazců.

Na mapě sestrojujeme některé významné křivky, která se použı́vajı́ např. při navigaci.
Nejkratšı́ spojnice dvou bodů na ploše se nazývajı́ geodetické křivky, v přı́padě kulové plochy
se jim také řı́ká ortodromy. Ortodromy jsou části hlavnı́ch kružnic kulové plochy, tj. kružnic,
které majı́ stejný střed a poloměr jako kulová plocha, na nı́ž ležı́. Dalšı́ významné křivky,
které se na mapách užı́vajı́, jsou loxodromy. Loxodromy jsou křivky, které protı́najı́ všechny
polednı́ky pod konstantnı́m úhlem.

Kartografické projekce dělı́me podle plochy, na niž promı́táme, a dále podle polohy středu
promı́tánı́ a průmětny. Promı́táme-li do roviny, nazývá se projekce rovinná, promı́táme-li na
rotačnı́ válcovou plochu, dostáváme projekce válcové, a promı́tánı́m na rotačnı́ kuželovou
plochu obdržı́me projekci kuželovou. V přı́padě válcových a kuželových projekcı́ dostaneme
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mapu tak, že kulovou plochu nejprve promı́tneme na danou rotačnı́ válcovou či kuželovou
plochu, a tu pak rozvineme do roviny.

1.1 Rovinné kartografické projekce

Rovinné projekce zobrazujı́ kulovou plochu přı́mo na rovinu ρ do mapy. Rovina ρ je bud’
tečnou rovinou plochy, nebo ji posuneme tak, aby procházela středem kulové plochy. Pokud
je střed S promı́tánı́ různý od středu O kulové plochy, vždy volı́me rovnu ρ tak, aby přı́mka
SO byla k rovině kolmá. Rovinné projekce dále dělı́me podle polohy středu promı́tánı́ vzhle-
dem ke kulové ploše a podle polohy roviny, do nı́ž promı́táme. Splyne-li střed S promı́tánı́ se
středem O kulové plochy, dostáváme projekci gnómonickou, ležı́-li střed S na kulové ploše,
nazývá se projekce stereografická, ležı́-li střed promı́tánı́ vně kulové plochy a je vlastnı́,
nazývá se projekce scénografická, a pro nevlastnı́ střed promı́tánı́ se projekce nazývá orto-
grafická. Jestliže se rovina ρ, do nı́ž promı́táme, dotýká kulové plochy v pólu, nazývá se pro-
jekce pólová, dotýká-li se rovina ρ v bodě rovnı́ku, nazývá se projekce rovnı́ková, a dotýká-li
se ρ v obecném bodě, je projekce obecná. Rovinu ρ vždy ztotožnı́me s nákresnou.

1.1.1 Gnómonické projekce

Střed kulové plochy a střed každé hlavnı́ kružnice ležı́cı́ na této ploše splývá se středem
promı́tánı́, proto se každá hlavnı́ kružnice kulové plochy v gnómonických projekcı́ch zobrazı́
jako přı́mka. Průměty polednı́ků jsou přı́mky a průměty ortodrom jsou části přı́mek.

Pólová gnómonická projekce

Střed S promı́tánı́ splývá se středemO kulové plochy, promı́táme do roviny ρ, která se dotýká
kulové plochy v pólu. Uvažujme rovnoběžku zeměpisné šı́řky ψ ležı́cı́ v rovině α.

Obr. 1.1.1

Spojnice bodů této rovnoběžky se středem promı́tánı́ vytvořı́ rotačnı́ kuželovou plochu Ω

s osou kolmou k rovině ρ. Středový průmět ψrs rovnoběžky zeměpisné šı́řky ψ, je řez rotačnı́
kuželové plochy Ω rovinou α, ψrs je tedy kružnice. Rovnı́k ležı́ v rovině, která obsahuje
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střed promı́tánı́, středově promı́tacı́ přı́mka každého bodu rovnı́ku je rovnoběžná s rovinou ρ,
průmětem rovnı́ku je nevlastnı́ přı́mka roviny ρ. Oba póly ležı́ na téže středově promı́tacı́
přı́mce, zobrazı́ se do jednoho bodu a polednı́ky se zobrazı́ jako svazek polopřı́mek se středem
bodě P s

s = P s
j . Průmětem kulové plochy je celá rovina ρ.

(a) Konstrukce průmětů rovnoběžek

Zvolı́me rovinu λ procházejı́cı́ póly a do nı́ pravoúhle promı́tneme všechny rovnoběžky.
Rovina λ je kolmá k rovině ρ, obsahuje střed S promı́tánı́ a do roviny ρ se z bodu S promı́tne
jako přı́mka λs. Rovinu λ sklopı́me, sklopené průměty útvarů označı́me dolnı́m indexem 2.
Ve sklopenı́ máme dán pravoúhlý průmět kulové plochy κ do roviny λ (v daném měřı́tku).
Kulová plocha κ se dotýká roviny ρ (průmětny) v bodě Pj .

Obr. 1.1.2

Rovnoběžky se do roviny λ pravoúhle promı́tnou jako rovnoběžné úsečky rovnoběžné se
středovým průmětem roviny λ. Mějme dánu rovnoběžku zeměpisné šı́řky ψ. Krajnı́ body
A2, B2 úsečky ψr2 ležı́ na κ2 a jsou to body A,B rovnoběžky ψr, které ležı́ v rovině λ. Jejich
středové průměty As, Bs ležı́ na λs, určı́me je ve sklopenı́, As = λs∩S2A2. Středový průmět
ψrs rovnoběžky ψr je kružnice sestrojená nad průměrem AsBs (viz obr. 1.1.2).

(b) Konstrukce průmětů polednı́ků

Průměty polednı́ků tvořı́ svazek polopřı́mek o středu P s
j . Zvolı́me nultý polednı́k, po-

lopřı́mku 0ms s počátkem v bodě P s
j . Protože polednı́ky ležı́ v rovinách kolmých k průmětně,

zachovává se velikost úhlu, který svı́rajı́ roviny polednı́ků. Polopřı́mka, která svı́rá s po-
lopřı́mkou 0ms úhel ϕ, je středovým průmětem polednı́ku zeměpisné délky ϕms (jak ukazuje
obr. 1.1.2).
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Rovnı́ková gnómonická projekce

Rovina ρ se dotýká kulové plochy v bodě rovnı́ku. Promı́tacı́ přı́mky bodů rovnoběžek ležı́ na
rotačnı́ch kuželových plochách Ω s osou rotace rovnoběžnou s průmětnou ρ. Středový průmět
rovnoběžky ψr je řez plochy Ω rovinou ρ. Průmětem rovnoběžky ψr je tedy hyperbola. Rovnı́k
ležı́ v rovině kolmé k průmětně a obsahujı́cı́ střed promı́tánı́, jeho středovým průmětem je
přı́mka 0rs.

Obr. 1.1.3

Protože je zemská osa rovnoběžná s průmětnou, zobrazı́ se póly do nevlastnı́ho bodu. Průměty
polednı́ků tvořı́ svazek rovnoběžek. Středovým průmětem kulové plochy je opět celá rovina ρ.

(a) Konstrukce průmětů rovnoběžek
Zvolı́me rovinu λ procházejı́cı́ póly a kolmou k rovině ρ a do nı́ pravoúhle promı́tneme

všechny rovnoběžky. Rovina λ obsahuje střed S promı́tánı́, do roviny ρ se z bodu S promı́tne
jako přı́mka λs. Rovinu λ sklopı́me, sklopené průměty útvarů označı́me dolnı́m indexem 2.
Ve sklopenı́ máme dán pravoúhlý průmět kulové plochy κ do roviny λ (v daném měřı́tku).
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Obr. 1.1.4

Kulová plocha κ se dotýká roviny ρ (průmětny) v bodě rovnı́ku. Rovnı́k ležı́ v rovině kolmé
k rovině λ, jeho středový průmět je přı́mka kolmá k λs procházejı́cı́ bodem dotyku s ro-
vinou ρ. Rovnoběžky se do roviny λ pravoúhle promı́tnou jako rovnoběžné úsečky kolmé
ke středovému průmětu roviny λ. Mějme dánu rovnoběžku zeměpisné šı́řky ψ. Krajnı́ body
A2, B2 úsečky ψr2 ležı́ na κ2 a jsou to body A,B rovnoběžky ψr, které ležı́ v rovině λ. Jejich
středové průměty As, Bs ležı́ na λs, určı́me je ve sklopenı́, As = λs∩S2A2. Středový průmět
ψrs rovnoběžky ψr je hyperbola s vrcholy As, Bs. Z Quételetovy-Dandelinovy věty vı́me, že
vedlejšı́ osa této hyperboly je rovna poloměru dané kulové plochy, proto asymptoty hyper-
boly ψrs jsou přı́mky rovnoběžné s přı́mkami S2A2, S2B2.

(b) Konstrukce průmětů polednı́ků
Polednı́ky pravoúhle promı́tneme do roviny σ rovnı́ku a tu sklopı́me, sklopené útvary

označı́me indexem 3. Polednı́ky se do roviny rovnı́ku pravoúhle promı́tnou jako poloměry
kružnice 0r3. Libovolný polednı́k zvolı́me za nultý, jeho bod Y ležı́cı́ na rovnı́ku promı́tneme
ze středu S do roviny ρ. Středový průmět polednı́ku je přı́mka kolmá k 0rs procházejı́cı́
středovým průmětem bodu Y . Ve sklopenı́ zvolı́me polednı́k zeměpisné délkyϕ, jeho středový
průmět sestrojı́me stejně jako 0ms.

Obecná gnómonická projekce

Průmětna ρ se dotýká kulové plochy v obecném bodě. Promı́tacı́ přı́mky bodů každé rov-
noběžky ψr ležı́ na rotačnı́ kuželové ploše Ω, průmět rovnoběžky ψr do rovinyρ je řez kuže-
lové plochy Ω rovinou ρ. Zemská osa je v obecné poloze vzhledem k průmětně, proto jsou
průměty rovnoběžek, s výjimkou rovnı́ku, elipsy, paraboly i hyperboly. Rovina rovnı́ku ob-
sahuje střed promı́tánı́, průmětem rovnı́ku je přı́mka. Průmětem polednı́ků je svazek přı́mek
se středem v bodě P s

s = P s
j . Průmětem kulové plochy je celá průmětna.

Obr. 1.1.5
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(a) Konstrukce průmětů rovnoběžek
Zvolı́me rovinu λ procházejı́cı́ póly a kolmou k rovině ρ a do nı́ pravoúhle promı́tneme

všechny rovnoběžky. Rovina λ obsahuje střed S promı́tánı́, do roviny ρ se z bodu S promı́tne
jako přı́mka λs. Rovinu λ sklopı́me, sklopené průměty útvarů označı́me dolnı́m indexem 2.
Ve sklopenı́ máme dán pravoúhlý průmět kulové plochy κ do roviny λ (v daném měřı́tku).
Kulová plocha κ se dotýká roviny ρ v obecném bodě. Rovnı́k ležı́ v rovině kolmé k rovině
λ, jeho středový průmět je proto přı́mka kolmá k λs. Zobrazı́me bod rovnı́ku ležı́cı́ v rovině
λ, jı́m procházı́ 0rs kolmo k λs. Rovnoběžky se do roviny λ pravoúhle promı́tnou jako rov-
noběžné úsečky. Mějme dánu rovnoběžku zeměpisné šı́řky ψ. Krajnı́ body A2, B2 úsečky ψr2
jsou pravoúhlými průměty bodů A,B rovnoběžky ψr, které ležı́ v rovině λ. Jejich středové
průměty As, Bs ležı́ na λs, určı́me je ve sklopenı́, As = λs ∩S2A2. Středový průmět ψrs rov-
noběžky ψr je regulárnı́ kuželosečka s vrcholy As, Bs (pokud je průmětem parabola, je jeden
z těchto bodů nevlastnı́). Z Quételetovy-Dandelinovy věty vı́me, že ohnisko této kuželosečky
je bodem dotyku kulové plochy vepsané kuželové ploše a dotýkajı́cı́ se roviny řezu.

Obr. 1.1.6
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(b) Konstrukce průmětů polednı́ků
Polednı́ky pravoúhle promı́tneme do roviny rovnı́ku a tu otočı́me do roviny ρ. Průměty do

roviny rovnı́ku označı́me dolnı́m indexem 3. Pro konstrukci středových průmětů polednı́ků
využijeme afinity s osou 0rs a směrem S3P

s
s . Do roviny rovnı́ku se polednı́ky zobrazı́ jako

poloměry rovnı́ku. Zvolı́me nultý polednı́k, jeho bod ležı́cı́ v rovině rovnı́ku promı́tneme
ze středu promı́tánı́ na 0rs. Tı́mto bodem a průmětem pólu je dán středový průmět nultého
polednı́ku. Konstrukce středového průmětu ϕms polednı́ku zeměpisné délky ϕ je zřejmá.

1.1.2 Stereografické projekce

Střed promı́tánı́ ležı́ na kulové ploše. Promı́táme z něj do roviny ρ procházejı́cı́ středem ku-
lové plochy a přı́mka SO, kde O je střed kulové plochy, je kolmá na rovinu ρ. Průmětem
kulové plochy je vždy celá rovina ρ. Pro určenı́ typu stereografické projekce uvažujeme ro-
vinu ρ′ rovnoběžnou s rovinou ρ a dotýkajı́cı́ se kulové plochy. Rovina ρ′ se kulové plochy
dotýká průsečı́ku přı́mky SO s kulovou plochou, který je různý od bodu S. Často zobrazu-
jeme jen polokouli ležı́cı́ v opačném poloprostoru (určeném průmětnou) než střed promı́tánı́.

Pro stereografické projekce si dokážeme dvě věty.

Věta 1.1.1 Stereografická projekce je projekce konformnı́ (úhlojevná).

Důkaz: Necht’ 1f,2f jsou dvě křivky na dané kulové ploše protı́najı́cı́ se pod úhlem α. Označ-
me 1t,2t tečny křivek 1f,2f v jejich průsečı́ku T .

Obr. 1.1.7

Roviny 1σ = (1t, S),2σ = (2t, S) protı́najı́ rovinu ρ v přı́mkách 1r,2r a rovinu τ (tečná
rovina kulové plochy v bodě S) v přı́mkách 1t′,2t′. Protože roviny ρ a τ jsou rovnoběžné,
jsou úhly β = |]1r,2r| a β′ = |]1t′,2t′| stejné. Roviny 1σ,2σ protı́najı́ také kulovou plochu
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v kružnicı́ch 1l,2l, které procházejı́ body S, T . Uvažujme rovinu ω, která procházı́ středem O

kulové plochy kolmo k úsečce TS.
Tato rovina je rovinou souměrnosti bodů T a S, proto i úhly α, β′, ve kterých se protı́najı́
kružnice 1l,2l v bodech T, S, jsou stejné. Odtud plyne i rovnost úhlů α, β. �

Věta 1.1.2 Stereografický průmět kružnice neprocházejı́cı́ středem promı́tánı́ je opět kružnice.

Důkaz: Uvažujme libovolnou kružnici k kulové plochy neprocházejı́cı́ středem S promı́tánı́.
Označme V vrchol rotačnı́ kuželové plochy, která se kulové plochy dotýká podél k. Je-li
A libovolný bod kružnice k, potom je přı́mka AV kolmá na tečnu t kružnice k v bodě A.
Podle věty 1.1.1 je stereografická projekce zobrazenı́ konformnı́, a proto jsou k sobě kolmé
i středové průměty ts (tečna křivky ks) a AsV s.

Obr. 1.1.8

Stereografické průměty všech povrchových přı́mek rotačnı́ kuželové plochy tvořı́ svazek
o středu V s. Všechny přı́mky tohoto svazku jsou kolmé k tečnám ts křivky ks, proto je ks

kružnice o středu V s. �

V důkazu věty 1.1.2 jsme odvodili i následujı́cı́ větu:

Věta 1.1.3 Střed V s kružnice ks je stereografickým průmětem vrcholu V rotačnı́ kuželové
plochy, která se kulové plochy dotýká podél kružnice k.

Poznámka 1.1.1 Z vět 1.1.2 a 1.1.3 přı́mo plyne, že se ortodroma ve stereografických pro-
jekcı́ch zobrazı́ jako část kružnice nebo přı́mky.

Pólová stereografická projekce

Rovina ρ′ rovnoběžná s rovinou ρ se dotýká kulové plochy v pólu, střed promı́tánı́ splývá
s druhým pólem. Průměty rovnoběžek jsou řezy rotačnı́ch kuželových ploch rovinami kol-
mými k zemské ose, která splývá s osami těchto rotačnı́ch kuželových ploch. Rovnoběžky
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se zobrazı́ jako soustředné kružnice. Rovina obsahujı́cı́ polednı́k obsahuje i střed promı́tánı́,
polednı́ky se zobrazı́ jako svazek polopřı́mek. Zobrazı́me pouze tu polokouli, na které neležı́
střed promı́tánı́.

Obr. 1.1.9

(a) Konstrukce průmětů rovnoběžek
Rovnı́k ležı́ v průmětně, zobrazı́ se v daném měřı́tku. Zvolı́me rovinu λ procházejı́cı́ póly

a do nı́ pravoúhle promı́tneme rovnoběžky. Rovinu λ sklopı́me, sklopené útvary označı́me
indexem 2. Rovnoběžky se do roviny λ zobrazı́ jako rovnoběžné úsečky. Sestrojı́me středový
průmět rovnoběžky ψr. Středové průměty bodů A,B rovnoběžky ψr, které ležı́ v rovině λ,
ležı́ na λs. Úsečka AsBs je průměr kružnice ψrs.

(b) Konstrukce průmětů polednı́ků
Průměty polednı́ků sestrojı́me stejně jako v pólové gnómonické projekci, promı́tajı́ se

jako polopřı́mky a velikost úhlů, které polednı́ky svı́rajı́, se zachovává.

Obr. 1.1.10

Rovnı́ková stereografická projekce

Rovina ρ′ rovnoběžná s rovinou ρ se dotýká kulové plochy v bodě na rovnı́ku, střed promı́tánı́
ležı́ rovněž na rovnı́ku. Rovnı́k, resp. dva polednı́ky ležı́cı́ v rovině obsahujı́cı́ střed S promı́-
tánı́, se zobrazı́ jako přı́mka, resp. polopřı́mky, ostatnı́ rovnoběžky, resp. polednı́ky, se podle
věty 1.1.2 zobrazı́ jako kružnice, resp. oblouky kružnic.
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Obr. 1.1.11

(a) Konstrukce průmětů rovnoběžek
Rovnoběžky pravoúhle promı́tneme do roviny λ polednı́ku procházejı́cı́ho středem pro-

mı́tánı́. Rovinu λ sklopı́me, sklopené útvary označı́me indexem 2. Rovnoběžky se do roviny
λ zobrazı́ jako rovnoběžné úsečky. Sestrojı́me středový průmět ψrs rovnoběžky ψr.

Obr. 1.1.12

Středové průměty bodůA,B rovnoběžky ψr, které ležı́ v rovině λ, ležı́ na λs,As = A2S2∩λs.
Úsečka AsBs je průměr kružnice ψrs. Často se jeden z bodů As, Bs nevejde na nákresnu a je
třeba najı́t dalšı́ body kružnice ψrs, nejlépe body ležı́cı́ v průmětně ρ, tj. body na obrysové
kružnici Uvažujme rovinu α rovnoběžky ψr, α protne rovinu ρ v přı́mce nα. Zřejmě nα je
kolmá k λs a procházı́ průsečı́kem ψr2 ∩ λs (tj. v přı́padě rovnı́kové projekce ψr2 ⊂ nα).

(b) Konstrukce průmětů polednı́ků
Podle věty 1.1.1 se velikost úhlů, které polednı́ky svı́rajı́, zachovává. Polednı́ky procházejı́

póly, proto středy průmětů polednı́ků ležı́ na přı́mce 0rs, která je osou úsečky P s
sP

s
j . Zvolı́me
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libovolný bod přı́mky 0rs za střed průmětu nultého polednı́ku a sestrojı́me polednı́k 0ms jako
oblouk kružnice se zvoleným středem a procházejı́cı́ průměty pólů. V některém z průmětů
pólů, napřı́klad v bodě P s

j sestrojı́me tečnu t kružnice, na nı́ž ležı́ 0ms. Sestrojı́me přı́mku q,
která procházı́ bodem P s

j a s přı́mkou t svı́rá úhel ϕ. Přı́mka q je tečnou oblouku kružnice
ϕms, který je průmětem polednı́ku zeměpisné délky ϕ. Průmět polednı́ku ϕm procházı́ póly,
v jednom z pólů je sestrojená tečna, konstrukce oblouku kružnice ϕms je zřejmá.

Obecná stereografická projekce

Rovina ρ′ se dotýká kulové plochy v obecném bodě. Průmětem rovnoběžky procházejı́cı́
středem promı́tánı́, resp. polednı́ků ležı́cı́ch v rovině obsahujı́cı́ střed promı́tánı́, je přı́mka,
resp. polopřı́mky, ostatnı́ polednı́ky a rovnoběžky se podle věty 1.1.2 zobrazı́ jako kružnice.

Obr. 1.1.13

Uvažujme rovinu λ danou póly a středem promı́tánı́ a označme m polednı́k ležı́cı́ v ro-
vině λ. Do roviny λ pravoúhle promı́tneme rovnoběžky a rovinu sklopı́me. Sklopené útvary
označı́me indexem 2. V rovině λ ležı́ promı́tacı́ přı́mky SPs, SPj pólů, průměty P s

s , P
s
j pólů

jsou po řadě průsečı́ky přı́mek SPs, SPj s průmětnou ρ, tj. ležı́ na λs.

Obr. 1.1.14

Označme L průsečı́k průmětu rovnoběžky r procházejı́cı́ bodem S s λs. Sestrojme v bodě
S2 tečnu t kružnice m2. Označme α úhel S2Ps2Pj2 . Z pravoúhlého trojúhelnı́ku Ps2Pj2S2
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je vidět, že úhel α je rovněž úhel Pj2S2L. Z vlastnostı́ obvodových a úsekových úhlů od-
vodı́me, že α je také úhel Pj2S2A

∞, kde A∞ je nevlastnı́ bod přı́mky t. Znamená to, že
přı́mky S2Ps2 , S2Pj2 jsou osami úhlů přı́mek S2L, S2A

∞. Přı́mky S2L, S2A
∞ a S2Ps2 , S2Pj2

se harmonicky oddělujı́. Protneme-li tuto čtveřici přı́mkou P s
sP

s
j vytvořı́ průsečı́ky harmonic-

kou čtveřici, což znamená, že bod L je středem úsečky P s
sP

s
j . Středový průmět rovnoběžky

r procházejı́cı́ bodem S je přı́mka rs kolmá k přı́mce P s
sP

s
j a procházejı́cı́ středem úsečky

P s
sP

s
j . Na této přı́mce také ležı́ středy všech průmětů polednı́ků.

(a) Konstrukce průmětů rovnoběžek
Zvolı́me kružnici kulové plochy, která ležı́ v průmětně a zobrazı́ se v daném měřı́tku.

Rovina λ určená póly a středem promı́tánı́ je kolmá k rovině ρ. Promı́tneme do nı́ rovnoběžku,
rovinu λ sklopı́me. Sklopený střed promı́tánı́ ležı́ na obrysové kružnici.

Obr. 1.1.15

Podle předchozı́ho určı́me průměty pólů a rovnoběžky procházejı́cı́ bodem S. Středové průmě-
ty ostatnı́ch rovnoběžek jsou kružnice. Sestrojı́me středový průmět rovnoběžky ψr. Středové
průměty bodů A,B rovnoběžky ψr, které ležı́ v rovině λ, ležı́ na λs, As = A2S2∩λs. Úsečka
AsBs je průměr kružnice ψrs. Často je jeden z bodů As, Bs nedostupný a abychom našli
střed této kružnice, sestrojujeme ještě body na obryse. Označme α rovinu rovnoběžky ψr.
Rovina α protı́ná rovinu obrysu (tj. průmětnu ρ) v přı́mce nα. Přı́mka nα je kolmá k λs

a procházı́ společným bodem rovin λ, α, ρ, tj. průsečı́kem λs s ψr2. Společné body nα a ob-
rysové kružnice patřı́ kružnici ψrs.

(b) Konstrukce průmětů polednı́ků
Osa úsečky P s

sP
s
j je středový průmět rovnoběžky procházejı́cı́ středem promı́tánı́, na této

přı́mce ležı́ středy všech průmětů polednı́ků. Zvolı́me libovolný polednı́k za nultý. Stereogra-
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fická projekce je úhlojevné zobrazenı́, takže polednı́k zeměpisné šı́řky ϕ sestrojı́me pomocı́
tečny v jednom z pólů jako ve stereografické rovnı́kové projekci.

Poznámka 1.1.2 Ve stereografické rovnı́kové i obecné projekci tvořı́ středové průměty rov-
noběžek a polednı́ků dva sdružené svazky kružnic.

Poznámka 1.1.3 Konstrukce ortodromy ve stereografických projekcı́ch:
Ortodroma je částı́ hlavnı́ kružnice kulové plochy. Lze proto jeden z bodů, např. B, kterým
procházı́, považovat za pól. Tı́mto bodem procházı́ svazek hlavnı́ch kružnic. Póly proložı́me
rovinu, tu sklopı́me, zı́skáme druhý pól P ′ (spojnice středu kulové plochy s póly jsou na sebe
kolmé). Průmět ortodromy je částı́ kružnice určené body As, Bs, P ′.

Obr. 1.1.16

1.1.3 Scénografické projekce

Střed promı́tánı́ ležı́ vně kulové plochy a je vlastnı́. Kulové ploše lze proto ze středu S

promı́tánı́ opsat dotykovou kuželovou plochu Ω, která se dotýká kulové plochy podél kružnice.
Řez rotačnı́ kuželové plochy Ω rovinou ρ je průmětem této kružnice do roviny ρ a průmětem
celé kulové plochy je ve všech scénografických projekcı́ch kruh, nikoli celá průmětna jako
v předchozı́ch projekcı́ch. Abychom dosáhli jednoznačnosti, tak většinou zobrazujeme jen
kulový vrchlı́k, tj. tu část kulové plochy, která je viditelná ze středu promı́tánı́.
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Pólová scénografická projekce

Střed promı́tánı́ ležı́ na zemské ose, rovnoběžky ze středu S promı́táme rotačnı́mi kuželovými
plochami s vrcholem S. Průměty rovnoběžek jsou řezy těchto ploch rovinou kolmou k ose ro-
tace, proto jsou průměty rovnoběžek soustředné kružnice. Rotačnı́ kuželová plocha Ω opsaná
kulové ploše ze středu S se dotýká kulové plochy podél rovnoběžky ψ′r, průmět ψ′rs ohrani-
čuje průmět kulové plochy. Střed promı́tánı́ ležı́ v rovině každého polednı́ku, průměty po-
lednı́ků jsou úsečky (na rozdı́l od předchozı́ch projekcı́, kde se polednı́ky, jejichž rovina
obsahovala střed promı́tánı́, zobrazovaly jako polopřı́mky). Roviny polednı́ků jsou kolmé
k průmětně, proto se velikost úhlů, které spolu roviny polednı́ků svı́rajı́, zachovává.

Obr. 1.1.17

(a) Konstrukce průmětů rovnoběžek
Zvolı́me rovinu λ procházejı́cı́ póly, do nı́ pravoúhle promı́tneme rovnoběžku a rovinu λ

sklopı́me. Sklopené útvary označı́me indexem 2. V rovině λ máme zadán polednı́k ϕ′m

v daném měřı́tku a střed promı́tánı́. Obrysovou rovnoběžku ψ′r určı́me ve sklopenı́, krajnı́
body A2, B2 pravoúhlého průmětu ψ′r2 jsou body dotyku tečen kružnice ϕ′m2 vedených z S2.

Obr. 1.1.18

Body A,B ležı́ v rovině λ, a proto můžeme přı́mo sestrojit jejich středové průměty As, Bs

ležı́cı́ na λs. Středový průmět ψ′rs je kružnice sestrojená nad průměrem AsBs. Stejně určı́me
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průmět kterékoli dalšı́ rovnoběžky zeměpisné šı́řky ψ. Zvolı́me rovnoběžku ψr tak, aby byla
viditelná ze středu S promı́tánı́. Jejı́ průmět sestrojı́me stejně jako v přı́padě rovnoběžky ψ′r,
tj. sestrojı́me průměty jejı́ch bodů ležı́cı́ch v rovině λ.

(b) Konstrukce průmětů polednı́ků
Libovolný poloměr kružnice ψ′rs zvolı́me za průmět nultého polednı́ku, velikost úhlů

polednı́ků se v této projekci zachovává.

Rovnı́ková scénografická projekce

Střed promı́tánı́ ležı́ v rovině rovnı́ku, průmětem rovnı́ku je úsečka, průměty ostatnı́ch rov-
noběžek jsou části elips. Zemská osa ležı́ v průmětně. Dva polednı́ky, v jejichž rovině ležı́
střed promı́tánı́, se zobrazı́ jako úsečky. Průměty ostatnı́ch polednı́ků jsou elipsy. Dotyková
kuželová plocha Ω opsaná kulové ploše ze středu promı́tánı́ se této kulové plochy dotýká
podél obrysové kružnice l.

Obr. 1.1.19

(a) Konstrukce průmětů rovnoběžek
Rovina λ obsahujı́cı́ střed promı́tánı́ a zemskou osu protne kulovou plochu ve dvou po-

lednı́cı́ch, z nichž jeden označı́me ϕ′m. Do roviny λ pravoúhle promı́tneme rovnoběžky a ro-
vinu sklopı́me. Sklopené útvary označı́me indexem 2. Ve sklopenı́ máme zadán polednı́k ϕ′m

v daném měřı́tku a střed promı́tánı́. Sestrojı́me středový průmět ls kružnice l, který ohraničı́
středový průmět kulové plochy. Z bodu S2 vedeme tečny k ϕ′m2, body dotyku promı́tneme
na λs, průměty určı́ průměr kružnice ls. Rovina rovnı́ku obsahuje střed promı́tánı́, zřejmě se
rovnı́k zobrazı́ jako průměr kružnice ls kolmý k λs. Zvolı́me libovolnou rovnoběžku ψr. Ro-
vina λ je rovinou souměrnosti rovnoběžky ψr a procházı́ středem promı́tánı́, proto se body
A,B rovnoběžky ψr ležı́cı́ v rovině λ zobrazı́ jako (vedlejšı́) vrcholy elipsy ψrs. Pro kon-
strukci elipsy ψrs potřebujeme znát ještě dalšı́ bod. Určı́me průsečı́kyM,N kružnice ψr s ob-
rysovou kružnicı́ l. V těchto bodech se měnı́ viditelnost rovnoběžky ψr. Označme β rovinu
kružnice l a α rovinu rovnoběžky ψr. Na průsečnici q = α ∩ β ležı́ body rovnoběžky ψr,
v nichž se měnı́ viditelnost. Rovina α je kolmá k rovině λ, proto i q je kolmá k λ, a protože
S ∈ λ, je qs ⊥ λs. Průsečı́k X přı́mky q s rovinou λ určı́me přı́mo ve sklopenı́, zřejmě
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X2 = l2 ∩ ψr2 a můžeme sestrojit qs a určit M s, N s. Elipsa ψrs a kružnice ls majı́ v bo-
dech M s, N s společné tečny, elipsa je tak dostatečně určena. Je rovněž možné ji sestrojit
proužkovou konstrukcı́ nebo využitı́m pravoúhlé afinity.

(b) Konstrukce průmětů polednı́ků
Postupujeme podobně jako při konstrukci rovnoběžek. Polednı́ky pravoúhle promı́tneme

do roviny σ rovnı́ku a sklopı́me. Sklopené útvary značı́me indexem 3. Polednı́ky se do roviny
σ promı́tajı́ jako poloměry kružnice 0r3. Libovolný polednı́k zvolı́me za nultý a sestrojı́me
středový průmět obou polednı́ků, které ležı́ v téže rovině (v přı́padě nultého polednı́ku je
to i polednı́k 180◦m). Středové průměty bodů polednı́ků 0m,180

◦
m ležı́cı́ch v rovině σ jsou

vedlejšı́mi vrcholy elipsy, jejı́ž polovina je 0ms. Elipsa, která je průmětem obou polednı́ků,
procházı́ ještě body P s

s , P
s
j , je tedy dostatečně určena. Je však třeba ještě určit body, ve

kterých se měnı́ viditelnost jednoho z polednı́ků. Sestrojı́me průsečnici p roviny σ rovnı́ku
a roviny β obrysové kružnice l, konstrukce průsečnice je podobná jako u rovnoběžek. Body,
ve kterých se měnı́ viditelnost, jsou průsečı́ky kružnice l a přı́mky p, viditelná je část 0ms

neobsahujı́cı́ póly.

Obr. 1.1.20

Poznámka 1.1.4 Zvolı́me-li vzdálenost SO středu promı́tánı́ od středu kulové plochy rovnu
trojnásobku poloměru kulové plochy, pak se mapa blı́žı́ mapě ekvidistantnı́.

1.1.4 Ortografické projekce

Střed promı́tánı́ je nevlastnı́, a protože spojnice středu kulové plochy a středu promı́tánı́ je
kolmá k průmětně, sestrojujeme pravoúhlý průmět kulové plochy. Průmětem celé kulové plo-
chy je kruh, dotyková plocha Ω opsaná kulové ploše ze středu promı́tánı́ je rotačnı́ válcová
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plocha, která se kulové plochy dotýká podél hlavnı́ kružnice. Pro jednoznačnost většinou
zobrazujeme jen jednu polokouli.

Pólová ortografická projekce

V průmětně ρ ležı́ rovnı́k 0r, podél kterého se současně dotýká kulové plochy dotyková
rotačnı́ válcová plocha opsaná kulové ploše ze středu promı́tánı́, rovnı́k tvořı́ obrys kulové
plochy. Zemská osa patřı́ směru promı́tánı́.

Obr. 1.1.21

Rovnoběžky se promı́tajı́ rotačnı́mi válcovými plochami Ω, jejich průměty jsou soustředné
kružnice. Střed promı́tánı́ ležı́ v rovině každého polednı́ku, průměty polednı́ků jsou úsečky.
Velikost úhlů, které spolu svı́rajı́ roviny polednı́ků se zachovává, protože roviny polednı́ků
jsou kolmé k průmětně.

(a) Konstrukce průmětů rovnoběžek
V daném měřı́tku je zadán rovnı́k, který ležı́ v průmětně. Zvolı́me rovinu λ procházejı́cı́

póly, do nı́ pravoúhle promı́tneme rovnoběžky a rovinu λ sklopı́me. Sklopené útvary označı́me
indexy 2. Ve sklopenı́ zvolı́me rovnoběžku ψr2, jejı́ body ležı́cı́ v rovině λ promı́tneme ze
sklopeného středu promı́tánı́. Středové průměty bodů roviny λ ležı́ na λs, pro středový průmět
ψrs rovnoběžky ψr jsme sestrojili průměr.

Obr. 1.1.22
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(b) Konstrukce průmětů polednı́ků
Polednı́ky se zobrazı́ jako úsečky, tvořı́ poloměry obrysové kružnice. Libovolný poloměr

zvolı́me za průmět nultého polednı́ku, velikost úhlů, které polednı́ky svı́rajı́ se zachovává,
konstrukce polednı́ku zeměpisné délky ϕ je zřejmá.

Rovnı́ková ortografická projekce

V průmětně ležı́ zemská osa a dva polednı́ky, které tvořı́ obrysovou kružnici, podél které se
dotýká opsaná rotačnı́ válcová plocha ze středu promı́tánı́. Roviny α rovnoběžek obsahujı́
střed promı́tánı́, proto se rovnoběžky zobrazı́ jako rovnoběžné úsečky, které jsou tětivami
obrysové kružnice. Polednı́ky ležı́cı́ v rovině kolmé k průmětně se zobrazı́ jako úsečky, ostatnı́
polednı́ky se zobrazı́ jako části elips.

Obr. 1.1.23

(a) Konstrukce průmětů rovnoběžek
V průmětně je v daném měřı́tku daná obrysová kružnice - dva polednı́ky ležı́cı́ v průmětně

a zemská osa. Rovnı́k se zobrazı́ jako průměr obrysové kružnice kolmý k zemské ose. Ostatnı́
rovnoběžky se zobrazı́ jako tětivy obrysové kružnice rovnoběžné s rovnı́kem, zobrazenı́ rov-
noběžky dané zeměpisné šı́řky je zřejmá (viz obr. 1.1.24).

Obr. 1.1.24
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(b) Konstrukce průmětů polednı́ků
Polednı́ky pravoúhle promı́tneme do roviny rovnı́ku σ rovnı́ku, kterou sklopı́me. Sklo-

pené útvary označı́me indexem 3. Body polednı́ků ležı́cı́ v rovině σ se zobrazı́ jako vedlejšı́
vrcholy průmětů těchto polednı́ků, hlavnı́ vrcholy jsou průměty pólů. Průmětem polednı́ku je
polovina elipsy nad hlavnı́mi vrcholy P s

sP
s
j .

Obecná ortografická projekce

Obecná ortografická projekce je pravoúhlý průmět kulové plochy do roviny ρ, která nenı́
kolmá ani k zemské ose ani k rovině rovnı́ku. V rovině ρ ležı́ obrysová kružnice k, která
nenı́ ani rovnoběžkou ani neobsahuje polednı́k. Obecnou ortografickou projekci můžeme tedy
považovat za zobrazenı́ kulové plochy v pravoúhlé axononometrii.

Obr. 1.1.25

Průmět kulové plochy lze sestrojit, aniž bychom měli zadanou axonometrii. Rovnoběžky i po-
lednı́ky se zobrazı́ jako elipsy. Dá se ukázat, že pro zobrazovánı́ rovnoběžek v obecné ortogra-
fické projekci platı́ následujı́cı́ věty. Kulová plocha je zadána obrysovou kružnicı́ a průmětem
jednoho pólu.

Věta 1.1.4 Elipsa, která má hlavnı́ osu společnou s průmětem rovnı́ku a jejı́ž vedlejšı́ osa je
úsečka OsP s

j , je (až na póly) množina hlavnı́ch vrcholů průmětů rovnoběžek.

Věta 1.1.5 Množina ohnisek průmětů rovnoběžek je tzv. fokálnı́ kružnice se středemOs a po-
loměrem OsP s

j .

S využitı́m uvedených dvou vět již můžeme sestrojit průmět kulové plochy v obecné
ortografické projekci.

(a) Konstrukce průmětů rovnoběžek
Rovinu λ obsahujı́cı́ střed promı́tánı́ a póly sklopı́me do průmětny, sklopené útvary ozna-

čı́me indexem 2. V rovině λ je v daném měřı́tku zadaná kružnice, která po sklopenı́ splyne
s obrysovou kružnicı́, a zemská osa. Rovnoběžky se do roviny λ pravoúhle promı́tnou jako
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úsečky. V rovině λ je průmět 0r2 rovnı́ku průměrem obrysové kružnice, který je kolmý
k zemské ose. Středovým průmětem 0rs rovnı́ku je elipsa, jejı́ vedlejšı́ vrcholy ležı́ na λs

a jsou to středové průměty bodů rovnı́ku, které ležı́ v rovině λ. Hlavnı́ poloosa elipsy 0rs je
rovna poloměru kulové plochy. Body, v nichž se měnı́ viditelnost rovnı́ku, ležı́ na obrysové
kružnici, v přı́padě průmětu rovnı́ku jsou to hlavnı́ vrcholy elipsy 0rs. Středový průmět rov-
noběžky ψr sestrojı́me s využitı́m vět 1.1.4, 1.1.5. Vedlejšı́ osa elipsy ψrs je určena středovými
průměty bodů rovnoběžky ležı́cı́mi v rovině λ. Na fokálnı́ kružnici určı́me ohniska a se-
strojı́me hlavnı́ vrcholy. Sestrojı́me ještě body na obryse. Rovina α rovnoběžky protı́ná prů-
mětnu ρ v přı́mce nα. Zřejmě nα ⊥ λs a nα procházı́ bodem ψr2∩λs. Přı́mka nα protne obrys
v bodech, ve kterých se na elipse ψrs měnı́ viditelnost.

Obr. 1.1.26

(b) Konstrukce průmětů polednı́ků
Polednı́ky pravoúhle promı́tneme do roviny rovnı́ku a tu otočı́me, otočené útvary ozna-

čı́me indexem 3. Rovnı́k se otočı́ do obrysové kružnice ks. Do roviny rovnı́ku se polednı́ky
zobrazı́ jako poloměry rovnı́ku. Libovolný poloměr A3O

s kružnice ks zvolı́me za sklopený
průmět 0m3 nultého polednı́ku. Úsečka AO je poloměr polednı́ku 0m, který ležı́ v rovině
rovnı́ku a je tedy kolmý k zemské ose. Protože A je průsečı́kem 0m a0r, nalezneme As na
0rs, a to promı́tnutı́m A3 ve sklopenı́. Průmětem 0ms nultého polednı́ku je část elipsy, jejı́ž
sdružené průměry ležı́ na přı́mkách AsOs, P s

sP
s
j , přičemž P s

sP
s
j je přı́mo průměr a úsečka

AsOs polovina průměru. Určı́me ještě body na obryse. Hledáme průsečnici nσ roviny σ po-
lednı́ku s průmětnou ρ. V rovině rovnı́ku najdeme průměr RQ, který je kolmý k rovině σ
polednı́ku. Z věty o pravoúhlém průmětu pravého úhlu je pak zřejmé, že průsečnice nσ ro-
vin ρ a σ se zobrazı́ jako kolmice k přı́mce RsQs. Přı́mku RQ určı́me v otočenı́. Známe
poloměr AB rovnı́ku, který ležı́ současně v rovině σ polednı́ku a k němu sestrojı́me kolmý
průměr RQ rovnı́ku. V otočenı́ tedy R3Q3 sestrojı́me kolmici na A3B3 jdoucı́ O3. Body

27



R3, Q3 promı́tneme na 0rs a zı́skáme průměty Rs, Qs. Střed kulové plochy ležı́ v průmětně,
rovina polednı́ku procházı́ bodem O, proto Os ∈ nσ. Průsečı́ky nσ a obrysové kružnice ks

jsou body, v nichž se měnı́ viditelnost zobrazovaných polednı́ků a jsou to hlavnı́ vrcholy
průmětů polednı́ků.

1.2 Válcové kartografické projekce

Ve válcových projekcı́ch je nejprve z daného středu promı́tánı́ promı́tnuta kulová plocha na
rotačnı́ válcovou plochu Ω opsanou kulové ploše. Mapu zı́skáme rozvinutı́m válcové plochy
Ω do roviny ρ.

1.2.1 Normálnı́ válcová projekce

Kulové ploše opı́šeme podél rovnı́ku rotačnı́ válcovou plochu Ω. Střed S promı́tánı́ ztotož-
nı́me se středem O kulové plochy. Rotačnı́ plocha válcová má poloměr r stejně jako plocha
kulová, délka rovnı́ku, podél kterého je opsaná, je 2πr. Ze středu S promı́tneme kulovou
plochu na rotačnı́ válcovou plochu. Rotačnı́ válcovou plochu rozvineme do roviny. Kulová
plocha se tak zobrazı́ do rovinného pásu, jehož šı́řka je 2πr , kde r je poloměr kulové plochy.
Rovnoběžky se zobrazı́ jako rovnoběžné shodné úsečky, polednı́ky se zobrazı́ jako navzájem
rovnoběžné přı́mky kolmé k průmětům rovnoběžek.

Obr. 1.2.1

(a) Konstrukce průmětů rovnoběžek
Kulová plocha je zadána tak, aby zemská osa ležela v průmětně. V průmětně tak ležı́ i dva

polednı́ky (jsou zadány v daném měřı́tku) a povrchové přı́mky p, q opsané rotačnı́ válcové
plochy Ω. Pravoúhlé průměty do průmětny označı́me dolnı́mi indexy 2. Rovnoběžky se do
průmětny zobrazı́ jako rovnoběžné úsečky.
Zvolme rovnoběžku zeměpisné šı́řky ψ. Rovnoběžku promı́tneme ze středu S na rotačnı́
válcovou plochu Ω. Bod A rovnoběžky, který ležı́ v průmětně, se promı́tne do bodu As,
který ležı́ na povrchové přı́mce p plochy Ω. Všechny rovnoběžky se promı́tnou do kružnic
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rotačnı́ válcové plochy Ω, tj. jejich průměty budou mı́t stejnou délku. Rotačnı́ válcovou plo-
chu Ω rozvineme např. od přı́mky p do průmětny. Rovnı́k se po rozvinutı́ zobrazı́ jako úsečka
s počátečnı́m bodem Rs, ležı́cı́ na přı́mce kolmé k přı́mce p, jejı́ž délka je 2πr. Průmět rov-
noběžky ψr procházı́ bodem As a je rovnoběžný s průmětem rovnı́ku.

(b) Konstrukce průmětů polednı́ků
Polednı́ky pravoúhle promı́tneme do roviny σ rovnı́ku a tu sklopı́me. Sklopené průměty

útvarů označı́me dolnı́m indexem 3. Sklopené polednı́ky jsou jako poloměry kružnice 0r3.
Libovolný polednı́k vybereme za nultý a určı́me jeho bod X ležı́cı́ v rovině σ. Oblouk R3X3

sklopeného rovnı́ku se rozvine na průmět rovnı́ku do úsečky RsXs, která má stejnou délku
jako R3X3. Polednı́ky se zobrazı́ jako přı́mky kolmé k průmětu rovnı́ku, proto je 0ms přı́mka
kolmá k 0rs a procházejı́cı́ Xs.

Obr. 1.2.2

Poznámka 1.2.1 Rotačnı́ válcovou plochu opisujeme podél rovnı́ku. Kdybychom ji opsali
podél libovolné hlavnı́ kružnice, pak by průmětem rovnoběžky byla obecně křivka čtvrtého
stupně, vzniklá jako průnik opsané rotačnı́ válcové plochy a rotačnı́ kuželové plochy, kterou
se rovnoběžka promı́tá.

1.2.2 Nepravá Lambertova válcová projekce

Nepravá Lambertova projekce je zobrazenı́ kulové plochy, které nenı́ promı́tánı́m kulové
plochy na rotačnı́ válcovou plochu. Bodům kulové plochy jsou předepsaným zobrazenı́m
přiřazeny body rotačnı́ válcové plochy Ω opsané kulové ploše podél rovnı́ku. Rovnoběžce
zeměpisné šı́řky ψ ležı́cı́ v rovině α přiřadı́me kružnici rotačnı́ válcové plochy Ω ležı́cı́ ve
stejné rovině. Délka obrazů všech rovnoběžek je opět 2πr. Polednı́ky se sestrojı́ jako množina
průsečı́ků rovin, které polednı́ky obsahujı́, s rovnoběžkami a zobrazı́ se tedy na části povr-
chových přı́mek plochy Ω jako úsečky délek 2r. Celá kulová plocha se promı́tne na část
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rotačnı́ válcové plochy jı́ opsané, která je ohraničená tečnými rovinami kulové plochy se-
strojenými v pólech. Tato část rotačnı́ válcové plochy se rozvine do průmětny do obdélnı́ku,
jehož strany majı́ délky 2r a 2πr.

Obr. 1.2.3

Obsah tohoto obdélnı́ku je 4πr2, což je rovněž povrch dané kulové plochy. Tato mapa je
ekvivalentnı́ (plochojevná).

(a) Konstrukce obrazů rovnoběžek
Konstrukce obrazů rovnoběžek i polednı́ků je podobná jako v přı́padě normálnı́ válcové

projekce. Zvolı́me zemskou osu v průmětně a v daném měřı́tku dvojici polednı́ků ležı́cı́ch
v průmětně. Opsaná rotačnı́ válcová plocha Ω obsahuje povrchové přı́mky p, q ležı́cı́ v průmět-
ně, do které rozvineme plochu Ω např. od přı́mky p. Obraz rovnı́ku sestrojı́me tak, že jej roz-
vineme do úsečky délky 2πr kolmé k p. Obraz rovnoběžky zeměpisné šı́řky ψ ležı́ ve stejné
rovině jako rovnoběžka ψr, konstrukce ψrs je zřejmá.

(b) Konstrukce průmětů polednı́ků
Postupujeme stejně jako v normálnı́ válcové projekci, průmětem polednı́ku je tentokrát

pouze úsečka, nikoli celá přı́mka.

Obr. 1.2.4
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1.3 Kuželová kartografická projekce

V kuželových projekcı́ch je kulová plocha nejprve promı́tnuta z daného středu promı́tánı́
na rotačnı́ kuželovou plochu Ω opsanou kulové ploše. Mapu zı́skáme rozvinutı́m kuželové
plochy Ω do roviny ρ.

1.3.1 Braunova kuželová projekce

Podél rovnoběžky zeměpisné šı́řky třicet (severnı́ nebo jižnı́) opı́šeme rotačnı́ kuželovou plo-
chu Ω a střed promı́tánı́ ztotožnı́me s pólem opačné zeměpisné šı́řky než je zvolená třicátá
rovnoběžka. Ze středu promı́tánı́ promı́tneme kulovou plochu na rotačnı́ kuželovou plochu
Ω a tu potom rozvineme. Rovnoběžky se tak zobrazı́ do oblouků soustředných kružnic a po-
lednı́ky do polopřı́mek.

Obr. 1.3.1

(a) Konstrukce průmětů rovnoběžek
V průmětně je dána zemská osa a v daném měřı́tku dvojice polednı́ků ležı́cı́ch v průmětně.

Kulová plocha je pravoúhle promı́tnuta do průmětny, pravoúhlé průměty do průmětny označı́-
me dolnı́mi indexy 2. Podél rovnoběžky 30◦r severnı́ šı́řky opı́šeme rotačnı́ kuželovou plochu
Ω, jejı́ž vrchol V ležı́ v průmětně. Střed promı́tánı́ splyne s jižnı́m pólem. Do průmětny nej-
prve rozvineme kuželovou plochu Ω (např. od povrchové přı́mky p ležı́cı́ v průmětně). Se-
strojı́me rozvinutı́ dotykové třicáté rovnoběžky, rovinu rovnoběžky sklopı́me, rovnoběžku
rozdělı́me na dostatečný počet dı́lků a ty přeneseme na oblouk kružnice se středem V s a pro-
cházejı́cı́ bodem, ve kterém se přı́mka p a rovnoběžka 30◦r dotýkajı́. Rovnoběžku libovolné
zeměpisné šı́řky nejprve promı́tneme ze středu S na rotačnı́ kuželovou plochu a potom se-
strojı́me (obdobným způsobem jako u 30◦r) rozvinutý kruhový oblouk.

(b) Konstrukce průmětů polednı́ků
Průměty polednı́ků sestrojujeme podobně jako ve válcových projekcı́ch. Polednı́ky pra-

voúhle promı́tneme do roviny rovnoběžky 30◦r severnı́ šı́řky (na rozdı́l od válcových projekcı́,
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kde promı́táme do roviny rovnı́ku) a přenášené oblouky měřı́me na nı́ ve sklopenı́. Sklopené
útvary značı́me dolnı́m indexem 3.

Obr. 1.3.2
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Kapitola 2

Cyklografie

Dosud studované zobrazovacı́ metody zobrazovaly prostorové útvary do roviny užitı́m pravo-
úhlého, kosoúhlého nebo středového promı́tánı́. Bodům v prostoru byla vždy jednoznačně
přiřazena nějaká dvojice (dva body, bod a čı́slo) v průmětně a naopak, z dané dvojice bylo
možné jednoznačně určit přı́slušný bod v prostoru. Napřı́klad v kótovaném promı́tánı́ je bodu
v prostoru přiřazen jeho pravoúhlý průmět do roviny a jeho kóta, v Mongeově projekci je ob-
razem bodu v prostoru dvojice jeho pravoúhlých průmětů do půdorysny a do nárysny apod.
Tyto metody se nazývajı́ lineárnı́ zobrazovacı́ metody. V této kapitole ukážeme základy ne-
lineárnı́ zobrazovacı́ metody, která byla poprvé popsána již v 19. stoletı́.

2.1 Cyklický průmět bodu, přı́mky a roviny

Uvažujme eukleidovský prostor E3. V E3 necht’ je dána rovina π, do nı́ budeme zobrazovat
body v prostoru. Každému bodu v prostoru přiřadı́me jeho pravoúhlý průmět A1 do roviny π
a kružnici k se středem A1 a poloměrem |AA1|. Naopak, je-li dána kružnice k v průmětně,
jejı́mu středu odpovı́dajı́ dva body v opačných poloprostorech určených průmětnou, jejichž
vzdálenost od průmětny je rovna poloměru kružnice. Tuto nejednoznačnost odstranı́me tı́m,
že kružnici orientujeme.

Obr. 2.1.1

Máme-li v prostoru dánu pravotočivou kartézskou soustavu souřadnic, pak zvolı́me za průmět-
nu π rovinu xy a pro body s kladnou z-ovou souřadnicı́ orientujeme kružnici proti směru
hodinových ručiček (smysl otáčenı́ je kladný) a pro zápornou z-ovou souřadnici kružnici

33



orientujeme po směru hodinových ručiček (smysl otáčenı́ je záporný). Orientovanou kružnici
se středem A1 a poloměrem |AA1| pak značı́me (A). Považujeme-li body P roviny π za
kružnice s nulovým poloměrem, tj. (P ) = P1, pak lze jednoznačně ke každé orientované
kružnici v rovině π přiřadit bod v prostoru E3. Máme tak dáno jednoznačné zobrazenı́ bodů
prostoru E3 na množinu orientovaných kružnic ležı́cı́ch v rovině π. Orientovaná kružnice se
nazývá cykl. Každá kružnice roviny π je nositelkou dvou cyklů. DvojiciA1, (A) nazveme cyk-
lický průmět bodu A a zobrazenı́, které bodům prostoru E3 přiřazuje jejich cyklické průměty
se nazývá cyklické promı́tánı́. Studiem cyklického promı́tánı́ se zabývá cyklografie. Nynı́
uvažujme vlastnı́ bod A v rozšı́řeném Eukleidovském prostoru Ē3 a rotačnı́ kuželovou plo-
chu Φ(A) s vrcholem A, jejı́ž povrchové přı́mky majı́ od roviny π odchylku 45◦. Rovina π
protı́ná Φ(A) v nositelce cyklu (A), orientace nositelky závisı́ opět na z-ové souřadnici bodu
A. Pro všechny vlastnı́ body prostoru Ē3 jsou takto sestrojené kuželové plochy shodné, majı́
navzájem rovnoběžné povrchové přı́mky a všechny takové kuželové plochy majı́ společnou
kuželosečku c∞ ležı́cı́ v nevlastnı́ rovině ω∞ prostoru Ē3. Všem vlastnı́m bodům prostoru Ē3

lze takto přiřadit cyklický průmět do roviny π a naopak, ke každému cyklickému průmětu (A)

lze jednoznačně přiřadit rotačnı́ kuželovou plochu Φ(A). Kuželovou plochu Φ(A) nazýváme
cyklografický kužel bodu A a kuželosečku c∞ nazýváme základnı́ kuželosečka. Nadále bu-
deme pracovat v rozšı́řeném eukleidovském prostoru Ē3 a jeho vlastnı́ body budeme zobra-
zovat v cyklickém promı́tánı́ do roviny π.

Mějme dány dva různé body A,B tak, aby bod B ležel na cyklografickém kuželi Φ(A)

bodu A. Přı́mka AB ležı́ také na cyklografickém kuželi Φ(B) bodu B, a proto bod A ležı́ na
cyklografickém kuželi Φ(B) bodu B.

Obr. 2.1.2

Sestrojme cykly (A), (B) bodůA,B a cykly (C), (D) bodůC,D, jejichž nositelky se dotýkajı́.
Orientace cyklů (A), (B) je souhlasná, což znamená, že se v bodě dotyku neměnı́ směr po-
hybu (viz obr. 2.1.3 [a]). Orientace cyklů (C), (D) je nesouhlasná, v bodě dotyku nositelek
se měnı́ směr pohybu (viz obr. 2.1.3 [b]). V prostoru to znamená, že bod A ležı́ na cyklogra-
fickém kuželi bodu B a naopak, bod B ležı́ na cyklografickém kuželi bodu A. Bod C neležı́
na cyklografickém kuželi bodu D a ani bod D neležı́ na cyklografickém kuželi bodu C.1

1Vymodelujte si situaci v prostoru.
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Řı́káme, že cykly (A), (B) se dotýkajı́.2 Dotyk cyklů tak lze interpretovat vzájemnou polo-
hou útvarů v prostoru a toho využı́váme při řešenı́ některých úloh v rovině, které převádı́me
na řešenı́ prostorových úloh. S využitı́m cyklického promı́tánı́ tak řešı́me převážně Pappovy
a Apolloniovy úlohy.

Obr. 2.1.3

Cyklický průmět přı́mky je dán cyklickými průměty jejı́ch bodů. Cyklický průmět přı́mky
nazýváme lineárnı́ řada cyklů. Pravoúhlé průměty bodů přı́mky a vyplnı́ přı́mku a1, což je
pravoúhlý průmět přı́mky a do roviny π, přı́mka a1 je množina středů cyklů všech bodů
přı́mky a. Na přı́mce různoběžné s rovinou π existuje bod P ležı́cı́ v π, který, stejně jako
v jiných zobrazovacı́ch metodách, nazýváme stopnı́k. Stopnı́k je středem stejnolehlosti všech
cyklů lineárnı́ řady cyklů a. Nazýváme ho také nulový cykl řady. Známe-li dva různé cykly
(A), (B) lineárnı́ řady cyklů, můžeme sklopit pravoúhle promı́tacı́ rovinu přı́mky a do π

a sestrojit libovolný dalšı́ cykl řady a. Odchylka přı́mky od roviny π se určı́ stejně jako
v kótovaném promı́tánı́, tj. určı́me odchylku pravoúhlého průmětu a1 od sklopené přı́mky
(a).

Obr. 2.1.4

Zřejmě, je-li odchylka 0 < α < 45◦, ležı́ nulový cykl (P ) vně každého cyklu řady. Je-li
45◦ < α < 90◦, ležı́ (P ) uvnitř každého cyklu řady. Všechny cykly řady, jejı́ž odchylka od π

2Cykly (C) a (D) se nedotýkajı́.
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je 45◦, se dotýkajı́ v bodě (P ). Cykly přı́mky kolmé k π jsou soustředné kružnice3 se středem
(P ) a cykly přı́mky rovnoběžné s π jsou shodné.4

Cyklický průmět roviny nazýváme cyklické pole. Rovinu opět zobrazujeme jako množinu
jejı́ch cyklů. Stopa roviny ρ, tj. průsečnice roviny ρ s rovinou π, se nazývá osa cyklického
pole nebo také paprsek. Hlavnı́ přı́mky roviny jsou rovnoběžné se stopou, spádové přı́mky
jsou kolmé ke stopě pρ roviny ρ. Odchylka roviny od průmětny je rovna odchylce jejı́ spádové
přı́mky od průmětny. Ze zobrazenı́ přı́mky vyplývá, že pohybuje-li se odchylka roviny od
průmětny mezi 0◦ a 45◦, ležı́ stopnı́k spádové přı́mky vně všech jejı́ch cyklů, tedy žádný cykl
roviny neprotı́ná osu. Je-li odchylka mezi 45◦ a 90◦, pak cykly protı́najı́ stopu pod stejným
úhlem.5 Má-li přı́mka odchylku 45◦ stupňů, dotýkajı́ se všechny cykly osy. Je-li přı́mka kolmá
k průmětně, ležı́ na ose středy všech cyklů cyklického pole. Rovina rovnoběžná s průmětnou
nemá osu, všechny jejı́ cykly jsou shodné.

Obr. 2.1.5

Stopa pρ roviny ρ, která nenı́ kolmá k π ani s nı́ rovnoběžná, rozděluje průmětnu π na dvě
poloroviny. V jedné polorovině ležı́ středy cyklů roviny kladně orientovaných a ve druhé
polorovině ležı́ středy cyklů roviny záporně orientovaných. Osu cyklického pole (paprsek)
můžeme také orientovat. Směr paprsku určı́me tak, aby orientace cyklů daného cyklického
pole a paprsku byla souhlasná, tj. neměnil se směr pohybu při přechodu z cyklu na paprsek,
viz obr. 2.1.6.

3Každá kružnice je nositelkou dvou cyklů přı́mky kolmé k průmětně.
4Ověřte.
5Úhel, pod kterým protı́ná přı́mka kružnici, se definuje jako úhel, který přı́mka svı́rá s tečnou v průsečı́ku

s kružnicı́.
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Obr. 2.1.6

Úlohu v rovině – sestrojte společnou tečnu dvou daných kružnic – můžeme nynı́ převést
na řešenı́ prostorové úlohy. Dané kružnice orientujeme a hledáme rovinu, která obsahuje
dané cykly a jejı́ž odchylka od průmětny je 45◦. Uvažujeme-li obě orientace každé kružnice,
dostaneme odpovı́dajı́cı́ počet řešenı́.

Pokud v rovině hledáme kružnice protı́najı́cı́ danou přı́mku pod daným úhlem α, převede-
me tuto úlohu opět na prostorovou úlohu. V tomto přı́padě sestrojujeme průmět roviny, jejı́ž
odchylka od průmětny je ω, přičemž pro úhly α a ω platı́ cotg ω = cosα (viz obr. 2.1.7).6

Obr. 2.1.7

Přı́klad 2.1.1 Určete společný cykl lineárnı́ řady cyklů a cyklického pole.
Hledáme průsečı́k přı́mky s rovinou. Prostorové řešenı́ je známé, danou přı́mkou p prolo-

žı́me vhodnou rovinu σ a určı́me průsečnici q roviny σ s danou rovinou ρ. Průsečı́k R přı́mky
q s přı́mkou p je hledaný bod. Rovinu máme dánu třemi body M,N,Q a přı́mku stopnı́kem
P a bodem A. Úlohu řešı́me jako v kótovaném promı́tánı́, kóty bodů jsou poloměry cyklů,
orientace udává, zda je bod nad či pod průmětnou.

6Máme dán paprsek pρ1 a úhel α. Libovolným bodem Q přı́mky pρ1 vedeme přı́mku q, která svı́rá s přı́mkou
pρ1 úhel α. Sestrojı́me libovolnou kružnici k, která se dotýká přı́mky q v bodě Q. Středem kružnice k procházı́
spádová přı́mka sρ roviny ρ, jejı́ odchylka od průmětny je ω. Uvažujeme-li různé orientace přı́mky pρ1 a kružnice
k, dostaneme všechna řešenı́.
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Obr. 2.1.8

Sestrojı́me stopu roviny ρ, která je určena napřı́klad stopnı́ky přı́mek MN a MQ. Přı́mkou p
vhodně proložı́me rovinu σ. V rovině ρ i σ určı́me hlavnı́ přı́mky o stejných kótách.7 Průmět
průsečnice q rovin ρ a σ je dán průsečı́kem jejich stop a průsečı́kem průmětů hlavnı́ch přı́mek.
Společný bod R přı́mek q, p je hledaný společný bod přı́mky a roviny. Jeho vzdálenost od
průmětny určı́ poloměr cyklu, orientace cyklu je dána polohou bodu R vzhledem k průmětně.

Přı́klad 2.1.2 Určete cykl, který se dotýká paprsku pρ, paprsek pσ protı́ná pod úhlem α

a paprsek pγ pod úhlem β.

Máme určit společný bod R třı́ rovin ρ, σ a γ. Úloha se opět řešı́ jako v kótovaném
promı́tánı́. Je však třeba určit hlavnı́ přı́mky všech třı́ rovin o stejné kótě z. Poté snadno
sestrojı́me alespoň dvě průsečnice dvou dvojic rovin. Hledaný bod R je průsečı́k těchto
průsečnic. Sklopı́me spádové přı́mky jednotlivých rovin. Rovina ρ, jejı́ž stopa je pρ, má od
průmětny odchylku 45◦, odchylky rovin σ a γ určı́me pomocı́ konstrukce v obr. 2.1.7. Body
nad průmětnou jsou určeny orientacı́ paprsků, takže lze jednoznačně určit na spádových
přı́mkách jednotlivých rovin body, jejichž kóta je rovna z a sestrojit požadované hlavnı́
přı́mky. (Stopy rovin a hlavnı́ přı́mky tvořı́ stejnolehlé trojúhelnı́ky, střed stejnolehlosti je
hledaný společný bod.)

7Napřı́klad zvolı́me hlavnı́ přı́mku roviny ρ procházejı́cı́ bodem M a v rovině σ najdeme hlavnı́ přı́mku
o stejné kótě. Tato přı́mka procházı́ bodem T přı́mky p, který má stejnou kótu jako bod M . K nalezenı́ průmětu
bodu T využijeme sklopenı́ přı́mky p.
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Obr. 2.1.9

2.2 Množiny středů kružnic

V předchozı́ kapitole jsme ukázali, že se dva cykly dotýkajı́, ležı́-li bod, který se zobrazı́ do
jednoho cyklu, na cyklografickém kuželi druhého cyklu. Tedy, že množina středů cyklů, které
se dotýkajı́ daného cyklu (A), vyplnı́ v prostoru cyklografický kužel bodu A. V této kapitole
budeme hledat množinu středů cyklů dotýkajı́cı́ch se dvou daných různých cyklů (přı́padně
daného cyklu a paprsku).

Cyklografický kužel a rovina, která neprocházı́ vrcholem tohoto kužele, majı́ společnou
regulárnı́ kuželosečku, nazýváme ji cyklografická kružnice. Dva různé cyklografické kužele
se vždy protı́najı́. Obecně je jejich průniková křivka čtvrtého stupně. Kužele však majı́ rov-
noběžné povrchové přı́mky a dotýkajı́ se podél nevlastnı́ kuželosečky c∞, průnik se roz-
padá na dvě kuželosečky, jednu vlastnı́ (cyklografická kružnice) a druhou nevlastnı́ (základ-
nı́ kuželosečka). Cyklografickou kružnicı́ tak procházejı́ dva cyklografické kužele. Obecně
platı́, že dvě různé kuželosečky v prostoru, které majı́ dva různé body společné, ležı́ na
dvou kuželových plochách a spojnice vrcholů těchto kuželových ploch je polárně sdružená
s průseč-nicı́ rovin daných kuželoseček.

Středy cyklů, které se dotýkajı́ dvou daných různých cyklů (A), (B), ležı́ současně na
cyklografických kuželech Φ(A),Φ(B), tj. patřı́ průnikové křivce obou kuželů. Cykly jsou
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průměty vlastnı́ch bodů prostoru Ē3, takže středy hledaných cyklů vyplnı́ cyklografickou
kružnici k. Označme ρ rovinu cyklografické kružnice k. Tedy k je kuželosečka, která je řezem
kuželů Φ(A),Φ(B) rovinou ρ.

Obr. 2.2.1

Rovina ρ je kolmá k pravoúhle promı́tacı́ rovině λ přı́mky AB. Pravoúhlé průměty do roviny
λ označı́me indexem 2, rovinu λ sklopı́me. V rovině λ ležı́ dvě povrchové přı́mky každého
kužele. Určı́me společné body těchto povrchových přı́mek, tj. body kuželosečky k ležı́cı́
v rovině λ, které označı́me M,N . Přı́mka M2N2 je pravoúhlým průmětem ρ2 roviny ρ do
roviny λ. Podle roviny λ jsou souměrné oba cyklografické kužele, proto je podle roviny λ
souměrná i kuželosečka k a v rovině λ ležı́ vrcholy kuželosečky k. Body M,N jsou vrcholy
kuželosečky k a kuželosečka nenı́ parabola, protože povrchové přı́mky kuželů ležı́cı́ v rovině
λ vždy vytvořı́ obdélnı́k. Jejı́m průmětem k2 do roviny λ je část přı́mky ρ2, střed O2 úsečky
M2N2 je průmětem středu O kuželosečky k. Rovina λ obsahuje průsečı́ky V ∞,W∞ roviny
ρ se základnı́ kuželosečkou c∞. Přı́mku V ∞W∞ obsahujı́ i vrcholové roviny α, β kuželů
Φ(A),Φ(B), které jsou rovnoběžné s rovinou ρ. Roviny α, β jsou polárnı́ roviny stopnı́ku
P přı́mky AB vzhledem k Φ(A),Φ(B).8 Stopy pα1 , p

β
1 jsou poláry stopnı́ku P přı́mky AB

vzhledem k (A), (B). Tečny z bodu P1 k cyklům (A), (B) jsou stopy společných tečných ro-
vin kuželů Φ(A),Φ(B). Rovina ρ procházı́ společnými body V ∞,W∞ kuželů Φ(A),Φ(B),
takže stopa pρ1 roviny ρ je chordála kružnic (A), (B). Typ kuželosečky k určı́me podle po-
lohy některé z vrcholových rovin α, β vzhledem ke kuželům. Protı́ná-li např. pα1 kružnici

8Cyklografické kužele jsou singulárnı́ kvadriky a polárnı́ roviny singulárnı́ kvadriky vždy obsahujı́ vrchol
kvadriky.
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(A) je k hyperbola a rovina α protı́ná Φ(A) v rovnoběžkách s asymptotami. Neprotı́ná-li pα1
kružnici (A), je kuželosečka k elipsa. Z Quételetovy-Dandelinovy věty vı́me, že pravoúhlý
průmět vrcholu rotačnı́ kuželové plochy do roviny kolmé k ose je ohniskem průmětu řezu
tohoto kužele. Průmět kuželosečky k tak máme určen středem, vrcholy, ohnisky a přı́padně
asymptotami a kuželosečku již můžeme sestrojit. Odvodili jsme větu:

Věta 2.2.1 Množina středů cyklů, které se dotýkajı́ dvou cyklů, je elipsa nebo hyperbola,
která má středy daných cyklů za ohniska.

Můžeme také určit množinu středů cyklů, které se dotýkajı́ daného cyklu a paprsku.
Středy cyklů, které se dotýkajı́ daného paprsku, vyplnı́ rovinu, jejı́ž odchylka od průmětny
je 45◦. Hledáme řez cyklografického kužele Φ(A) rovinou ρ rovnoběžnou s některou jeho
povrchovou přı́mkou. Postup konstrukce je podobný jako při odvozovánı́ věty 2.2.1.

Obr. 2.2.2

Vrcholem cyklografického kužele vedeme rovinu λ kolmou k průmětně i k rovině ρ, rovinu
λ sklopı́me a najdeme vrchol kuželosečky k. Rovina λ protne rovinu ρ ve spádové přı́mce.
Protože je odchylka roviny ρ od průmětny stejná jako odchylka povrchových přı́mek cyklo-
grafického kužele Φ(A), je kuželosečka k parabola. V rovině λ ležı́ jejı́ vrchol. Pravoúhlý
průmět vrcholu rotačnı́ kuželové plochy do roviny kolmé k ose je ohniskem průmětu řezu to-
hoto kužele. Průmět paraboly k máme určen vrcholem a ohniskem. Podobně jako v předcho-
zı́m přı́kladě odvodı́me větu:

Věta 2.2.2 Množina středů cyklů, které se dotýkajı́ cyklu a paprsku, je parabola, která má
střed cyklu za ohnisko.

Hledáme-li množinu středů kružnic, které se dotýkajı́ dvou daných kružnic nebo kružnice
a přı́mky, řešı́me předchozı́ úlohy, přičemž uvažujeme veškeré možné kombinace orientacı́
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daných útvarů. Řešenı́m jsou pak konfokálnı́ kuželosečky, tj. kuželosečky se společnými oh-
nisky.

Můžeme rovněž hledat množinu středů kružnic, které se dotýkajı́ dané kružnice a danou
přı́mku protı́najı́ pod daným úhlem α. Potom sestrojujeme řez kuželové plochy rovinou, jejı́ž
odchylka od průmětny je ω, kde ω určı́me podle obr. 2.1.7.

Obr. 2.2.3

Hledanými množinami jsou hyperboly9 a konstrukce je podobná jako v předchozı́ch přı́pa-
dech. V rovině λ ležı́ spádová přı́mka s roviny ρ i spádová přı́mka s′ vrcholové roviny ρ′,
které ve sklopenı́ můžeme sestrojit, protože známe jejich odchylky od průmětny.

Cvičenı́ 2.2.1 Sestrojte množiny středů kružnic dotýkajı́cı́ch se dvou daných kružnic pro
jejich různé vzájemné polohy.

9Kružnice, která protı́ná přı́mku p pod úhlem α, je nositelkou cyklu roviny ρ se stopou p, která má odchylku
od průmětny většı́ než 45◦, tj. vrcholová rovina ρ′ rovnoběžná s rovinou ρ protı́ná cyklografický kužel ve dvou
povrchových přı́mkách.
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Obr. 2.2.4

Cvičenı́ 2.2.2 Sestrojte množiny středů kružnic dotýkajı́cı́ch se kružnice a přı́mky pro jejich
různé vzájemné polohy.

Obr. 2.2.5

2.3 Řešenı́ Pappových a Apolloniových úloh

Výsledků předchozı́ kapitoly využijeme při hledánı́ množin středů cyklů dotýkajı́cı́ch se třı́
daných útvarů – cyklů či paprsků. Hledáme napřı́klad všechny cykly, které se dotýkajı́ třı́
různých cyklů nebo cykly, které se dotýkajı́ dvou cyklů a paprsku apod. Tyto úlohy lze opět
zobecnit, a to tak, že kružnice považujeme za nositelky dvou různých cyklů a přı́mky za
stopy dvou různých rovin a hledáme středy kružnic, dotýkajı́cı́ch se daných útvarů. Mezi
cykly samozřejmě patřı́ i nulové cykly, tj. body ležı́cı́ v průmětně. Jestliže uvažujeme všechny
možné kombinace zadánı́, dostáváme tak soubor úloh, které nazýváme Apolloniovy úlohy.
V přı́padě, že se v zadánı́ vyskytuje kromě kružnice či přı́mky i bod (nulový cykl), lze každou
takovou úlohu modifikovat tak, že bod bude ležet na přı́mce či kružnici a hledaná kružnice se
bude dotýkat přı́mky nebo kružnice v daném bodě. Zı́skáme šest dalšı́ch úloh, které nazýváme
Pappovy úlohy.
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I. Pappovy úlohy.

1. Sestrojte kružnici, která se v daném bodě T dotýká dané kružnice k a procházı́
dalšı́m bodem B.

2. Sestrojte kružnici, která se v daném bodě T dotýká dané kružnice k a dotýká se
dané přı́mky p.

3. Sestrojte kružnici, která se v daném bodě T dotýká dané kružnice k a dotýká se
dalšı́ kružnice l.

4. Sestrojte kružnici, která se v daném bodě T dotýká dané přı́mky p a procházı́
dalšı́m bodem B.

5. Sestrojte kružnici, která se v daném bodě T dotýká dané přı́mky p a dotýká se
dalšı́ přı́mky q.

6. Sestrojte kružnici, která se v daném bodě T dotýká dané přı́mky p a dotýká se
dané kružnice k.

II. Apolloniovy úlohy.

1. Sestrojte kružnici, která procházı́ danými body A,B,C.

2. Sestrojte kružnici, která procházı́ danými body A,B a dotýká se dané přı́mky p.

3. Sestrojte kružnici, která procházı́ danými body A,B a dotýká se dané kružnice k.

4. Sestrojte kružnici, která procházı́ daným bodemB a dotýká se daných přı́mek p, q.

5. Sestrojte kružnici, která procházı́ daným bodem B a dotýká se dané přı́mky p

a dané kružnice k.

6. Sestrojte kružnici, která procházı́ daným bodemB a dotýká se daných kružnic k, l.

7. Sestrojte kružnici, která se dotýká daných přı́mek p, q, r.

8. Sestrojte kružnici, která se dotýká daných přı́mek p, q a dané kružnice k.

9. Sestrojte kružnici, která se dotýká dané přı́mky p a daných kružnic k, l.

10. Sestrojte kružnici, která se dotýká daných kružnic k, l,m.

Ukážeme řešenı́ některých úloh.

Přı́klad 2.3.1 Řešenı́ Pappovy úlohy 3.
Zvolı́me libovolně orientaci kružnic. Orientovaná kružnice k je řı́dı́cı́ křivkou cyklogra-

fického kužele s vrcholem A. Kružnice l je řı́dı́cı́ kružnicı́ cyklografického kužele s vrcholem
B. Hledáme bod X , který patřı́ oběma cyklografickým kuželům. Jelikož známe bod dotyku
T na kružnici k, známe povrchovou přı́mku cyklografického kužele Φ(A), na které bod X
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ležı́. Na cyklografickém kuželi Φ(B) ležı́ povrchová přı́mka BT ′ (T ′ ležı́ v průmětně)10, rov-
noběžná s přı́mkouAT . Přı́mka TT ′ je stopou roviny ρ určené přı́mkamiAT aBT ′. V rovině
ρ ležı́ vrcholy A,B cyklografických kuželů Φ(A), Φ(B). Rovina ρ protı́ná kužel Φ(B) ještě
v povrchové přı́mce BU (U ležı́ v průmětně), která je různoběžná s přı́mkou AT . Průsečı́k
X přı́mek AT a BU je vrchol hledaného cyklografického kužele Φ(X). Zı́skali jsme jedno
řešenı́ úlohy, zbývajı́cı́ řešenı́ obdržı́me různými kombinacemi orientacı́ kružnic.

Obr. 2.3.1

Přı́klad 2.3.2 Řešenı́ Apolloniovy úlohy 5.

Zvolı́me orientaci kružnice i přı́mky. Kružnice k je řı́dı́cı́ křivkou cyklografického kužele
s vrcholem A, bod B je vrcholem cyklografického kužele Φ(B) a paprsek p je stopou roviny
σ, která má odchylku od průmětny 45◦. Středy hledaných cyklů ležı́ současně na cyklogra-
fických kuželı́ch Φ(A), Φ(B) a v rovině σ. Hledáme body, které ležı́ v rovině σ a patřı́
průnikové křivce kuželů Φ(A) a Φ(B). Kuželosečka, která je částı́ průniku kuželů Φ(A),
Φ(B), ležı́ v rovině ρ. Stopa pρ roviny ρ je chordála kružnic (A) a (B) (jak je vidět v od-
vozenı́ věty 2.2.1). Středy hledaných cyklů ležı́ na průsečnici s rovin ρ a σ. Uvažujme vr-
cholové roviny ρ′ a σ′ cyklografického kužele Φ(A). Roviny ρ′, σ′ se protı́najı́ v přı́mce s′.
Přı́mka s′ procházı́ bodem A a průsečı́kem S ′ půdorysných stop pρ′ , pσ′11 rovin ρ′, σ′. Přı́mka
s procházı́ průsečı́kem S půdorysných stop pρ, pσ rovin ρ, σ a je rovnoběžná s přı́mkou s′.
Uvažujme rovinu β určenou přı́mkou s a bodem A. V rovině β ležı́ i přı́mka s′ a jejı́ stopa je
přı́mka SS ′. Rovina β protne cyklografický kužel Φ(A) v povrchových přı́mkách x, y, které
jsou různoběžné s přı́mkou s. Průsečı́ky X, Y přı́mky s po řadě s přı́mkami x, y jsou hledané
středy cyklů. Zbývajı́cı́ řešenı́ obdržı́me různými kombinacemi orientacı́ kružnice a přı́mky.

10Poloha T ′ je dána volbou orientace cyklu. Jak?
11Přı́mka pρ

′

1 je spojnice bodů dotyku tečen vedených z B1 k (A) a pσ
′

1 je tečna (A) rovnoběžná s pσ1 tak, aby
(A) a pσ

′

1 byly souhlasně orientované.
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Obr. 2.3.2

Přı́klad 2.3.3 Řešenı́ Apolloniovy úlohy 6.
Konstrukce je podobná jako v přı́kladě 2.3.2. Dané útvary nejprve orientujeme. Kružnice

k, l jsou po řadě řı́dı́cı́mi křivkami cyklografických kuželů Φ(A),Φ(C) a bod B je vrcholem
cyklografického kužele Φ(B).

Obr. 2.3.3

Hledáme středy cyklů, dotýkajı́cı́ch se třı́ daných cyklů Φ(A),Φ(B),Φ(C). Podle věty 2.2.1
ležı́ středy cyklů, dotýkajı́cı́ch se vždy dvou z daných třech cyklů, v rovině. Máme tedy vždy
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pro každou dvojici cyklů rovinu, v nı́ž ležı́ středy cyklů, které se dotýkajı́ obou cyklů vybrané
dvojice, tj. tři roviny. Tyto tři roviny označı́me po řadě ρ, σ, µ, kde ρ, resp. σ, resp. µ obsahuje
středy cyklů, které se dotýkajı́ cyklů (A), (B), resp. (A), (C), resp.(B), (C). Roviny majı́
společný bod S, kterým procházı́ průsečnice každé dvojice rovin.12 Půdorysné stopy rovin
ρ, σ, µ jsou chordály kružnic (A), (B), (C), takže bod S je potenčnı́ střed zadaných kružnic,
přičemž kružnice (B) má nulový poloměr. Označme ρ rovinu, ve které ležı́ průniková křivka
kuželů Φ(A),Φ(B) a σ rovinu průnikové křivky kuželů Φ(A),Φ(C). Pak hledané středy
cyklů ležı́ na přı́mce ρ ∩ σ = s. Nejprve sestrojı́me průsečnici s′ vrcholových rovin ρ′, σ′

cyklografického kužele Φ(A). Přı́mka s′ procházı́ bodem A a průsečı́kem S ′ půdorysných
stop rovin ρ′, σ′, přı́mka s je rovnoběžná s přı́mkou s′ a procházı́ bodem S. Půdorysná stopa
roviny β obsahujı́cı́ přı́mky s, s′ protne cyklografický kužel Φ(A) v povrchových přı́mkách
x, y, které po řadě protnou přı́mku s v bodech X, Y , středech hledaných cyklů. Dalšı́ řešenı́
zı́skáme změnou orientace kružnic k, l.

Apolloniovy úlohy lze ještě modifikovat dalšı́m způsobem, a to tak, že dotyk hledané
kružnice a dané přı́mky nahradı́me protı́nánı́m pod daným úhlem. Řešı́me tak napřı́klad mo-
difikovanou Apolloniovu úlohu 5.13

Přı́klad 2.3.4 Sestrojte kružnici, která procházı́ bodemB, dotýká se dané kružnice k a danou
přı́mku p protı́ná pod úhlem α.

Obr. 2.3.4
12V Apolloniově úloze č.1 jsou stopy rovin osami úseček AB,BC,AC, tj. sestrojujeme kružnici opsanou

trojúhelnı́ku ABC.
13Přı́klad 2.1.2 je modifikacı́ Apolloniovy úlohy 7.
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Postup je stejný jako v přı́kladě 2.3.2. Kružnice k je řı́dı́cı́ křivkou cyklografického kužele
s vrcholem A, bod B je vrcholem cyklografického kužele Φ(B) a přı́mka p je stopou roviny
σ, která má od průmětny odchylku ω, kde velikost úhlu ω sestrojı́me pomocı́ úhlu α podle
obr. 2.1.7. Středy hledaných cyklů ležı́ současně na cyklografických kuželı́ch Φ(A),Φ(B)

a v rovině σ. Průniková křivka kuželů Φ(A),Φ(B) ležı́ v rovině ρ. Stopa pρ roviny ρ je
chordála kružnic (A) a (B), středy hledaných cyklů ležı́ na průsečnici s rovin ρ a σ. Vrcho-
lové roviny ρ′ a σ′ cyklografického kužele Φ(A) se protı́najı́ v přı́mce s′. Rovinu σ′ určı́me
pomocı́ sklopenı́ jejı́ spádové přı́mky a procházejı́cı́ bodem (A). Sklopenou přı́mku lze se-
strojit, protože známe odchylku ω rovinu σ od průmětny. Přı́mka s procházı́ průsečı́kem S

půdorysných stop rovin ρ, σ a je rovnoběžná s přı́mkou s′. Rovina β obsahujı́cı́ přı́mky s, s′

protı́ná cyklografický kužel Φ(A) v povrchových přı́mkách x, y, které protı́najı́ přı́mku s po
řadě v bodech X, Y , tj. středech hledaných cyklů. Zbývajı́cı́ řešenı́ obdržı́me různými kom-
binacemi orientacı́ kružnice a přı́mky.

Cvičenı́ 2.3.1 Vyřešte zbývajı́cı́ Pappovy a Apolloniovy úlohy, volte různé vzájemné polohy
zadaných útvarů.

Cvičenı́ 2.3.2 Apolloniovy úlohy 2, 4, 6, 7, 8, 9 modifikujte tak, aby hledaná kružnice
protı́nala dané přı́mky pod zvolenými úhly, a vyřešte je. Volte různé vzájemné polohy za-
daných útvarů.
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