IMAT1 — priklady k procviceni

1 Logika
1.1. Rozhodnéte, zda formule:
(a) (FAAN-B)V(-A NC) < =AN(-BVCO),
(b) (A= -C)AN(-C = -B))= (B=A)
je tautologii vyrokového poctu dvouhodnotové logiky.
1.2. Matematickou indukci dokazte:
(a) VneN: 17 =224+ 32 £+ +(-1)" - n?=(-1)""- 2. (n+1),

2 Relace

2.1. Necht M je mnozina vsech trojcifernych ¢isel. Na M zavedme relaci R piedpisem:
(a,b) € R < cisla a, b z M maji alespon dvé spolecné éislice.
Rozhodnéte, zda se jedna o ekvivalenci na M a pokud Ano, urcete indukovany rozklad.

2.2. Relaci Rna A = {1,2,3,4,5,6,7,8} dopliite nejmensim moznym poétem prvku tak,
aby se jednalo o ekvivalenci na A a poté urcete indukovany rozklad A:

R = {(272)7 (2’ 7)? (47 1)7 (834)}

3 Zobrazeni

3.1.

(a) Ukazte, ze zobrazeni f: x — —*= je bijekce mnoziny redlnych ¢isel R na otevieny

J2[+1
interval (—1,1).

(b) Necht a,b € R, a < b. Dokazte, ze zobrazeni g: z + 2¢=2 — 1 je bijekce (a,b) na
(—1,1).

(¢) S vyuzitim (a), (b) dokazte, ze existuje bijekce R na libovolny otevieny interval
(a,b) CR (pro a <b).

3.2. Rozhodnéte, zda zobrazeni
fiR= R flr,y) =(@+Ly+1,2-1)

je injektivni a surjektivni.



3.3. Rozhodnéte, zda pro zobrazeni
g:R* = R? g(a,y)=(y—1z+1)

existuje inverzni zobrazeni, piipadné jej urcete.
3.4. Urcete vlastnosti nasledujicich zobrazent:
(1) fi: C =R, filr+yi)=
(2) f2: C =R fola +yi) = (2,y);
(3) f3: RZ = R°, fi((2,y)) = (x + 1y, 2);
(4) fi: RP =R, fu((z,y,2)) = (z —y, 2 — 2y, 2 — 32);
(5) f5: R* =R, fs((x1,...,20)) =21+ -+ + Xp;
(6) fo: R" = R, fo((x1,22,...,2,)) = (x1,21 + T2, ..., 21 + X2+ -+ + 1,).
3.5. Necht f: A — B ag: B— C jsou zobrazeni. Dokazte, Ze

(1) je-li slozené zobrazeni f o g: A — C injekce, pak f je injekce,

(2) je-li fog: A— C surjekce, pak g je surjekce,

(3) je-li fog bijekce, potom f je injekce a g surjekce.
3.6. Necht f, g, h jsou zobrazeni neprazdné mnoziny A do sebe. Dokazte, Ze

(1) je-li h injekce, pak z foh = goh plyne f =g,

(2) je-li h surjekce, pak z ho f = ho g plyne f = g.

4 Algebraické struktury

4.1. Na mnoziné R definujme binarni operaci A takto:
r Ay = min{z,y}.

Urcete vlastnosti grupodu (R, A).

4.2. Vysetiete vlastnosti grupoidu (R; %), kde zxy = z+y—6 (asociativita, komutativita,
neutralni prvky, inverzni prvky).

4.3. Na intervalu [0,1] = {x € R: 0 < x < 1} definujme operaci ®:
r@®y=min{xr +y,1}.
Vysetiete vlastnosti grupoidu ([0, 1], @).
4.4. Necht (G, -) je grupa, a € G pevné zvoleny prvek. Definujme na G' novou operaci ®

takto:

x@y:xwfl«y.

Dokazte, ze (G, ®) je grupa.



4.5. Na kartézském soucinu R? = R x R definujme operaci *:
(a,b) % (c,d) = (ac,ad + b).
Vysetiete (R? %) a (A, %), kde A = {(a,b): a,b € R,a # 0}.

4.6. Necht A je mnozina vech aditivnich realnych funkei jedné proménné, tj. zobrazeni
f: R — R takovych, ze f(z+y) = f(x) + f(y) pro kazdé = € R. Na A definujme s¢itéani
,po bodech*:

(f+9)(@) = flz) + g(x). (4.1)
Dokazte, ze (A, +) je komutativni grupa.

4.7. Na mnoziné Z vsech celych ¢isel definujme bindrni operace V a A takto:
xVy=max{z,y}, x Ay =min{z,y}.

Jaké vlastnosti maji grupoidy (Z, V), (Z,N), (N,V) a (N, A)?

4.8. Na mnoziné vSech racionalnich ¢isel QQ definujme operaci * takto:

pry— Y
Y= 5
Vysetiete vlastnosti grupoidu (Q, *).

4.9. Sestavte tabulky operace ® z piikladu ?? na mnoziné {0,a,b,c,1} C [0,1] pro
piipady 1) a <b<c¢,2)a<c<bald)c<a<hb.

4.10. Necht (G, -) je koneénd pologrupa s jednotkou e. Dokazte, ze (G, -) je grupa, pravé
kdyz jeji tabulka ma nasledujici vlastnost:

(*) V kazdém réadku i kazdém sloupci je kazdy prvek pravé jedenkrat.

4.11. Napiste viechny tabulky operace - na mnoziné G tak, aby (G,-) byla grupa s jed-
notkou e pro:

(1) G ={e,a},

(2) G ={ea,b},

(3) G ={e,a,b,c}.
4.12. Necht A = {(a,b): a,b € R,a # 0}. Definujme bindrn{ operaci o na A takto:

(a,b) o (¢,d) = (ac,bc+ d).
Vysetiete vlastnosti (A, o).
4.13. Vysetiete vlastnosti grupoida (R, ®) a (R, ®), kde
rPy=x+y+1, x0Oy=xz+y+axy.

4.14. Necht (G, ) je grupoid. Rekneme, Ze prvek a € G je idempotentnd, jestlize a-a = a.
Dokazte, ze kdyz (G, -) je grupa, pak jedinym idempotentnim prvkem je jednotka e.



4.15. Necht (G,-) je grupa. Dokazte, Ze pokud a - a = e pro kazdé a € G, pak grupa
(G, -) je komutativni.

4.16. Komplexni ¢islo z € C se nazyva n-td odmocnina z 1 (n € N), pokud 2" = 1.
Dokazte, ze mnozina vSech n-tych odmocnin z 1 tvoii vzhledem k obvyklému nésobeni
komplexnich ¢isel komutativni grupu.

4.17. Zjistéte, zde mnozina vsech komplexnich jednotek (tj. ¢isel z € C takovych, ze
|z| = 1) tvoii vzhledem k ndsobeni komplexnich ¢isel grupu.

4.18. Sestrojte grupu symetrii (= zékrytovych pohyb)
(1) obdélnika (ktery neni ¢tverec),
(2) rovnostranného trojihelnika,
(3) ctverce.

4.19. Ozna¢me M mnozinu vSech matic ve tvaru

o Gxow (Y

kde z,y € R, = # 0. Vysetiete strukturu (M, -), kde operace - je ndsobeni matic.

4.20. Na kartézském soucinu Z3 = Z x Z x Z definujme séitdni nasledujicim zptisobem:

(k1 + ko, €1 + U3, mq +my)  pro my sudé,

ki, l1,m1) + (Ko, by, mg) =
( 1,41 ml) ( 2542 m2) { (k1+€27€1+k2’m1+m2) pro my 11Ché

Dokazte, ze (Z3,+) je nekomutativni grupa.

4.21. Na kartézském soucinu R? definujme operaci * nésledujicim zptisobem:

(21, 41) * (T2, y2) = (T1 + T2, y1€™ + Y2).
Dokazte, ze (R? ) je nekomutativni grupa.

4.22. Necht M je mnozina vech redlnych funkei f: R — R takovych, ze f(0) = 0. Na
M definujeme soucet a soucin funkci obvyklym zptsobem, tj.

(f+9)(x) = f(2) +g(x) a (fg)(z)= f(r)g(z)
pro x € R. Ukazte, ze (M, +, -) je komutativni unitarni okruh, ktery neni obor integrity.

4.23. Necht M je mnozina vsech matic tvaru

a b a b
a) (21) a),kdea,bER, b) <2b a),kdea,be@.

Zjistéte, jakou strukturu tvoii M vzhledem ke sc¢itani a nasobeni matic.

4.24. 7Zjistéte, jaké struktury tvori nasledujici mnoziny vzhledem k obvyklému séitani a
nasobeni komplexnich c¢isel:

(1) Z(i) ={a+bi: a,b € Z},



(2) Z(v/2) = {a+bV/2: a,b € 7},
(3) Z(v/2) = {a +bv/2: a,b € Z}.
4.25. Na R definujme operace ¢ a ® takto:
rdy=cx+y+1, rOy=x+y+xy.
Dokazte, ze (R, @, ®) je komutativni téleso.

4.26. Necht M je mnozina vsech redlnych funkei f: R — R, které spliuji podminku
f(0) = 0. Vysettete strukturu (M, +, o), kde soucet + je definovan predpisem

(f +9)(x) = f(z) + g(x)
pro =,y € R a operace o je skladani zobrazeni.
4.27. Rozhodnéte, zda trojice ({—1,0,1};+; ) je télesem?
4.28. Doplnte tabulku nasobeni tak, aby struktura ({0, 1, a, b}, +, ) byla téleso:

+]10 1 a b 0 1 a 0
0/]0 1 a b 0[0 0O 0 O
111 0 b a 110 1 a b
ala b 0 1 a0 a
b|b a 1 0 b0 b
4.29. Urcete vlastnosti nasledujicich dvou okruht:
+10 1 a b ¢ =z y =z 10 1 a b ¢ x y =z
00 1 a b ¢c x y =z 0j0 0 0O0O 0 0 0 O
111 0 =z 2z y a c b 110 1 a b ¢c =z y =z
ala z 0 ¢c b 1 2z y al0 a a b ¢ 0 b c
@ b|b 2z ¢ 0 a y z 1 b0 b b ¢ a 0 ¢ a
clec vy b a 0 z 1 =z cl0 ¢c ¢ a b 0 a b
xlz a 1 y z 0 b c z|0 z 0 0 0 =z 2 =z
yly ¢ z = 1 b 0 a yl0 v b ¢ a x z 1
zlz b y 1 = ¢ a 0 2|0 2z ¢ a b x 1 y
+10 1 a b ¢ =z y =z 101 a b ¢ =z y =z
00 1 a b ¢c = y =z 0/0 00O O 0O 0 0 O0
111 0 = 2z y a c b 110 1 a b ¢ =z y =z
ala x 0 ¢ b 1 z y al0 a b 2z 1 ¢ x vy
by bbb z ¢ 0 a y x 1 b0 b 2z y a 1 ¢ =
clec vy b a 0 z 1 =z c|l0 ¢ 1 a = y 2z b
rxlz a 1 y 2z 0 b ¢ x|0 ¢ 1 y z b a
yly ¢ z = 1 b 0 a yl0 vy ¢ 2z b a 1
zlz b y 1 = ¢ a 0 2|10 z y b a 1 c

4.30. Necht M je mnozina vSech matic tvaru

o G G 0 ()

kde a,b € R. Zjistéte, jakou strukturu tvoii M vzhledem ke s¢itdni a nasobeni matic.

4.31. Dokazte, ze okruh zbytkovych tiid (Z,,®,®), n > 2, je téleso, pravé kdyz n je
prvocislo.



Matice a determinanty

5 Operace s maticemi
5.1. Nad télesem R jsou dany matice
1 3 =2 -2 01 30 100 0 1
A‘(—11 0)’ B_(4 5 0)’ 0_(1 1)’ D_(z -3 1)‘

Rozhodnéte, zda jsou definovany matice A+ B, C + D, AB, CD, 2A+3CD, C?, C*D?,
AT + BT, (A+ B)T. V kladném pifpadé je urcete.

5.2. Najdéte vsechny matice A nad R, které jsou zaménitelné s matici

5.3. Necht a € R. Vypoctéte

pron € N.

5.4. Vypoctéte nasledujici souciny, pokud jsou definovany:

Loy (L
a) [ 5 -1 =3 o0 -6l
-2 1 8 -1/ |23
0 0 0
1 0 -1
2 1 1
b)(o1013—127).302
52 -1 32 —2 -3 1 2 1 3 |
1 0 0
0 0 -1
11 0

DEDEDCY e e Y
e (e () (1)



6 Permutace

6.1. Urcete znaménko permutace
1 2 3 45
b= (3 51 4 2)
na mnoziné {1,2,3,4,5} a rozlozte ji na transpozice.
6.2. Urcete pocet inverzi v poradi (1 5 ... 2n—1 2 4 6 ... 2n).

3
6.3. Urcete znaménko permutace P = (§2312$7) a rozlozte ji na transpozice.

6.4. Urcete znaménko permutace P = {(1,4),(2,3),(3,5),(4,1),(5,2),(6,7),(7,6)} a
rozlozZte ji na souc¢in transpozic.

6.5. Najdéte permutaci P na mnoziné {1,2,3,4,5,6,7} takovou, aby
345 6 7 o Po 1 2 3 6 7\ (1 23 45 67
21 6 5 4 31 2 5 6/ \b 136 47 2)

6.6. Reste rovnice pro neznamou permutaci X:

>
4

~ e

a) A-B-X -C =B,
b) C-X-B-A=B,
¢) A-B'.X-A1.B=C"!

pro permutace

A={(1,6),(2,5),(3,4),(4,1),(5,2), (6, 3)
B = {(17 1)7 (2’ 3)’ (37 2)7 (47 6)’ (574)7 (67 5)
A=1{(1,3),(2,4),(3,2),(4,6),(5,5),(6,1)
6.7. Rozhodnéte, zda nasledujici soucin je ¢lenem determinantu prislusného stupné:
a) @13022034024041056, b) (3205103145024, C) (11024035042053.

7 Determinanty

7.1. Vypoctéte determinant

O O = O =
O = N ==
_ N W =
N WD~ =
W OO = O




7.2. Vypoctéte determinanty:
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7.3. Vypoctéte determinant n-tého stupné (n > 2):
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7.4. Vypoctete determinanty n-tého stupné (n > 2):
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7.5. Vypoctéte nasledujici determinant stupné n:

2 5 0 . 0 0
2 7 5 . 0 0
D, = 02 7 . 00
00 0 . 75
00 0 . 2 7
7.6. Necht
0 0 0 =z
00 ... = 0
D,=1|...............
0 =z 00
z 0 0 0

je determinant je stupné n > 2. Ukazte, ze plati

n(n—1)

D, = (—1)" %",

7.7. Vypoctéte determinanty stupné n > 2:

10 0 1 1 1 —n 2 2 2 3

1 21 0 1 1 -n 1 2 2 3 2

a) [0 1 2 0 b) | C) e
............... 1 —n 1 1 2 3 2 2

0 00 2 -n 1 1 1 3 2 2 2

a 0 0 b
0 b 0
0 b . a 0
b 0 . 0 a
8 Hodnost matice
8.1. Urcete hodnost matice
2 1 11 2
-1 0 4 1
A= 5 4 56 11
6 -1 b5 2
8.2. Urcete hodnosti matic (nad C):
0 4 10 1 2 -4 8 0 4
4 8 18 7 3 —6 1 4 -3
A= 10 18 40 17|’ B = —4 2 5 —1 7 ’

1 7 17 3 5 —4 —-12 5 -14




3 -1 2

411 ; _11 14+2t 1—7 2+ 3 2
C = 9 3 _3| D=\|34+7¢ -2t b5+1 2-—20

5 3 0 5Y) 3—¢ 14+8 44+ 2

1 -5 4

2 1 3 4 6

3 -2 1 -3 -2 1 3 -2 4 1

7 0O 7 5 10 2 -1 -3 1 4
b= -4 5 1 10 10|’ F= -1 2 5 -3 1

5 —1 4 1 4 -3 4 1 2 3

g8 -3 5 —2 2

8.3. Urcete hodnost matice v zavislosti na parametrech a,b € R:

1 0 a =3 -1
1 1 a a 1
A= a 3 4 9 8
11 a a b

8.4. Urcete hodnost matice A v zavislosti na parametrech a,b € R:

2 -1 a b
A=11 a -1 1
1 10 -6 1

8.5. Urcete hodnosti nasledujicich matic v zavislosti na parametrech a,b € R

;) j 3 i?) 1 a 22 1 7
A= “ ., B=|-1 112 -2 v],
2 a=26 2 2 3 3 0 1
4 -2 9 a+6 @
31 1 4
a 4 10 1
C=117 17 3
2 2 4 b
8.6. K dané matici urcete matici inverzni
520 SRS 5 1 -2
A=|(541), B= , C=1-516
1 25 L 1 3 2
1 -1 -1 1
L 2 5 7 L1 4
D= . E=|6 3 4|, F=
—1 1 e o s 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1
. . 1 1 -1 3 2 -1
G:(llj;. 11__27), ga=[2 1 o), 1=(0o 1 2
¢ ¢ 1 -1 1 1 -2 0



L1 1 0 9 2 1 0 -1 -1
1 1 0 -1 -1
-2 -1 4 -1 -3 1 1 -1 -1 o
J=|1 2 2 o0 3], K =
-1 0 0 0 1
1 2 2 1 2
1 3 4 0 4 -2 -2 1 21
O 0 0 1 0

01 . 11
10 11
A= ...l
11 0 1
11 10

8.8. Urcete inverzni matice k néasledujicim ¢tvercovym maticim stupné n:

111 1 1 a a®> ... a2 !
011 1 01 a ... a* 3 g2
A=|o 01 T - N
............... 0 0 0 1

0 0 0 . 1 0O 0 O 0 1

1 1 1 1

1 0 1 1

C=1110 1

1 1 1 0

11 -1 1 -1 3
a) X-|2 1 0]=[4 3 2}|;
1 -1 1 1 -2 5



8.10. Rozhodnéte, jsou-li néasledujici soustavy linearnich rovnic feSitelné. V kladném
pripadé urcete mnozinu feseni:

(1)
2:61 — 3.732 + 5$3 + 7?174 =1
41’1 — 6x9 + 2I3 + 3x4 =
21}1 - 3ZE2 - 11ZE3 - 15ZE4 =1

21‘1 + 5£L'2 — 81’3 = &8
4.231 + 3332 — 91’3 = 9
21’1 + 31’2 — 5.1'3 = 7
T + 8$2 — 7373 = 12
(3)
21’1 — Ty + 3LL’3 - 21’4 = 4
81‘1 + 55(72 + 91’3 = =2
5[L’1 + 21’2 + 61‘3 - Ty = -3

8.11. Reste nasledujici soustavy pomoci Gaussovy eliminaéni metody:

(1)

r1 + 229 + 3x3 + 4dxy = -2
2%1 + 31’2 + 4333 + x4y = 2
31’1 + 4I2 + x3 —+ 2.1‘4 = =2
41’1 + X9 + 21['3 + 3[E4 = 2
(2)
I —I— T2 + T3 —f- Ty — 41’5 = 10
201 — 9y + x3 4+ 34 — Odx5 = 15
Ty — 219 + 3wz — 4dxs + 225 = —10
3r1 + Xy — 223 — x4 — x5 = —H
(3)
2371 + 3232 — X3 -+ 2374 = 3
5ZL’1 + 7$2 — 41’3 + 7ZL'4 = 8
Ty + 2129 + x3 — T4 = 1
41’1 + 7$2 + I3 = 5
(4)
T + 3$2 — X3 — Ty = 4
201 + 4dxy — 23 + x4 -1
3r1 + xy + 3 + x4 = 0
vl — T2 + x3 — 2ZE4 = 7
()
Ty + 21’2 + 3%3 — Xy = 0
r1 — ) + T3 + 21’4 = 4
r1 + dxo + bdryg — 4dxy = —4
ry + 833'2 + 7333 — 71’4 = =8



T +
21’1 —
21‘1 +
31’1 +

3ZL’2 +
21’2

3$2 +
4.1'2 —

r3 —

+
r3 —
XT3 +

Ty
Ty
3274
2$4

8.12. Reste nasledujici soustavy Cramerovym pravidlem, pomoci inverzni matice i Gaus-

sovou elimina¢ni metodou:

(1)

T
T
T
(2)
T +
ry +
T —
—21‘1 +
(3)
T + 2$2
21’1 — i)
31’1 — X2
4dxy 4+ 3x9
Ty — X2

+ T2
— 319
+ X9
T9 +
) —
2562 +
To +
— 3x3
+  3x3
— 3
—+ 41‘3
— I3

+ 3[1/’3
+ 21‘3
+ 3
Z3 -
2ZE3 +
T3 +
r3 +
+ 4ZE4
— x4
—+ 2274
-+ 2%4
-+ 2%4

w ot g

8.13. Pomoci Cramerova pravidla urc¢ete neznamou x5 ze soustavy:

2561 + 5LU2 + 4LU3 + 24
r1 4+ 3xe 4+ 223 + a4
21’1 + 101‘2 + 91’3 + 7.134
3r1. + 8z 4+ 93 + 214

8.14. Pokud je to mozné, teSte nésledujici soustavy
V opacném piipadé je feste Gaussovou elimina¢ni metodou:

(1)
2[[’1
41’1
T

T +
T

Ty +

31131
71’1

5%1
L1

)
+ i)
+ X9

2232
i) +

)

6ZE2
141’2
10.]72
2(132

+ o+ +

-+ 2[[’3 =
+ 41’3 =
+ 21’3 =
T3

7
T3 + @4
— 9£U3
— 211’3
+ 15.]73
- 31’3

20
11
40
37

pomoci Cramerova pravidla.

—4
—2

— Ot g W



ry + X2 + X3 + X4 =0
) + T3 + Ty =+ Ty = 0
ry + 2%2 + 31’3 =0
Ty + 2x3 + 314 = =2
r3 + 2x4 + 3x5 = 2
()
Ty + 2I2 + 3 - x4 + x5 = —1
T + 3.172 + 5[)33 — 41‘4 =1
Ir1 — 4372 + T3 + Ty — Xy = 3
ry + 3252 + 2.CE3 — 233’4 + x5 = —1
rT1 — 229 + x3 — T4 — x5 = 3
(6)
T —+ 2$2 + 3%3 + x4 = 1
T + 41’2 + 51’3 + 2ZL'4 = 2
21‘1 + 9I2 + 8.133 + 31’4 = 7
3x1 4+ Txe + Txs + 214 = 12
51’1 + 7%’2 + 91‘3 + 2.1'4 = 20
(7)
2£C1 + Ty + X3 + x4 = 0
T1 + 21’2 + 23 + x4 = 0
T + x5 + 21’3 + x4 = 0
I + To + I3 + 2374 = O
ry + X2 + X3 + x4 = 0

8.15. Urcete obecné feSeni a fundamentalni systém feseni homogenni soustavy

6£L'1 — 2$2 + 2!L’3 + 5ZL‘4 + 71’5 =0
91 — 3wy + 4dx3 + 8ry + 925 = 0
6xy, — 2x9 + 623 + Ty + x5 = 0
3$1 — T2 + 4]33 + 41’4 — Ty =0
8.16. Urcete obecné feSeni soustavy:
(1)
21’1 — 4I2 + 51‘3 + 3I4 =0
3.1’1 — 61‘2 + 41‘3 + 2ZL‘4 =0

dr; — 8x9 + 1723 + 1lxy = 0

2331 + o + T3 + x4 = 0

T -+ 21’2 + X3 + x4 = 0

T1 + X2 + 21’3 + x4 = 0

I + T2 —f- T3 —I— 21’4 = O

I + T + I3 + Ty = O

(3)

201 + bxy — 4dxg — 4dxy + 4dxs = 0
2$1 + T3 — X3 — X4 + x5 0
3r1 + 89 — 6x3 — 6xry + 6x5 = 0
31‘1 — T2 — 21‘3 + x4 — Xy = 0



21‘1 + 3I2 — X3 + 51’4 =0
31‘1 - i) + 2ZE3 - 71’4 =0
4$1 + o — 3$3 + 61‘4 =0
51‘1 — X9 + T3 — x4 = 0
61’1 + 9 — 2&33 + 31’4 =0
()
T + 2.1}2 + 41’3 - 3.174 =0
31‘1 + 51’2 + 61’3 — 41’4 = 0
4.231 + 5232 — 2.T3 + 3.T4 =0
3r1 + 8xs + 24x3 — 1924 = 0
(6)
T — 4%2 + 6ZL'3 + x4 = 0
31’1 — i) + 51’3 + 2[E4 = 0
Tx1 + bdry + 3x3 + 4dzy = 0
9.1'1 — 14.1'2 + 281‘3 + 7.1'4 =0
8.17. Najdéte fundamentalni systém feseni SLR:
a)
T + 2$2 + 4$3 — 31‘4 =0
3r1 + Sx9y + 6x3 — 4dxy = 0
41‘1 + 5:E2 — 2.133 + 3?[34 =0
3r1 + 8z + 24x3 — 1924 = 0
b)
T — 4332 + 6273 + x4 = 0
3ZL’1 - ) + 5ZL’3 + 2ZL'4 =0
71’1 + 5[E2 + 31’3 + 3[L’4 = 0
92y — 14a9 4+ 28x3 + Tzy = 0

8.18. Zjistéte, zda vektory w; = (4,2,9,—20,-3), us = (1,—11,2,13,4) a uj
(9, —15,8,5,2) tvoif fundamentalni systém feseni soustavy

3r1 + 4z9 + 223 + x4 + 625 = 0
o1 + 99 + Txz + 4dxy + Txs = 0
4.%1 + 35(72 — T3 — T4 -+ 11&35 =0
I + 61‘2 + 8173 + 5[[‘4 - 41‘5 =0

8.19. Reste nésledujici soustavu v zavislosti na realném parametru p:

-1 + P2 + 3%’3 = -1
-2z, + x2 + prz = —3
T — 5.1'2 — 7%3 = 0

8.20. Reste nasledujici soustavy v zavislosti na parametru p:

(1)
pry + Ty = 1
Ty 4+ pr2 = p



pri + T2 =
Ty + pry =
pr1 + Xy =
1+ pra =

Ty + x2 + px3
r1 + proy + 3
1 + X2 + T3

251 + X9 + x3
ry + pras + 23
Ty + X2 + pxs

pr1 + 2 + X3
Ty + pra + I3
1 + X2 + pr3

|
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9 Vektorové prostory a podprostory

9.1. Rozhodnéte, zda nasledujici ¢tverice jsou vektorové prostory:

(1) (C+R,);
2) R+ Q,);
3) (Z,+.Z,);
(4) (Z,+,Q,-) (ve vsech ctyfech piipadech + a - jsou obvyklé s¢itani a ndsobeni kom-

plexnich ¢isel);

(5) (R?,+,R,e), kde s¢itdani + je definovano ,po slozkdch®, tj. (z1,z2) + (y1,y2) =
(1 + y1, T2 + y2), a levd vnéjsi operace o je ddna predpisem a o (x1,z5) = (axy,0).

9.2. Bud (T, +,-) ¢iselné téleso, n € N. Ovéite, ze (T", +,T, ), kde

(xla"wxn)_'—(yla'-')yn) = ($1+y1a"'7$n+yn)a
a-(r1,...,x,) = (axy,...,ax,),

je vektorovy prostor, tzv. aritmeticky prostor nad T.

9.3. Necht M,,»,,(T) je mnozina vsech matic typu m x n nad ¢iselnym télesem T'. Ukazte,
76 (Mpxn(T),+,T,-) je vektorovy prostor (+ je obvyklé séitani matic, - skaldrni nasobeni
matic zleva, tj. [Jai;|| + [|bi;[| = lai; + bi;|| & ¢ - [lag|| = [lcas]]).

9.4. Necht C(a,b) je mnozina vsech redlnych funkci spojitych na uzavieném intervalu
la,b] = {x € R:a <z < b}, kde a,b € R, a < b. Definujme soucet funkei a redlny
nasobek obvyklym zptisobem:

(f+9)@) = flz)+g(x) & (¢ f)(x)=cflz)
pro f,g € C(a,b), c € R. Dokazte, ze (C(a,b),+,R,-) je vektorovy prostor.

9.5. Zjistéte, zda mnozina M tvoii podprostor (pfesnéji pole podprostoru) v aritmetickém
prostoru (R® +, R, -):

(1) M = {(z1,72,21 + 22,0,0): z1, 22 € R};
(2) M ={(0,29, 23,223, 23+ 1): 29,23 € R}.
9.6. Rozhodnéte, zda mnozina
a) {(v1, 22, 23,24);01 + T2+ T3+ T4 = —21},
b) {(x1, 7,23, 24); 01 — X9 = —3 — X4}
c) {(z1, 22,23, 24); 21 = 72}
je podprostorem v aritmetickém vektorovém prostoru (R*; +;R;-).
9.7. Tvoii nésledujici mnoziny podprostory v aritmetickém prostoru (R”, +, R, -)?
(1) M=7"={(x1,...,2p): T1,..., 2, € L};

(2) M ={(x1,...,20): x1+ -+ 2, =0};



(3) M:{(Il,...,l‘n):x1_|_..._|_xn7é0};
(4) M:{(l’l,...,xn);x1+...+xn:a70%a€R}'

9.8. V aritmetickém prostoru R? jsou ddny vektory u; = (3,2,5), uy = (2,4,7), uz =
(5,6,a) av =(1,3,5). Urcete a € R tak, aby v byl linedrni kombinaci vektoru uy, us, us.

9.9. Najdéte nutnou a postacujici podminku pro linedrni nezavislost ¢isel 1 a u € R\ {0}
jako vektoru ve vektorovém prostoru (R, +,Q,-).

9.10. V aritmetickém prostoru R? jsou ddny vektory u; = (1,2,3), us = (3,1,4) a
u3 = (a,4,11). Najdéte a € R tak, aby uy, us, uz byly linedrné zavislé.

9.11. Necht (V,+,T,-) je vektorovy prostor koneéné dimenze nad télesem 7. Najdéte
nékterou posloupnost linedarné zavislych vektoru z V. Existuje posloupnost linearné
nezavislych vektoru ve V7

9.12. Rozhodnéte, zda mnozina {(1,0,2), (—2,1, 1), (4, —1,3)} je baze aritmetického pro-
storu R3.

9.13. Urcete bazi a dimenzi podprostoru, ktery je generovan mnozinou:

) {( 172) ( ) (472>7(_371)7(270)}7
) {(2:1;:3), (=1;0;1), (250, =2), (15 1;4) }
) {(

a

o

o) {(1;-1:152),(1;8; 7, =7), (1;2;3; 1), (1; 5,5, —4) }
d) {(Z15:21),(4,2,4,2), (=2, -1, =2, -1), (L, 5 1)}

9.14. Rozhodnéte, zda vektor @ patif do podprostoru W = [{171, us, 175}] CC R*, kde:
a) @ =(—1,2,3,1),uf = (2,0,2,1),u = (3,1,2,5), 4 = (—1,0,1,0),
b) @ =(2,0,1,2),u; = (1,1,1,1), w5 = (=2,1,2,0), a4 = (0,0,0,1),

¢) @ =(—1,0,0,2),u] = (—1,2,1,1),u = (1,0,—1,3), w5 = (0,2,0,4).

9.15. Necht W = [{uy,uy, u3}] je podprostor R* generovany vektory u; = (3,2,1,5),
u, = (—3,4,2,1) a uz = (1,0,0,1). Najdéte bézi prostoru W, kterd obsahuje v =
(1,6,3,7).

9.16. Zjistéte, zda vektory v = (1,-3,0,—5) a w = (0,0,1,1) patii do podprostoru
W = [{u;,us,u3,uy}] (v R*) generovaného vektory u; = (1,1,0,1), ug = (1,0,0,0),
us = (2,—1,0,0) a uy = (1,0,0, —1).

9.17. Urcete dimenzi a najdéte nékterou bazi podprostoru W aritmetického prostoru
R*, ktery je generovén vektory u; = (1,1,0,0), uy = (2,—1,3,3), ug = (0,1,—-1,-1) a
u, = (1,0,1,1).

9.18. Najdéte bézi B aritmetického prostoru R* obsahujici vektory (1,1,0,0) a (0,0, 1, 1).

9.19. Pro které a € R tvoii vektory u; = (0,1, a), uy = (a,0,1) a ug = (a,1,a + 1) bézi
aritmetického prostoru R3?



9.20. V aritmetickém prostoru R* mame ddny vektory u; = (1,2,1,0), uy = (—1,1,1,1),
vi = (2,-1,0,1) a vy = (1,—1,3,7). Urcete dimenze podprostorua U = [{uj,us}], V =
{vi,ve}], UNValU+V.

9.21. Rozhodnéte, zda vektory uy = (1,1,0,0) a us = (1,0, 1, 1) generuji stejny podpro-
stor v R* jako vi = (2,-1,3,3) a vy = (0,1,—1,—1).

9.22. V R* jsou ddny podprostory Wy = [{(1,1,1,1),(1,—-1,1,-1),(1,3,1,3)}] a Wy =
{(1,2,0,2),(1,2,1,2),(3,1,3,1)}]. Urcete dim Wy, dim Wy, dim(W; N W3) a dim(W; +
W5). Zduvodnéte, pro¢ plati Wy + Wy = Wy a Wy N Wy = Wy,

9.23. V R* jsou ddny podprostory Wy = [{(1,2,1,-2),(2,3,1,0),(1,2,2,=3)} a Wy =
{(1,1,1,1),(1,0,1,—1),(1,3,0, —4)}]. Urcete dim Wi, dim Wy, dim(W;NWs) a dim(W;+
W5). Najdéte nékterou bazi Wy + Wa.

9.24. Najdéte ortonormalni bézi podprostoru W = [{(5,1,—1),(0,1,—1)}] a doplite ji
na ortonormalni bazi prostoru R3.

9.25. Najdéte ortonormalni bazi prostoru W = [{(1,-2,2),(1,0,1), (5, =3, —=7)}].
9.26. Najdéte ortonormalni bézi prostoru W = [{(1,1,0,1), (1,-2,0,0),(0,1,1, —1)}].

9.27. Najdéte nékterou ortogondln{ bazi prostoru R* obsahujici vektory (1,—-2,2,—3) a
(2,-3,2,4).

9.28. Nechf Wi = [{(1,4,3,2),(1,3,1, 1)} a Ws = [{(1,a + 4,5,3), (—1,2a — 4,1,0)}].
Jak zavisi dim(W; N W,) na a € R?

9.29. Necht (C(a,b),+,R,-) je vektorovy prostor redlnych funkei spojitych na intervalu
la,b] (viz cviceni 9.4). Definujme zobrazeni o: C(a,b) x C(a,b) — R takto:

o(f.g) = / F(@)g(x) de.

Ukazte, ze o je skalarni soucin na C(a, b).

9.30. Zjistéte, zda nasledujici zobrazeni jsou skalarni sou¢iny na aritmetickém prostoru
R? (v obou pifpadech u = (uy, us), v = (v1, v2)):

(1) o(u,v) = uvs;
(2) T(u,v) = ugv; — ugvy — UVy + 2Usvs.

9.31. Najdéte nékterou ortonormdlni bézi podprostoru R* generovaného vektory
(1,1,-1,-2),(5,8,-2,-3), (3,9, 3,8).



