
IMAT1 – př́ıklady k procvičeńı

1 Logika

1.1. Rozhodněte, zda formule:

(a) (¬A ∧ ¬B) ∨ (¬A ∧ C)⇔ ¬A ∧ (¬B ∨ C),

(b) ((¬A⇒ ¬C) ∧ (¬C ⇒ ¬B))⇒ (B ⇒ A)

je tautologíı výrokového počtu dvouhodnotové logiky.

1.2. Matematickou indukćı dokažte:

(a) ∀n ∈ N : 12 − 22 + 32 − 42 + . . .+ (−1)n−1 · n2 = (−1)n−1 · n
2
· (n+ 1),

(b) ∀n ∈ N : 1
1·2 + 1

2·3 + . . .+ 1
n·(n+1)

= n
n+1

.

2 Relace

2.1. Necht’ M je množina všech trojciferných č́ısel. Na M zaved’me relaci R předpisem:

(a, b) ∈ R⇔ č́ısla a, b z M maj́ı alespoň dvě společné č́ıslice.

Rozhodněte, zda se jedná o ekvivalenci na M a pokud Ano, určete indukovaný rozklad.

2.2. Relaci R na A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} doplňte nejmenš́ım možným počtem prvk̊u tak,
aby se jednalo o ekvivalenci na A a poté určete indukovaný rozklad A:

R = {(2, 2), (2, 7), (4, 1), (8, 4)}

3 Zobrazeńı

3.1.

(a) Ukažte, že zobrazeńı f : x 7→ x
|x|+1

je bijekce množiny reálných č́ısel R na otevřený

interval (−1, 1).

(b) Necht’ a, b ∈ R, a < b. Dokažte, že zobrazeńı g : x 7→ 2x−a
b−a − 1 je bijekce (a, b) na

(−1, 1).

(c) S využit́ım (a), (b) dokažte, že existuje bijekce R na libovolný otevřený interval
(a, b) ⊆ R (pro a < b).

3.2. Rozhodněte, zda zobrazeńı

f : R2 7→ R3, f(x, y) = (x+ 1, y + 1, z − 1)

je injektivńı a surjektivńı.



3.3. Rozhodněte, zda pro zobrazeńı

g : R2 7→ R2, g(x, y) = (y − 1, x+ 1)

existuje inverzńı zobrazeńı, př́ıpadně jej určete.

3.4. Určete vlastnosti následuj́ıćıch zobrazeńı:

(1) f1 : C→ R, f1(x+ yi) = x;

(2) f2 : C→ R2, f2(x+ yi) = (x, y);

(3) f3 : R2 → R3, f3((x, y)) = (x+ 1, y, x);

(4) f4 : R3 → R3, f4((x, y, z)) = (x− y, x− 2y, x− 3z);

(5) f5 : Rn → R, f5((x1, . . . , xn)) = x1 + · · ·+ xn;

(6) f6 : Rn → Rn, f6((x1, x2, . . . , xn)) = (x1, x1 + x2, . . . , x1 + x2 + · · ·+ xn).

3.5. Necht’ f : A→ B a g : B → C jsou zobrazeńı. Dokažte, že

(1) je-li složené zobrazeńı f ◦ g : A→ C injekce, pak f je injekce,

(2) je-li f ◦ g : A→ C surjekce, pak g je surjekce,

(3) je-li f ◦ g bijekce, potom f je injekce a g surjekce.

3.6. Necht’ f, g, h jsou zobrazeńı neprázdné množiny A do sebe. Dokažte, že

(1) je-li h injekce, pak z f ◦ h = g ◦ h plyne f = g,

(2) je-li h surjekce, pak z h ◦ f = h ◦ g plyne f = g.

4 Algebraické struktury

4.1. Na množině R definujme binárńı operaci ∧ takto:

x ∧ y = min{x, y}.

Určete vlastnosti grupodu (R,∧).

4.2. Vyšetřete vlastnosti grupoidu (R; ?), kde x?y = x+y−6 (asociativita, komutativita,
neutrálńı prvky, inverzńı prvky).

4.3. Na intervalu [0, 1] = {x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 1} definujme operaci ⊕:

x⊕ y = min{x+ y, 1}.

Vyšetřete vlastnosti grupoidu ([0, 1],⊕).

4.4. Necht’ (G, ·) je grupa, a ∈ G pevně zvolený prvek. Definujme na G novou operaci �
takto:

x� y = x · a−1 · y.

Dokažte, že (G,�) je grupa.



4.5. Na kartézském součinu R2 = R× R definujme operaci ∗:

(a, b) ∗ (c, d) = (ac, ad+ b).

Vyšetřete (R2, ∗) a (A, ∗), kde A = {(a, b) : a, b ∈ R, a 6= 0}.

4.6. Necht’ A je množina všech aditivńıch reálných funkćı jedné proměnné, tj. zobrazeńı
f : R→ R takových, že f(x+ y) = f(x) + f(y) pro každé x ∈ R. Na A definujme sč́ıtáńı

”
po bodech“:

(f + g)(x) = f(x) + g(x). (4.1)

Dokažte, že (A,+) je komutativńı grupa.

4.7. Na množině Z všech celých č́ısel definujme binárńı operace ∨ a ∧ takto:

x ∨ y = max{x, y}, x ∧ y = min{x, y}.

Jaké vlastnosti maj́ı grupoidy (Z,∨), (Z,∧), (N,∨) a (N,∧)?

4.8. Na množině všech racionálńıch č́ısel Q definujme operaci ∗ takto:

x ∗ y =
x+ y

2
.

Vyšetřete vlastnosti grupoidu (Q, ∗).

4.9. Sestavte tabulky operace ⊗ z př́ıkladu ?? na množině {0, a, b, c, 1} ⊆ [0, 1] pro
př́ıpady 1) a < b < c, 2) a < c < b a 3) c < a < b.

4.10. Necht’ (G, ·) je konečná pologrupa s jednotkou e. Dokažte, že (G, ·) je grupa, právě
když jej́ı tabulka má následuj́ıćı vlastnost:

(∗) V každém řádku i každém sloupci je každý prvek právě jedenkrát.

4.11. Napǐste všechny tabulky operace · na množině G tak, aby (G, ·) byla grupa s jed-
notkou e pro:

(1) G = {e, a},

(2) G = {e, a, b},

(3) G = {e, a, b, c}.

4.12. Necht’ A = {(a, b) : a, b ∈ R, a 6= 0}. Definujme binárńı operaci ◦ na A takto:

(a, b) ◦ (c, d) = (ac, bc+ d).

Vyšetřete vlastnosti (A, ◦).

4.13. Vyšetřete vlastnosti grupoid̊u (R,⊕) a (R,�), kde

x⊕ y = x+ y + 1, x� y = x+ y + xy.

4.14. Necht’ (G, ·) je grupoid. Řekneme, že prvek a ∈ G je idempotentńı, jestliže a ·a = a.
Dokažte, že když (G, ·) je grupa, pak jediným idempotentńım prvkem je jednotka e.



4.15. Necht’ (G, ·) je grupa. Dokažte, že pokud a · a = e pro každé a ∈ G, pak grupa
(G, ·) je komutativńı.

4.16. Komplexńı č́ıslo z ∈ C se nazývá n-tá odmocnina z 1 (n ∈ N), pokud zn = 1.
Dokažte, že množina všech n-tých odmocnin z 1 tvoř́ı vzhledem k obvyklému násobeńı
komplexńıch č́ısel komutativńı grupu.

4.17. Zjistěte, zde množina všech komplexńıch jednotek (tj. č́ısel z ∈ C takových, že
|z| = 1) tvoř́ı vzhledem k násobeńı komplexńıch č́ısel grupu.

4.18. Sestrojte grupu symetríı (= zákrytových pohyb̊u)

(1) obdélńıka (který neńı čtverec),

(2) rovnostranného trojúhelńıka,

(3) čtverce.

4.19. Označme M množinu všech matic ve tvaru

a)

(
x y
0 x

)
b)

(
x 0
y 1

)
kde x, y ∈ R, x 6= 0. Vyšetřete strukturu (M, ·), kde operace · je násobeńı matic.

4.20. Na kartézském součinu Z3 = Z× Z× Z definujme sč́ıtáńı následuj́ıćım zp̊usobem:

(k1, `1,m1) + (k2, `2,m2) =

{
(k1 + k2, `1 + `2,m1 +m2) pro m1 sudé,

(k1 + `2, `1 + k2,m1 +m2) pro m1 liché.

Dokažte, že (Z3,+) je nekomutativńı grupa.

4.21. Na kartézském součinu R2 definujme operaci ∗ následuj́ıćım zp̊usobem:

(x1, y1) ∗ (x2, y2) = (x1 + x2, y1e
x2 + y2).

Dokažte, že (R2, ∗) je nekomutativńı grupa.

4.22. Necht’ M je množina všech reálných funkćı f : R → R takových, že f(0) = 0. Na
M definujeme součet a součin funkćı obvyklým zp̊usobem, tj.

(f + g)(x) = f(x) + g(x) a (fg)(x) = f(x)g(x)

pro x ∈ R. Ukažte, že (M,+, ·) je komutativńı unitárńı okruh, který neńı obor integrity.

4.23. Necht’ M je množina všech matic tvaru

a)

(
a b
2b a

)
, kde a, b ∈ R, b)

(
a b
2b a

)
, kde a, b ∈ Q.

Zjistěte, jakou strukturu tvoř́ı M vzhledem ke sč́ıtáńı a násobeńı matic.

4.24. Zjistěte, jaké struktury tvoř́ı následuj́ıćı množiny vzhledem k obvyklému sč́ıtáńı a
násobeńı komplexńıch č́ısel:

(1) Z(i) = {a+ bi : a, b ∈ Z},



(2) Z(
√

2) = {a+ b
√

2: a, b ∈ Z},

(3) Z( 3
√

2) = {a+ b 3
√

2: a, b ∈ Z}.
4.25. Na R definujme operace ⊕ a � takto:

x⊕ y = x+ y + 1, x� y = x+ y + xy.

Dokažte, že (R,⊕,�) je komutativńı těleso.

4.26. Necht’ M je množina všech reálných funkćı f : R → R, které splňuj́ı podmı́nku
f(0) = 0. Vyšetřete strukturu (M,+, ◦), kde součet + je definován předpisem

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

pro x, y ∈ R a operace ◦ je skládáńı zobrazeńı.

4.27. Rozhodněte, zda trojice ({−1, 0, 1}; +; ·) je tělesem?

4.28. Doplňte tabulku násobeńı tak, aby struktura ({0, 1, a, b},+, ·) byla těleso:

+ 0 1 a b
0 0 1 a b
1 1 0 b a
a a b 0 1
b b a 1 0

· 0 1 a b
0 0 0 0 0
1 0 1 a b
a 0 a . .
b 0 b . .

4.29. Určete vlastnosti následuj́ıćıch dvou okruh̊u:

(a)

+ 0 1 a b c x y z
0 0 1 a b c x y z
1 1 0 x z y a c b
a a x 0 c b 1 z y
b b z c 0 a y x 1
c c y b a 0 z 1 x
x x a 1 y z 0 b c
y y c z x 1 b 0 a
z z b y 1 x c a 0

· 0 1 a b c x y z
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 a b c x y z
a 0 a a b c 0 b c
b 0 b b c a 0 c a
c 0 c c a b 0 a b
x 0 x 0 0 0 x x x
y 0 y b c a x z 1
z 0 z c a b x 1 y

(b)

+ 0 1 a b c x y z
0 0 1 a b c x y z
1 1 0 x z y a c b
a a x 0 c b 1 z y
b b z c 0 a y x 1
c c y b a 0 z 1 x
x x a 1 y z 0 b c
y y c z x 1 b 0 a
z z b y 1 x c a 0

· 0 1 a b c x y z
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 a b c x y z
a 0 a b z 1 c x y
b 0 b z y a 1 c x
c 0 c 1 a x y z b
x 0 x c 1 y z b a
y 0 y x c z b a 1
z 0 z y x b a 1 c

4.30. Necht’ M je množina všech matic tvaru

a)

(
a b
0 1

)
, b)

(
a b
0 a

)
, c)

(
a b
−b a

)
,

kde a, b ∈ R. Zjistěte, jakou strukturu tvoř́ı M vzhledem ke sč́ıtáńı a násobeńı matic.

4.31. Dokažte, že okruh zbytkových tř́ıd (Zn,⊕,�), n ≥ 2, je těleso, právě když n je
prvoč́ıslo.



Matice a determinanty

5 Operace s maticemi

5.1. Nad tělesem R jsou dány matice

A =

(
1 3 −2
−1 1 0

)
, B =

(
−2 0 1
4 5 0

)
, C =

(
3 0
1 1

)
, D =

(
10 0 1
2 −3 1

)
.

Rozhodněte, zda jsou definovány matice A+B, C +D, AB, CD, 2A+ 3CD, C2, C2D2,
AT +BT , (A+B)T . V kladném př́ıpadě je určete.

5.2. Najděte všechny matice A nad R, které jsou zaměnitelné s matićı

B =

(
2 −4
3 1

)
.

5.3. Necht’ a ∈ R. Vypočtěte (
a 1
0 a

)n

pro n ∈ N.

5.4. Vypočtěte následuj́ıćı součiny, pokud jsou definovány:

a)

 1 0 −3 4
5 −1 −3 0
−2 1 8 −1

 ·


1 2
3 4
5 6
7 8

 ,

b)

(
0 1 0 1 3 −1 2 7
5 2 −1 3 2 −2 −3 1

)
·



0 0 0
1 0 −1
2 1 1
3 0 2
2 1 3
1 0 0
0 0 −1
−1 1 0


,

c)

(
2 1
3 2

)
·
(

1 −1
1 1

)
·
(

4 3
7 5

)
, d)

(
1 −2
3 −4

)3

, e)

(
4 −1
5 −2

)5

,

f)

(
2 −1
3 −2

)n

, g)

(
1 1
0 1

)n

, h)

(
1 1
0 1

)324

, i)

(
4 3 3
7 5 1

)725

.



6 Permutace

6.1. Určete znaménko permutace

P =

(
1 2 3 4 5
3 5 1 4 2

)
na množině {1, 2, 3, 4, 5} a rozložte ji na transpozice.

6.2. Určete počet inverźı v pořad́ı (1 3 5 . . . 2n− 1 2 4 6 . . . 2n).

6.3. Určete znaménko permutace P =
(
1 2 3 4 5 6 7
4 7 5 1 6 2 3

)
a rozložte ji na transpozice.

6.4. Určete znaménko permutace P = {(1, 4), (2, 3), (3, 5), (4, 1), (5, 2), (6, 7), (7, 6)} a
rozložte ji na součin transpozic.

6.5. Najděte permutaci P na množině {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} takovou, aby(
1 2 3 4 5 6 7
7 3 2 1 6 5 4

)
◦ P ◦

(
1 2 3 4 5 6 7
3 1 2 7 4 5 6

)
=

(
1 2 3 4 5 6 7
5 1 3 6 4 7 2

)
.

6.6. Řešte rovnice pro neznámou permutaci X:

a) A ·B ·X · C = B,

b) C ·X ·B · A = B,

c) A ·B−1 ·X · A−1 ·B = C−1

pro permutace
A = {(1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 1), (5, 2), (6, 3)

,
B = {(1, 1), (2, 3), (3, 2), (4, 6), (5, 4), (6, 5)

,
A = {(1, 3), (2, 4), (3, 2), (4, 6), (5, 5), (6, 1)

.

6.7. Rozhodněte, zda následuj́ıćı součin je členem determinantu př́ıslušného stupně:

a) a13a22a34a24a41a56, b) a32a51a31a45a24, c) a11a24a35a42a53.

7 Determinanty

7.1. Vypočtěte determinant ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 0
0 1 1 1 1
1 2 3 0 0
0 1 2 3 0
0 0 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



7.2. Vypočtěte determinanty:

a)

∣∣∣∣∣∣
2 3 5
6 1 4
1 −1 −2

∣∣∣∣∣∣ b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 4 3
3 −4 7 5
4 −9 8 5
−3 2 −5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 9 2 7
4 −5 −3 2
−3 5 1 −4
5 4 3 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
d)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3
2

−3
2

−5
2

4
−1 2

3
4
3
−2

2
3

−5
3

−7
3

5
3

−4 3 5 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣ e)

∣∣∣∣∣∣∣∣
35 59 71 52
42 70 77 54
43 68 72 52
29 49 65 50

∣∣∣∣∣∣∣∣ f)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x 1 1 1

1 1− x 1 1
1 1 1 + y 1
1 1 1 1− y

∣∣∣∣∣∣∣∣

g)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 4 1
a b c d
1 −2 5 2
4 3 −1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ h)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x 0 −1 1 0
1 x −1 1 0
1 0 x− 1 0 1
0 1 −1 x 1
0 1 −1 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 0 0 0
3 4 0 0 0 0
7 6 5 4 0 0
2 3 4 5 0 0
5 1 2 6 7 3
2 7 5 3 4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

j)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 2 1
1 2 3 4 0 0
4 3 2 1 0 0
1 2 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 0 3 0
5 1 4 2 7 3
1 0 4 0 9 0
8 1 5 3 7 6
9 1 5 4 3 8
1 0 7 0 9 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
l)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 2 1
1 0 2 1 2
1 2 1 0 2
0 2 2 1 1
2 1 1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
m)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 2 2 2
2 3 2 2 2
2 2 3 2 2
2 2 2 3 2
2 2 2 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
7.3. Vypočtěte determinant n-tého stupně (n ≥ 2):∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 . . . 1 1
1 0 x . . . x x
1 x 0 . . . x x
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 x x . . . 0 x
1 x x . . . x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
7.4. Vypočtete determinanty n-tého stupně (n ≥ 2):

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 n n . . . n
n 2 n . . . n
n n 3 . . . n
. . . . . . . . . . . . . . . .
n n n . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 . . . n
−1 0 3 . . . n
−1 −2 0 . . . n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 −2 −3 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 2 . . . 2
2 3 2 . . . 2
2 2 3 . . . 2
. . . . . . . . . . . . . . .
2 2 2 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b 0 . . . 0 0
0 a b . . . 0 0
0 0 a . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . a b
b 0 0 . . . 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

g)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− n 1 1 . . . 1

1 1− n 1 . . . 1
1 1 1− n . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 1− n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
h)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b b . . . b
b a b . . . b
b b a . . . b
. . . . . . . . . . . . . . .
b b b . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



7.5. Vypočtěte následuj́ıćı determinant stupně n:

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 5 0 . . . 0 0
2 7 5 . . . 0 0
0 2 7 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 7 5
0 0 0 . . . 2 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
7.6. Necht’

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 . . . 0 x
0 0 . . . x 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 x . . . 0 0
x 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
je determinant je stupně n ≥ 2. Ukažte, že plat́ı

Dn = (−1)
n(n−1)

2 xn.

7.7. Vypočtěte determinanty stupně n ≥ 2:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 . . . 0
1 2 1 . . . 0
0 1 2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1 −n
1 1 . . . −n 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 −n . . . 1 1
−n 1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 . . . 2 3
2 2 . . . 3 2
. . . . . . . . . . . . . . .
2 3 . . . 2 2
3 2 . . . 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
7.8. Vypočtěte následuj́ıćı determinant stupně 2n, n ∈ N:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 . . . 0 b
0 a . . . b 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 b . . . a 0
b 0 . . . 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
8 Hodnost matice

8.1. Určete hodnost matice

A =


2 1 11 2
−1 0 4 1
5 4 56 11
6 −1 5 2

 .

8.2. Určete hodnosti matic (nad C):

A =


0 4 10 1
4 8 18 7
10 18 40 17
1 7 17 3

 , B =


2 −4 8 0 4
3 −6 1 4 −3
−4 2 5 −1 7
5 −4 −12 5 −14

 ,



C =


3 −1 2
4 1 1
1 2 −1
−2 3 −3
5 3 0
1 −5 4

 , D =

1 + 2i 1− i 2 + 3i 2
3 + i −2i 5 + i 2− 2i

5i 3− i 1 + 8i 4 + 2i

 ,

E =


2 1 3 4 6
3 −2 1 −3 −2
7 0 7 5 10
−4 5 1 10 10
5 −1 4 1 4
8 −3 5 −2 2

 , F =


1 3 −2 4 1
2 −1 −3 1 4
−1 2 5 −3 1
−3 4 1 2 3

 .

8.3. Určete hodnost matice v závislosti na parametrech a, b ∈ R:

A =


1 0 a −3 −1
1 1 a a 1
a 3 4 9 8
1 1 a a b

 .

8.4. Určete hodnost matice A v závislosti na parametrech a, b ∈ R:

A =

2 −1 a b
1 a −1 1
1 10 −6 1


8.5. Určete hodnosti následuj́ıćıch matic v závislosti na parametrech a, b ∈ R

A =


1 −1 2 3
3 −1 7 a+ 3
2 a− 2 6 2
4 −2 9 a+ 6

 , B =

 1 a 2 2b 1 7
−1 1 1 2a −2 b
2 3b 3 0 1 a

 ,

C =


3 1 1 4
a 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 b

 .

8.6. K dané matici určete matici inverzńı:

A =

3 2 0
5 4 1
1 2 5

 , B =


1 1 1 1
1 1 −1 1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 , C =

 3 1 −2
−5 1 6
1 3 2

 ,

D =

(
1 1
−1 1

)
, E =

2 5 7
6 3 4
5 −2 −3

 , F =


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 ,

G =

(
1 + i 1− 2i
1 + 2i 1− i

)
, H =

1 1 −1
2 1 0
1 −1 1

 , I =

 3 2 −1
0 1 2
−1 −2 0

 ,



J =


1 1 −1 0 2
−2 −1 4 −1 −3
1 2 2 0 3
1 2 2 1 2
1 3 4 0 4

 , K =


2 1 0 −1 −1 0
1 1 0 −1 −1 1
1 1 −1 −1 0 1
−1 0 0 0 1 0
−2 −2 1 2 1 −1
0 0 0 1 0 −1

 .

8.7. Určete inverzńı matici k následuj́ıćı matici stupně n ≥ 2:

A =


0 1 . . . 1 1
1 0 . . . 1 1
. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 . . . 0 1
1 1 . . . 1 0


8.8. Určete inverzńı matice k následuj́ıćım čtvercovým matićım stupně n:

A =


1 1 1 . . . 1
0 1 1 . . . 1
0 0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

 , B =


1 a a2 . . . an−2 an−1

0 1 a . . . an−3 an−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 a
0 0 0 . . . 0 1

 ,

C =


1 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 0

 .

8.9. Řešte následuj́ıćı maticové rovnice v M3(R), resp. v M2(C):

a) X ·

1 1 −1
2 1 0
1 −1 1

 =

1 −1 3
4 3 2
1 −2 5

 ;

b) X ·
(

1 + i 0
i 1− i

)
=

(
1 0
0 i

)
.



8.10. Rozhodněte, jsou-li následuj́ıćı soustavy lineárńıch rovnic řešitelné. V kladném
př́ıpadě určete množinu řešeńı:

(1)
2x1 − 3x2 + 5x3 + 7x4 = 1
4x1 − 6x2 + 2x3 + 3x4 = 2
2x1 − 3x2 − 11x3 − 15x4 = 1

(2)
2x1 + 5x2 − 8x3 = 8
4x1 + 3x2 − 9x3 = 9
2x1 + 3x2 − 5x3 = 7
x1 + 8x2 − 7x3 = 12

(3)
2x1 − x2 + 3x3 − 2x4 = 4
8x1 + 5x2 + 9x3 = −2
5x1 + 2x2 + 6x3 − x4 = −3

8.11. Řešte následuj́ıćı soustavy pomoćı Gaussovy eliminačńı metody:

(1)
x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = −2
2x1 + 3x2 + 4x3 + x4 = 2
3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 = −2
4x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 2

(2)
x1 + x2 + x3 + x4 − 4x5 = 10
2x1 − x2 + x3 + 3x4 − 5x5 = 15
x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 + 2x5 = −10
3x1 + x2 − 2x3 − x4 − x5 = −5

(3)
2x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 3
5x1 + 7x2 − 4x3 + 7x4 = 8
x1 + 2x2 + x3 − x4 = 1
4x1 + 7x2 + x3 = 5

(4)
x1 + 3x2 − x3 − x4 = 4
2x1 + 4x2 − x3 + x4 = −1
3x1 + x2 + x3 + x4 = 0
x1 − x2 + x3 − 2x4 = 7

(5)
x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = 0
x1 − x2 + x3 + 2x4 = 4
x1 + 5x2 + 5x3 − 4x4 = −4
x1 + 8x2 + 7x3 − 7x4 = −8



(6)
x1 + 3x2 + x3 − x4 = 2
2x1 − 2x2 + x4 = −3
2x1 + 3x2 + x3 − 3x4 = −6
3x1 + 4x2 − x3 + 2x4 = 0

8.12. Řešte následuj́ıćı soustavy Cramerovým pravidlem, pomoćı inverzńı matice i Gaus-
sovou eliminačńı metodou:

(1)
x1 + x2 + 3x3 = 7
x1 − 3x2 + 2x3 = 5
x1 + x2 + x3 = 3

(2)
x1 + x2 + x3 − 2x4 = −1
x1 + x2 − 2x3 + x4 = 2
x1 − 2x2 + x3 + x4 = 2
−2x1 + x2 + x3 + x4 = 2

(3)
x1 + 2x2 − 3x3 + 4x4 − x5 = −1
2x1 − x2 + 3x3 − x4 + 2x5 = 2
3x1 − x2 − x3 + 2x4 − x5 = 3
4x1 + 3x2 + 4x3 + 2x4 + 2x5 = −2
x1 − x2 − x3 + 2x4 − 3x5 = −3

8.13. Pomoćı Cramerova pravidla určete neznámou x2 ze soustavy:

2x1 + 5x2 + 4x3 + x4 = 20
x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 11
2x1 + 10x2 + 9x3 + 7x4 = 40
3x1 + 8x2 + 9x3 + 2x4 = 37

8.14. Pokud je to možné, řešte následuj́ıćı soustavy pomoćı Cramerova pravidla.
V opačném př́ıpadě je řešte Gaussovou eliminačńı metodou:

(1)
2x1 − x2 + 2x3 = −4
4x1 + x2 + 4x3 = −2
x1 + x2 + 2x3 = −1

(2)
x1 + 2x2 = −1

x2 + x3 = 0
x1 − x4 = −1
x1 + x2 − x3 + x4 = 2

(3)
3x1 + 6x2 − 9x3 = 3
7x1 + 14x2 − 21x3 = 7
5x1 + 10x2 + 15x3 = 5
x1 + 2x2 − 3x3 = 1



(4)
x1 + x2 + x3 + x4 = 0

x2 + x3 + x4 + x5 = 0
x1 + 2x2 + 3x3 = 0

x2 + 2x3 + 3x4 = −2
x3 + 2x4 + 3x5 = 2

(5)
x1 + 2x2 + x3 − x4 + x5 = −1
x1 + 3x2 + 5x3 − 4x4 = 1
x1 − 4x2 + x3 + x4 − x5 = 3
x1 + 3x2 + 2x3 − 2x4 + x5 = −1
x1 − 2x2 + x3 − x4 − x5 = 3

(6)
x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 1
x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 = 2
2x1 + 9x2 + 8x3 + 3x4 = 7
3x1 + 7x2 + 7x3 + 2x4 = 12
5x1 + 7x2 + 9x3 + 2x4 = 20

(7)
2x1 + x2 + x3 + x4 = 0
x1 + 2x2 + x3 + x4 = 0
x1 + x2 + 2x3 + x4 = 0
x1 + x2 + x3 + 2x4 = 0
x1 + x2 + x3 + x4 = 0

8.15. Určete obecné řešeńı a fundamentálńı systém řešeńı homogenńı soustavy

6x1 − 2x2 + 2x3 + 5x4 + 7x5 = 0
9x1 − 3x2 + 4x3 + 8x4 + 9x5 = 0
6x1 − 2x2 + 6x3 + 7x4 + x5 = 0
3x1 − x2 + 4x3 + 4x4 − x5 = 0

8.16. Určete obecné řešeńı soustavy:

(1)
2x1 − 4x2 + 5x3 + 3x4 = 0
3x1 − 6x2 + 4x3 + 2x4 = 0
4x1 − 8x2 + 17x3 + 11x4 = 0

(2)
2x1 + x2 + x3 + x4 = 0
x1 + 2x2 + x3 + x4 = 0
x1 + x2 + 2x3 + x4 = 0
x1 + x2 + x3 + 2x4 = 0
x1 + x2 + x3 + x4 = 0

(3)
2x1 + 5x2 − 4x3 − 4x4 + 4x5 = 0
2x1 + x2 − x3 − x4 + x5 = 0
3x1 + 8x2 − 6x3 − 6x4 + 6x5 = 0
3x1 − x2 − 2x3 + x4 − x5 = 0



(4)
2x1 + 3x2 − x3 + 5x4 = 0
3x1 − x2 + 2x3 − 7x4 = 0
4x1 + x2 − 3x3 + 6x4 = 0
5x1 − x2 + x3 − x4 = 0
6x1 + x2 − 2x3 + 3x4 = 0

(5)
x1 + 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0
3x1 + 5x2 + 6x3 − 4x4 = 0
4x1 + 5x2 − 2x3 + 3x4 = 0
3x1 + 8x2 + 24x3 − 19x4 = 0

(6)
x1 − 4x2 + 6x3 + x4 = 0
3x1 − x2 + 5x3 + 2x4 = 0
7x1 + 5x2 + 3x3 + 4x4 = 0
9x1 − 14x2 + 28x3 + 7x4 = 0

8.17. Najděte fundamentálńı systém řešeńı SLR:

a)
x1 + 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0
3x1 + 5x2 + 6x3 − 4x4 = 0
4x1 + 5x2 − 2x3 + 3x4 = 0
3x1 + 8x2 + 24x3 − 19x4 = 0

b)
x1 − 4x2 + 6x3 + x4 = 0
3x1 − x2 + 5x3 + 2x4 = 0
7x1 + 5x2 + 3x3 + 3x4 = 0
9x1 − 14x2 + 28x3 + 7x4 = 0

8.18. Zjistěte, zda vektory u1 = (4, 2, 9,−20,−3), u2 = (1,−11, 2, 13, 4) a u3 =
(9,−15, 8, 5, 2) tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı soustavy

3x1 + 4x2 + 2x3 + x4 + 6x5 = 0
5x1 + 9x2 + 7x3 + 4x4 + 7x5 = 0
4x1 + 3x2 − x3 − x4 + 11x5 = 0
x1 + 6x2 + 8x3 + 5x4 − 4x5 = 0

(S)

8.19. Řešte následuj́ıćı soustavu v závislosti na reálném parametru p:

−x1 + px2 + 3x3 = −1
−2x1 + x2 + px3 = −3
x1 − 5x2 − 7x3 = 0

8.20. Řešte následuj́ıćı soustavy v závislosti na parametru p:

(1)
px1 + x2 = 1
x1 + px2 = p



(2)
px1 + x2 = p
x1 + px2 = 0

(3)
px1 + x2 = p
x1 + px2 = p

(4)
x1 + x2 + px3 = p
x1 + px2 + x3 = p
x1 + x2 + x3 = 1

(5)
px1 + x2 + x3 = 1
x1 + px2 + x3 = 1
x1 + x2 + px3 = 1

(6)
px1 + x2 + x3 = 1
x1 + px2 + x3 = p
x1 + x2 + px3 = p2



9 Vektorové prostory a podprostory

9.1. Rozhodněte, zda následuj́ıćı čtveřice jsou vektorové prostory:

(1) (C,+,R, ·);

(2) (R,+,Q, ·);

(3) (Z,+,Z, ·);

(4) (Z,+,Q, ·) (ve všech čtyřech př́ıpadech + a · jsou obvyklé sč́ıtáńı a násobeńı kom-
plexńıch č́ısel);

(5) (R2,+,R, •), kde sč́ıtáńı + je definováno
”
po složkách“, tj. (x1, x2) + (y1, y2) =

(x1 + y1, x2 + y2), a levá vněǰśı operace • je dána předpisem a • (x1, x2) = (ax1, 0).

9.2. Bud’ (T,+, ·) č́ıselné těleso, n ∈ N. Ověřte, že (T n,+, T, ·), kde

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn),

a · (x1, . . . , xn) = (ax1, . . . , axn),

je vektorový prostor, tzv. aritmetický prostor nad T .

9.3. Necht’ Mm×n(T ) je množina všech matic typu m×n nad č́ıselným tělesem T . Ukažte,
že (Mm×n(T ),+, T, ·) je vektorový prostor (+ je obvyklé sč́ıtáńı matic, · skalárńı násobeńı
matic zleva, tj. ‖aij‖+ ‖bij‖ = ‖aij + bij‖ a c · ‖aij‖ = ‖caij‖).

9.4. Necht’ C(a, b) je množina všech reálných funkćı spojitých na uzavřeném intervalu
[a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}, kde a, b ∈ R, a < b. Definujme součet funkćı a reálný
násobek obvyklým zp̊usobem:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) & (c · f)(x) = cf(x)

pro f, g ∈ C(a, b), c ∈ R. Dokažte, že (C(a, b),+,R, ·) je vektorový prostor.

9.5. Zjistěte, zda množinaM tvoř́ı podprostor (přesněji pole podprostoru) v aritmetickém
prostoru (R5,+,R, ·):

(1) M = {(x1, x2, x1 + x2, 0, 0) : x1, x2 ∈ R};

(2) M = {(0, x2, x3, 2x3, x3 + 1): x2, x3 ∈ R}.

9.6. Rozhodněte, zda množina

a) {(x1, x2, x3, x4);x1 + x2 + x3 + x4 = −x1},

b) {(x1, x2, x3, x4);x1 − x2 = −x3 − x4}

c) {(x1, x2, x3, x4);x1 = x2}

je podprostorem v aritmetickém vektorovém prostoru (R4; +;R; ·).

9.7. Tvoř́ı následuj́ıćı množiny podprostory v aritmetickém prostoru (Rn,+,R, ·)?

(1) M = Zn = {(x1, . . . , xn) : x1, . . . , xn ∈ Z};

(2) M = {(x1, . . . , xn) : x1 + · · ·+ xn = 0};



(3) M = {(x1, . . . , xn) : x1 + · · ·+ xn 6= 0};

(4) M = {(x1, . . . , xn) : x1 + · · ·+ xn = a, 0 6= a ∈ R}.

9.8. V aritmetickém prostoru R3 jsou dány vektory u1 = (3, 2, 5), u2 = (2, 4, 7), u3 =
(5, 6, a) a v = (1, 3, 5). Určete a ∈ R tak, aby v byl lineárńı kombinaćı vektor̊u u1,u2,u3.

9.9. Najděte nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro lineárńı nezávislost č́ısel 1 a u ∈ R\{0}
jako vektor̊u ve vektorovém prostoru (R,+,Q, ·).

9.10. V aritmetickém prostoru R3 jsou dány vektory u1 = (1, 2, 3), u2 = (3, 1, 4) a
u3 = (a, 4, 11). Najděte a ∈ R tak, aby u1,u2,u3 byly lineárně závislé.

9.11. Necht’ (V,+, T, ·) je vektorový prostor konečné dimenze nad tělesem T . Najděte
některou posloupnost lineárně závislých vektor̊u z V . Existuje posloupnost lineárně
nezávislých vektor̊u ve V ?

9.12. Rozhodněte, zda množina {(1, 0, 2), (−2, 1, 1), (4,−1, 3)} je báze aritmetického pro-
storu R3.

9.13. Určete bázi a dimenzi podprostoru, který je generován množinou:

a) {(−1, 2), (3, 1), (4, 2), (−3, 1), (2, 0)},

b) {(2; 1; 3), (−1; 0; 1), (2; 0;−2), (1; 1; 4)}

c) {(1;−1; 1; 2), (1; 8; 7;−7), (1; 2; 3;−1), (1; 5; 5;−4)}

d) {(2; 1; 2; 1), (4; 2; 4; 2), (−2;−1;−2;−1), (1; 1; 1; 1)}

9.14. Rozhodněte, zda vektor −→a patř́ı do podprostoru W = [{−→u1,−→u2,−→u3}] ⊆⊆ R4, kde:

a) −→a = (−1, 2, 3, 1),−→u1 = (2, 0, 2, 1),−→u2 = (3, 1, 2, 5),−→u3 = (−1, 0, 1, 0),

b) −→a = (2, 0, 1, 2),−→u1 = (1, 1, 1, 1),−→u2 = (−2, 1, 2, 0),−→u3 = (0, 0, 0, 1),

c) −→a = (−1, 0, 0, 2),−→u1 = (−1, 2, 1, 1),−→u2 = (1, 0,−1, 3),−→u3 = (0, 2, 0, 4).

9.15. Necht’ W = [{u1,u2,u3}] je podprostor R4 generovaný vektory u1 = (3, 2, 1, 5),
u2 = (−3, 4, 2, 1) a u3 = (1, 0, 0, 1). Najděte bázi prostoru W , která obsahuje v =
(1, 6, 3, 7).

9.16. Zjistěte, zda vektory v = (1,−3, 0,−5) a w = (0, 0, 1, 1) patř́ı do podprostoru
W = [{u1,u2,u3,u4}] (v R4) generovaného vektory u1 = (1, 1, 0, 1), u2 = (1, 0, 0, 0),
u3 = (2,−1, 0, 0) a u4 = (1, 0, 0,−1).

9.17. Určete dimenzi a najděte některou bázi podprostoru W aritmetického prostoru
R4, který je generován vektory u1 = (1, 1, 0, 0), u2 = (2,−1, 3, 3), u3 = (0, 1,−1,−1) a
u4 = (1, 0, 1, 1).

9.18. Najděte bázi B aritmetického prostoru R4 obsahuj́ıćı vektory (1, 1, 0, 0) a (0, 0, 1, 1).

9.19. Pro které a ∈ R tvoř́ı vektory u1 = (0, 1, a), u2 = (a, 0, 1) a u3 = (a, 1, a+ 1) bázi
aritmetického prostoru R3?



9.20. V aritmetickém prostoru R4 máme dány vektory u1 = (1, 2, 1, 0), u2 = (−1, 1, 1, 1),
v1 = (2,−1, 0, 1) a v2 = (1,−1, 3, 7). Určete dimenze podprostor̊u U = [{u1,u2}], V =
[{v1,v2}], U ∩ V a U + V .

9.21. Rozhodněte, zda vektory u1 = (1, 1, 0, 0) a u2 = (1, 0, 1, 1) generuj́ı stejný podpro-
stor v R4 jako v1 = (2,−1, 3, 3) a v2 = (0, 1,−1,−1).

9.22. V R4 jsou dány podprostory W1 = [{(1, 1, 1, 1), (1,−1, 1,−1), (1, 3, 1, 3)}] a W2 =
[{(1, 2, 0, 2), (1, 2, 1, 2), (3, 1, 3, 1)}]. Určete dimW1, dimW2, dim(W1 ∩W2) a dim(W1 +
W2). Zd̊uvodněte, proč plat́ı W1 +W2 = W2 a W1 ∩W2 = W1.

9.23. V R4 jsou dány podprostory W1 = [{(1, 2, 1,−2), (2, 3, 1, 0), (1, 2, 2,−3)}] a W2 =
[{(1, 1, 1, 1), (1, 0, 1,−1), (1, 3, 0,−4)}]. Určete dimW1, dimW2, dim(W1∩W2) a dim(W1+
W2). Najděte některou bázi W1 +W2.

9.24. Najděte ortonormálńı bázi podprostoru W = [{(5, 1,−1), (0, 1,−1)}] a doplňte ji
na ortonormálńı bázi prostoru R3.

9.25. Najděte ortonormálńı bázi prostoru W = [{(1,−2, 2), (1, 0, 1), (5,−3,−7)}].

9.26. Najděte ortonormálńı bázi prostoru W = [{(1, 1, 0, 1), (1,−2, 0, 0), (0, 1, 1,−1)}].

9.27. Najděte některou ortogonálńı bázi prostoru R4 obsahuj́ıćı vektory (1,−2, 2,−3) a
(2,−3, 2, 4).

9.28. Necht’ W1 = [{(1, 4, 3, 2), (1, 3, 1, 1)}] a W2 = [{(1, a + 4, 5, 3), (−1, 2a − 4, 1, 0)}].
Jak záviśı dim(W1 ∩W2) na a ∈ R?

9.29. Necht’ (C(a, b),+,R, ·) je vektorový prostor reálných funkćı spojitých na intervalu
[a, b] (viz cvičeńı 9.4). Definujme zobrazeńı σ : C(a, b)× C(a, b)→ R takto:

σ(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x) dx.

Ukažte, že σ je skalárńı součin na C(a, b).

9.30. Zjistěte, zda následuj́ıćı zobrazeńı jsou skalárńı součiny na aritmetickém prostoru
R2 (v obou př́ıpadech u = (u1, u2), v = (v1, v2)):

(1) σ(u,v) = u1v1;

(2) τ(u,v) = u1v1 − u1v2 − u2v1 + 2u2v2.

9.31. Najděte některou ortonormálńı bázi podprostoru R4 generovaného vektory
(1, 1,−1,−2), (5, 8,−2,−3), (3, 9, 3, 8).


