Mnoziny a ciselné posloupnosti

Zakladni ¢iselné mnoziny

Uvedeme nejprve prehled zakladnich ¢iselnych mnozin a jejich oznaceni.

N = {1,2,3,...,n,...} je mnoZina vsech prirozengch Cisel. Pfirozend ¢isla pouzivame
napt. jako poradova cisla, treba pti zapisu ¢lenii posloupnosti:
(an) = a1,a9,a3, ..., Gy, ...

No=4{0,1,2,3,...,n,..} = NU{0} je mnozina celych nezdpornijch ¢isel. Témito ¢isly je
vyjadren pocet prvka konecnych mnozin. Pozdéji uvidime vyhody pouziti ¢isel z Ny
jako indexti ¢lenti nekoneénych mocninnych fad: ag + a1z + ax® + ... + apa™ + . ..

Z=A...,—2,—1,0,1,2,...} je mnoZina vSech celych ¢isel. Cela ¢isla pouZivame napf. pro
zapisy vztahujici se k periodi¢nosti funkci; napt. funkce y = cotgx neni definovana
pro x = km, kde k € Z je libovolné (celé) ¢islo.

Q — mnozina vsech ¢isel raciondlnich. Racionédlni ¢islo je definovano jako ¢islo, které 1ze
vyjadrit ve tvaru %, kde k € Z a n € N. Podle potteby lze takovy zlomek uvést na
zakladni tvar, kde citatel a jmenovatel jsou ¢isla nesoudélna.

R — mnozina vsech cisel redingch, je pro zakladni kurs matematické analyzy zakladni
¢iselnou mnozinou (pokud neni feceno jinak, budeme rozumét pod pojmem c¢islo
vzdy ¢islo realné).

P1i rozsitovani pojmu cislo z Q na R vznikaji dvé otazky:

— zda existuje potteba iraciondlnich ¢isel (a jak je zavést),

— zda zobrazeni mnoziny R na ¢iselnou osu je bijekce, tj. zda také naopak i kazdy
bod ¢iselné osy je obrazem néjakého realného ¢isla.

Véta 1

Neexistuje racionalni ¢islo, jehoz druhd mocnina by byla rovna 2.

Mnozinu vSech iraciondlnich ¢isel oznacéime Q';je QNQ =0 aR=QUQ'.

C — mnozina vsech cisel komplexnich; komplexni ¢isla zobrazujeme v Gaussové rovineé.
Platt NCNocZCcQcRcC.



Zakladni vlastnosti ¢iselnych mnozin

Definice 1
Mnozina M se nazyva shora omezend, pravé kdyz

dLeR:Vee M:xz < L.

Toto ¢islo L se nazyva horni odhad (resp. horni zavora).
Mnozina M se nazyva zdola omezend, pravé kdyz

dJKeR:VeeM:z2 K.

Toto ¢islo K se nazyva dolni odhad (resp. dolni zavora).
Mnozina M se nazyva omezend, pravé kdyz je omezena shora i zdola.

Pokud néktery horni odhad mnoziny M patii do mnoziny M, pak jej nazyvame
nejuetsi prvek mnoziny M a oznacujeme jej max M. Podobné nejmensi prvek mnoziny
M (definujte) oznacujeme min M.
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Definice 2
Pro vsechna a,b € R, a < b, definujeme
uzavreny interval (a,b) = {z € R;a < x < b},
otevreny interval (a,b) = {z € R;a < x < b},
a podobné (a, b), (a,b).

Definice 3
Mnozinu (a,+00) = {x € R;z 2 a} nazyvame neomezeny interval. Podobné (a, +00),
(—00,b), (—00,b). Mnozinu R zapisujeme téz jako (—oo, +00).

Nékdy uvazujeme téz degenerované intervaly: {(a,a) = {a}, (a,a) = 0 (prdzdna
mnozina). Pojmem interval budeme vSak déle vzdy rozumét nedegenerovany interval.
Jestlize J je interval s koncovymi body a, b (napt. J = (a,b)), pak |J| = |b — a| znadi
délku tohoto intervalu.

Véta 2 (o vlozenych intervalech)

Necht (J,) je posloupnost omezenych uzavienych intervala J, = (ay,,b,) takovych,
ze J1 D Jo D J3 D ... Pak existuje bod xg, ktery lezi ve vSech intervalech J,, pro n € N.
Jestlize navic Ve > 0 dn € N tak, ze |J,,| < ¢, je takovy bod z jediny.

Supremum a infimum

Definice 4
Necht M C R, M # (. Cislo B € R nazyvame supremum mnoziny M a piSeme
[ =sup M, praveé kdyz ma tyto dvé vlastnosti:
1. Pro vSechna x € M plati x < 3,
2. Pro kazdé ' < 8 existuje 2’ € M tak, ze plati 2’ > [3'.
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Definice 5
Necht M C R, M # 0. Cislo o € R nazyvame infimum mnoziny M a piSeme
o = inf M, pravé kdyz ma tyto dvé vlastnosti:
1. Pro vSechna x € M plati z 2 a,
2. Pro kazdé o/ > « existuje 2’ € M tak, ze plati 2/ < .

Priklad 1
Urcete sup M a inf M pro mnozinu M = {%, %, %, . }

Tedy: supremum a infimum mnoziny mohou, ale nemusi byt prvky této mnoziny.
Pokud sup M je prvkem mnoziny M, je jejim nejvétsim prvkem; podobné pro inf M.
Také naopak, pokud ma M nejvétsi prvek, je to soucasné sup M; podobné pro nejmensi
prvek.

Véta 3 (o existenci suprema a infima)
Kazda neprazdna shora omezend mnozina redlnych ¢isel ma supremum.
Kazda neprazdnd zdola omezend mnozina realnych ¢isel ma infimum.

Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné

Definice 6
Okolim bodu a nazveme kazdy otevieny interval (¢, d) koneéné délky, ktery obsahuje
bod a (tj. kde a € (¢, d)); oznaceni okoli bodu a: U(a).

Tato je definice je formulovana ve smyslu topologickém.
Pro diikkazy nékterych vét je vhodnéjsi definovat okoli bodu a ve smyslu metrickém.

Definice 7
e-okolim bodu a, kde ¢ € R, ¢ > 0, nazyvame interval (a — ¢, a + €); oznaceni: U(a, )
nebo téz U(a).

Definice 8
Prstencovgm (redukovanym) okolim bodu a nazyvame mnozinu P(a) = U(a) — {a}.

Vnitrni bod mnoZiny M: Bod mnoziny M, ktery do M patii i s nékterym svym okolim.
Vnitrek mnoziny M: Mnozina vSech vnitinich bodt mnoziny M.

Hranicni bod mnoZiny M: V kazdém jeho okoli existuje bod mnoziny M a téz bod, ktery
do M nepatti. (Hrani¢ni bod muze, ale nemusi patfit do M.)

Hranice mnoZiny M: Mnozina vSech hrani¢nich bodi mnoziny M.

Vnéjsi bod mnoziny (vzhledem k mnoziné) M: Bod éiselné osy, ktery neni vnitinim ani
hrani¢nim bodem mnoziny M.

Vnéjsek mnoZiny M: Mnozina vSech vnéjsich bodi mnoziny M.

Mnozina M je otevrend: Kazdy jeji bod je jejim vnitinim bodem.



Mnozina M je uzavrend: Obsahuje svou hranici.
Uzdver M mmnoziny M: Sjednoceni mnoziny M a jeji hranice.

Hromadny bod a mnoziny M: V kazdém jeho prstencovém okoli lezi alespon jeden bod
mnoziny M.

Izolovany bod mnoZiny M: Bod mnoziny M, ktery neni jejim hromadnym bodem.
Diskrétni mnozina: Vsechny jeji body jsou izolované.

Derivace M' mnoZiny M: Mnozina vSech hromadnych bodi mnoziny M.

Rozsifena reilna osa

Je to model ¢iselné osy, kterou rozsifime o dva nové prvky: nevlastni c¢islo 400
a nevlastni ¢islo —oo. Oznaceni rozsifené realné osy: R* = R U {—o0, +00}.

Zavedeni nevlastnich ¢isel ndm umoznuje hloubéji, lépe a jednoduseji formulovat
mnohé poznatky matematické analyzy.

Vlastnosti nevlastnich ¢éisel

Uspordddni: Vo € R: —oo < x < +00, zvlasté —oo < 400; —(—00) = 400, —(+00) =
= —00, |+ 00| = | — 00| = +00.

Okoli: U(+00) toto oznaceni budeme pouzivat pro kazdou mnozinu {z € R*, z > ¢}, kde
¢ € R, ale pokud budeme pracovat na R, pouzijeme toto oznaceni (pro zjednoduseni
vyjadfovani) téz pro intervaly (¢, +00) C R, coz jsou vlastné prstencova okoli P(+00)
na R*. Podobné pro U(—o0) a P(—00).

Supremum a infimum: Pro mnozinu M, ktera neni shora omezena, je sup M = +o0o, pro
mnozinu M, ktera neni zdola omezena, je inf M = —oc.

Hromadné body: Definice je formalné stejna, tedy +oo nazveme hromadnym bodem
mnoziny M C R*, pravé kdyz v kazdém jeho okoli P(+00) lezi alespon jeden bod
mnoziny M. Podobné pro —oo.

Napr. mnozina Z vsech celych ¢isel ma hromadné body +o0o a —oo, supZ = 400,
inf Z = —oo, ale samoziejmé +oo ¢ Z, —oo ¢ Z.

Pocetni operace s nevlastnimi éisly

Operace s redlnymy c¢isly muzeme rozsitit na nevlastni ¢isla nasledujicim zptisobem:
Scitani a odcitdni: Vr € R definujeme

+x + (+00) = (+00) £ 2 = +z — (—00)
+r 4 (—00) = (—00) 2 = +x — (+00) = (—00) 4+ (—00) = (—00) — (+00) = —00.
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Nedefinujeme (+00) — (+00), (+00) + (—00), (—00) + (+00), (—00) — (—00).

Ndsobeni: Vo € R, x > 0 definujeme

Podobné pro x < 0.

Nedefinujeme 0 - (+00), (+00) -0, 0 (—00), (—0o0) - 0.

Déleni: Vo € R definujeme z/(+00) = z/(—o0) = 0.
Pro z > 0 je +oo/x = 400, —00/x = —00,
pro x < 0 je +oo/x = —00, —00/x = +00.

Nedefinujeme +00/400, +00/—00, atd., /0 pro ziddné = € R, ani 0/0 nebo +00/0.

Mocniny: ¥n € N definujeme (+00)" = 400, (+00)™" =0, (—o0)"” = (=1)" - (+00).

Nedefinujeme (+00)°, (—00)?, 0°, 110 170,



Ciselné posloupnosti

Pojem posloupnosti

Definice 9
Kazdé zobrazeni N do R nazyvame ciselnd posloupnost. Zapis: (a,)22 4 nebo jen (ay);
a, se nazyva n-ty clen posloupnosti.

Definici ¢iselné posloupnosti lze zalozit i na pojmu (realné) funkce; pak je to funkce
definovand na mnoziné N vSech prirozenych c¢isel.

Zpusoby zadani posloupnosti

Ciseln4 posloupnost byva zadana nékolika prunimi cleny (tak, aby bylo patrné pravi-
dlo, jak vytvéaret dalsi ¢leny), n-tym Clenem nebo rekurentné.

Priklad 2

Je dana posloupnost
1 3 5 7

1-474-7°7-10710-13" "

Urcete jeji n-ty clen.

Pri zadani n-tym clenem zase naopak lze z prislusného vzorce pocitat jednotlivé cleny
posloupnosti.

Priklad 3
Priklady ¢iselnych posloupnosti zadanych n-tym clenem: (ni), (( —1)”n), (ag™™1),

(1+2)"), (a+ (n—1)d).
Vypoctéte jejich ¢leny aq, as, as, ay.

Rekurentni zaddni obsahuje zpravidla 1. ¢len (nebo nékolik prvnich ¢lenti) a pra-
vidlo, jak vytvorit dalsi ¢len ze clentt predchazejicich. Napt. aritmetickd posloupnost,
geometrickd posloupnost, Fibonacciova poslopnost.

Definice 10

Posloupnost (b,,) se nazyva vybrand z posloupnosti (a,) (nebo téz podposloupnost),
pravé kdyz existuje posloupnost prirozenych cisel k1 < ky < k3 < ... tak, ze Vn € N je
bn = Qg,, -

Napf. posloupnost vSech prvodisel je vybrand z posloupnosti (n) vSech ¢isel priroze-
nych, ale neni vybrand z posloupnosti (2n — 1) vsech ¢isel lichych.

Zakladni vlastnosti ¢iselnych posloupnosti

Definice 11

Posloupnost se nazyva (shora, zdola) omezend, pravé kdyz tuto vlastnost ma mnozina
vsech jejich ¢lent.

6



Definice 12
Posloupnost (a,,) se nazyva
rostouct, pravé kdyz Vn € N plati a,, < a1,
klesajici, préavé kdyz Vn € N plati a,, > ap+1,
nerostouct, pravé kdyz Vn € N plati a, = api1,
neklesajici, praveé kdyz Vn € N plati a, < apqq.
Spolecny nézev pro vsechny tyto druhy posloupnosti: posloupnosti monotonni a pro prvni
dva druhy: posloupnosti ryze monotonni.

Definice 13
Operace s posloupnostmi jsou definovany takto:
ndsobeni redlnym cislem c: ¢ - (ay) = (¢ an);
aritmetické operace soucet, rozdil, soucin, podil:
(an) + (bn) = (an + ), (an) = (bn) = (an — bn),
(an) - (bn) = (an - bn), (an)/(bn) = (an/bn), (pro b, # 0);
opacnd posloupnost k (ay) je (—ap);
reciprokd posloupnost k (a,) je (1/ay,) (pro a, # 0).

Limita posloupnosti

Definice 14
Rikdme, Ze posloupnost (a,) ma limitu a, pravé kdyz pro kazdé okoli U(a) existuje
no € N tak, ze pro vSechna n € N takova, Ze n = ng, plati a,, € U(a), symbolicky zapséno

VYU(a) 3np e NVn € Nin 2 nyg = a, € U(a).

Je-li a € R, nazyva se a vlastni limita a posloupnost (a,) se nazyva konvergentni, pokud
a = +00, nazyva se a nevlastni limita. Neexistuje-li vlastni limita, nazyva se posloupnost
(ay) divergentni.
Zapisy: lim a, = a; lima,, = a; a, — a pro n — 4o00.

n—oo
n_
n+1
je konvergentni a ma limitu ¢, posloupnost (fm) je divergentni, ma nevlastni limitu +o0,
posloupnost (¢™) je pro ¢ £ —1 divergentni, nem4 limitu (osciluje).

Definice 15

Je-li V(n) néjakd vyrokova forma a plati-li, ze vyrok: ,Existuje ng € N tak, ze pro
vSechna n € N z nerovnosti n 2 ng plyne V(n),“ je pravdivy vyrok, pak fikame, ze V(n)
plati pro skoro vsechna n.

Napr. posloupnost ( > je konvergentni, ma limitu 1, staciondrni posloupnost (c)

Véty o limitach
Véta 4
Kazda ciselna posloupnost mé nejvyse jednu limitu.

Véta 5

Ma-li posloupnost (a,) limitu, pak kazdd posloupnost (b,) vybrana z posloupnosti
(@) ma tutéz limitu.

Limita posloupnosti se tedy nezméni, vynechame-li nebo pozménime-li libovolny
konec¢ny pocet ¢lent posloupnosti.



Véta 6
Je-li posloupnost (a,) konvergentni, pak je omezena.

Tato véta ovsem neplati obracené, nebot napf. posloupnost ((—1)™) je omezend, ale
je divergentni. Vétsi hloubku pohledu do vztahu mezi omezenosti a konvergenci dava
nasledujici véta.

Véta 7 (Bolzano-Weierstrassova)
Z kazdé omezené posloupnosti 1ze vybrat konvergentni podposloupnost.

Véta 8
Kazda neklesajici shora omezena posloupnost je konvergentni.

Véta 9 (o limitach souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu)
Necht lim a,, = a, lim b,, = b. Pak plati, pokud vyrazy na pravych stranidch maji v R*
smysl:
a) lim(a, +b,) = a+ b, lim(a, — b,) = a — b,
b) lim(ay, - b,) = ab,
c¢) pro b, # 0, b # 0 je lim(a,/b,) = a/b,

d) lim |a,| = |a.

Véta 10 (limita nerovnosti)
Necht lim a,, = a, limb,, = b a pro nekonecné mnoho n plati a, < b,. Pak a < b.

Véta 11 (véta o trech limitach)
Necht lima,, = a, limb, = a a necht pro skoro vSechna n je a, < ¢, < b,. Pak
lime, = a.

Aritmeticka posloupnost a geometrickad posloupnost

Aritmetickd posloupnost je (definovana jako) posloupnost, kterd je ddna svym prvnim
¢lenem aq, konstantni diferenci d a rekurentnim pravidlem vn € N: a,, 11 = a,, +d. Pokud
nebude feceno jinak, budeme predpokladat, ze a; a d jsou redlnd cisla. Aritmetickou
posloupnost lze vSak rovnéz definovat jako posloupnost, u niz rozdil libovolnych dvou po
sobé jdoucich clenu je konstantni. Z rekurentniho pravidla dostaneme vzorec pro n-ty
¢len: a, = a3 + (n — 1) - d. (Dokazuje se jednoduse napf. uzitim principu matematické
indukce). Vidime, Ze aritmetickd posloupnost ma pro d > 0 limitu +o0o a pro d < 0
limitu —oo0.

Prakticky vyznam muze mit i soucet s, prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti.
Vzorec pro s, lze odvodit napt. takto: Vyjadiime s, dvéma zptisoby:

Sp=a1+ (a1 +d)+ (a1 +2d) + ...+ (a1 + (n — 1)d),
Sp=an+ (a, —d)+ (an —2d)+ ...+ (a, — (n — 1)d)

a po secteni mame 2s, = n(ay + ay,), takze s, = 5 (a1 + an).

Geometrickd posloupnost je (definovana jako) posloupnost, kterd je déna svym prvnim
¢lenem a, konstantnim kvocientem ¢ a rekurentnim pravidlem Vn € N: a,11 = a, - q.
V této definici mohou byt a; a ¢ libovolnad redlna cisla, v dalsim textu vsak budeme

predpokladat (pokud nebude Teceno jinak), ze a1 # 0 a ¢ # 0. Za téchto predpokladi lze
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tedy geometrickou posloupnost rovnéz definovat jako posloupnost, u niz podil libovolnych
dvou po sobé jdoucich ¢lent je konstantni. Z rekurentniho pravidla dostaneme vzorec pro
n-ty elen: a, = a; - ¢" 1. (Dokazuje se jednoduse nap¥. matematickou indukef).






