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Definice 1.1
Virokem rozumime kazdé sdéleni, o kterém ma smysl uvazovat, zda je, ¢i neni
pravdivé, a pfitom muze nastat pouze jedna z téchto moznosti.

Definice 1.2
Vyrok, ktery neobsahuje zddnou vlastni ¢ast, ktera by sama o sobé byla vyrokem,
se nazyva atomdrni. Ostatni vyroky nazyvame sloZené.

Pravdivostni hodnoty
e pravdivy vyrok — 1
e nepravdivy vyrok +—— 0

e ph slozeného vyroku zavisi na ph jeho atomdrnich vyroki a logickych
spojkach, které obsahuje

Logické spojky
e slouzi k tvorbé slozenych vyroku z atomérnich

e podle poctu vyroki, ke kterym se spojka vize je délime na: undrni (napf.
=), bindrni (napt. A,V,=,<), ..., n-drni

Vyrokovy pocet
e teorie, kterd se zabyva zdvislosti ph slozenych vyroku na ph vyroku skladanych

e konstanty: =, A, V,=, <. (,),...

e vyrokové proménné: A, B,C, ...



Formule vyrokové logiky

Definice 1.3
Formuli vijrokové logiky chapeme:

a) kazdou vyrokovou proménnou;
b) slova = A, AANB, AV B, A= B, A< B, pokud slova A a B jsou FVL;

¢) kazdé slovo, které ziskdme jako v a) nebo b) koneénym poc¢tem kroku.

Priklad 1.1
e “(A=-B)&C je FVL
e A= (B-=C) mneni FVL

Ohodnocovani FVL

e pouziva se tzv. tabulkovd metoda

e FVL s n vyrokovymi proménnymi  +~—  tabulka s 2" fadky

|A|B]|-A[AANB]AVB| A=B| A& B|

1|1 0 1 1 1 1
110 0 0 1 0 0
0|1 1 0 1 1 0
01]0 1 0 0 1 1
log. spojka H ph vzniklého vyroku ‘
Negace ph(—A) =1 —ph(A)
Konjunkce ph(A N B) = ph(A)ph(B)
Disjunkce ph(AV B) = ph(A) + ph(B) — ph(A)ph(B)
Implikace ph(A = B) =1, pokud ph(A) < ph(B)
Ekvivalence ph(A < B) = 1, pokud ph(A) = ph(B)

Tautologie

Definice 1.4
FVL, ktera pfi libovolném ohodnoceni svych vyrokovych proménnych nabyva
ph 1, se nazyva tautologie.

Piiklady tautologii
o AVv-A (zdkon vylouceného tietiho)
o ~(AN-A) (zdkon sporu)

o (mA) e A (zédkon dvoji negace)



(AAB) & (BAA) (zédkon komutativity konjunkce)

(AVB)< (BV.A) (zdkon komutativity disjunkce)

(A= B) e (-B=-A) (zdkon kontrapozice)
A< [AN(AV B)] (zdkon absorpce)

[(A=B)AB=C)|=(A=C) (zdkon tranzitivity implikace)
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Vyrokové formy

Definice 1.5
Vyrokovou formou rozumime kazdé sdéleni obsahujici proménné, které se stane
vyrokem po dosazeni konstant z oboru proménnosti za viechny proménné.

Priklad 1.2
o Ulz,y): (* <y+1; z,y €N)
o V(x,y,2z): (x je ndsobkem y + z; x,z € Z y € N)
o W(z,y,2): (2 <y+1)V (z je ndsobkem y + 2); v € Z, y,z € N)

e Dalsi moznost, jak z vyrokové formy vytvorit vyrok, je vdzat proménné
VF tzv. kvantifikdtory.

Obecna kvantifikace

Definice 1.6

Obecny vyrok prislusny k dané VF V() s jednou proménnou je vyrok VaV(x),
ktery je pravdivy pravé kdyz po dosazeni libovolné konstanty z oboru proménnosti
do VF dostaneme pravdivy vyrok.

oV ... obecny kvantifikdtor

Priklad 1.3
ph (Vx(2?2 >0; € R)) =0



Existenéni kvantifikace

Definice 1.7

Eristencni vyrok pifslusny k dané VF W (z) s jednou proménnou je vyrok
JxW (x), ktery je pravdivy pravé kdyz existuje alespon jedna konstanta T z
oboru proménnosti takovd, ze W (ZT) je pravdivy vyrok.

e 1 ... emistencéni kvantifikdtor

Priklad 1.4
ph (Fz((z |6)A (2> +8=0); x €Z)) =1
Kvantifikace VF s vice proménnymi
o V(zy,29,...,2,) +— VF s proménnymi x1,xa,..., &,

e soucasnym vézanim kazdé z proménnych jednim z kvantifikdtora V, 3 ziskdme
z V(xy,29,...,2,) vyrok

e celkem tedy takto muzeme z V (z1, 22, ..., z,) ziskat 2" - n! vyroku
e poradi pii kvantifikaci jednotlivych proménnych VF mé vliv na pravdi-
vostni hodnotu ziskaného vyroku
Priklad 1.5
o Vavy(V(z,y)) & Vyvaz(V(x,y))
o Jxdy(V(z,y)) & JyIz(V(z,vy))

e jsou tautologie predikdtového poctu (klasické dvouhodnotové logiky)

Kvantifikace VF s vice proménnymi
o V(zy,29,...,2,) +— VF s proménnymi x1,xa,..., &,

e souCasnym vazanim kazdé z proménnych jednim z kvantifikatoru V, 3 ziskdme
z V(xy,29,...,2,) vyrok

e celkem tedy takto muzeme z V (z1, z2, ..., z,) ziskat 2™ - n! vyroku

e poradi pii kvantifikaci jednotlivych proménnych VF m& obecné vliv na
pravdivostni hodnotu ziskaného vyroku

Priklad 1.6
e V(z,y): (log(z—1) =y; z € (1,+00), y €R)
o ph (V23y V(z,y)) =1
o ph (3yve V(z,y)) =0
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Dikazy matematickych vét
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Vétsina matematickych tvrzeni je ve tvaru implikace (jestlize ... , pak ... ) nebo
ekvivalence ( ... prave kdyz ... )

Priklad 1.7

Je-li n sudé ¢islo, pak je délitelné dvéma.

Trojuhelnik ABC, v némz |AB| = ¢, |BC| = a,|CA| = b, je pravouhly s
pfeponou AB pravé kdyz a? + b? = 2.

(A& B) & [(A= B) A (B = A) je tautologie.

Jinymi slovy: Tvrzeni ve tvaru ekvivalence je pravdivé pravé kdyz jsou
soucasné pravdivé obé jeho dil¢i implikace.

B = Aje tzv. véta obrdcend k vété A = B, kde A, B jsou libovolné formule
vyrok. nebo pred. poctu

B = —A je tzv. véta obménénd k vété A = B, kde A, B jsou libovolné
formule vyrok. nebo pred. poc¢tu

Pifmy diikaz

Ovéfujeme pravdivost tvrzeni A = B
Vyuzivame pfitom zdkona tranzitivity implikace ve zobecnéném tvaru

[(Al = Ag) AN (Ag = Ag) VARERIVAN (An—l = An)] = (A1 = z4n)7 n>2

Piimy dukaz
Priklad 1.8
Turzent Je-li U vnitinim bodem trojihelnika ABC, pak plati |AU| + |BU| +
|CU| > s, kde s je polovina obvodu AABC.
Diikaz:
Aj: U je vnitinim bodem trojihelnika ABC.

=

As: U nelezi na zadné ze stran AB, BC, C'A.

=



As: Pro body A, B,C,U plati nerovnosti . u .
|AU| +|UB| > |AB|, A B
|BU| + |UC| > |BC],
|CU| + |[UA| > |CA]. Obr. 1
=

Ay: Pro body A, B,C,U plati |AU| + |BU| + |CU| > s.

Dikaz matematickou indukci
e Specialni typ piimého dikazu
Princip matematické indukce
Necht
e V(z) je VF s oborem proménnosti N,
e V(1) je pravdivy vyrok,
e pravdivost V' (k) implikuje pravdivost V(k + 1) pro kazdé k > 1.

Pak V(n) je pravdivy vyrok pro kazdé n € N.

Dukaz matematickou indukci

Priklad 1.9
Tvrzent: Plati, ze 6|n® — n pro kazdé n € N.
Diikaz:

e Oznaéme V(z): (6|23 —x; x € N).
e V(1) je pravdivy vyrok.
e Necht V (k) je pravda pro néjaké pFirozené k > 1.

e Pak ale
(k+1)2—(k+1) =k —k+3k(k+1)
a protoze 6 | 3k(k + 1) a podle predchoziho piedpokladu i 6|k% — k, je i

V(k + 1) pravdivy vyrok.
Dikaz sporem

e Ovérujeme pravdivost tvrzeni A = B.

e (A= B) < (AN -B) je tautologie.



e Idea: Dokdzeme-li, ze ph((A A -B) = C) = 1 v situaci, kdy ph(C) = 0,
musi platit, ze ph(A A -B) = 0.
=
Odtud ph(-(AA—-B)) =1.
=
Tzn. ph(A = B)) = 1.
e Jinymi slovy: Dojdeme-li z pfedpokladu AA—B k né&jakému nepravdivému

dusledku, pak tento pfedpoklad nemuze byt pravdivy, tedy jeho negace,
ktera je logicky ekvivalentni s A = B, musi byt pravdivy vyrok.

Dukaz sporem

Priklad 1.10
Turzend: Existuje nekoneéné mnoho prvodcisel. (Jestlize prvocislo je pfirozené
¢islo majici pouze dva délitele, sebe sama a jednicku, pak takovych cisel je
nekone¢né mnoho.)

Diikaz (Aristoteles):

e A: Prvocislo je pfirozené ¢islo majici pouze dva délitele, sebe sama a
jednicku.

e B: Prvocisel je nekoneéné mnoho.

Predpokladejme, ze by existovalo pouze koneéné mnoho prvocisel.

e Uvazujme jejich sou¢in a prictéme k nému jednicku. Toto ¢&islo nebude
deélitelné zddnym z existujicich prvocisel (zbytek 1), tedy bude mit pouze
dva délitele, sama sebe a jednicku.

e Nutné se potom ale musi jednat o prvocislo.

e Coz je spor s nasim predpokladem.
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