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Definice 1.1
Výrokem rozumı́me každé sděleńı, o kterém má smysl uvažovat, zda je, či neńı
pravdivé, a přitom může nastat pouze jedna z těchto možnost́ı.

Definice 1.2
Výrok, který neobsahuje žádnou vlastńı část, která by sama o sobě byla výrokem,
se nazývá atomárńı. Ostatńı výroky nazýváme složené.

Pravdivostńı hodnoty

• pravdivý výrok 7−→ 1

• nepravdivý výrok 7−→ 0

• ph složeného výroku záviśı na ph jeho atomárńıch výrok̊u a logických
spojkách, které obsahuje

Logické spojky

• slouž́ı k tvorbě složených výrok̊u z atomárńıch

• podle počtu výrok̊u, ke kterým se spojka váže je děĺıme na: unárńı (např.
¬), binárńı (např. ∧,∨,⇒,⇔), . . . , n-árńı

Výrokový počet

• teorie, která se zabývá závislost́ı ph složených výrok̊u na ph výrok̊u skládaných

• konstanty: ¬,∧,∨,⇒,⇔, (, ), . . .

• výrokové proměnné: A,B, C, . . .



Formule výrokové logiky

Definice 1.3
Formuĺı výrokové logiky chápeme:

a) každou výrokovou proměnnou;

b) slova ¬A,A ∧ B,A ∨ B,A ⇒ B,A ⇔ B, pokud slova A a B jsou FVL;

c) každé slovo, které źıskáme jako v a) nebo b) konečným počtem krok̊u.

Př́ıklad 1.1

• ¬(A ⇒ ¬B)⇔ C je FVL

• A ⇒ (B¬ ⇒ C) neńı FVL

Ohodnocováńı FVL

• použ́ıvá se tzv. tabulková metoda

• FVL s n výrokovými proměnnými 7−→ tabulka s 2n řádky

A B ¬A A ∧ B A ∨ B A ⇒ B A ⇔ B
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

log. spojka ph vzniklého výroku
Negace ph(¬A) = 1− ph(A)

Konjunkce ph(A ∧B) = ph(A)ph(B)
Disjunkce ph(A ∨B) = ph(A) + ph(B)− ph(A)ph(B)
Implikace ph(A⇒ B) = 1, pokud ph(A) ≤ ph(B)

Ekvivalence ph(A⇔ B) = 1, pokud ph(A) = ph(B)

Tautologie

Definice 1.4
FVL, která při libovolném ohodnoceńı svých výrokových proměnných nabývá
ph 1, se nazývá tautologie.

Př́ıklady tautologíı

• A ∨ ¬A (zákon vyloučeného třet́ıho)

• ¬(A ∧ ¬A) (zákon sporu)

• ¬(¬A)⇔ A (zákon dvoj́ı negace)
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• (A ∧ B)⇔ (B ∧ A) (zákon komutativity konjunkce)

• (A ∨ B)⇔ (B ∨ A) (zákon komutativity disjunkce)

• (A ⇒ B)⇔ (¬B ⇒ ¬A) (zákon kontrapozice)

• A ⇔ [A ∧ (A ∨ B)] (zákon absorpce)

• [(A ⇒ B) ∧ (B ⇒ C)]⇒ (A ⇒ C) (zákon tranzitivity implikace)

2 Predikátová logika

Obsah

Obsah

Výrokové formy

Definice 1.5
Výrokovou formou rozumı́me každé sděleńı obsahuj́ıćı proměnné, které se stane
výrokem po dosazeńı konstant z obor̊u proměnnosti za všechny proměnné.

Př́ıklad 1.2

• U(x, y) : (x2 < y + 1; x, y ∈ N)

• V (x, y, z) : (x je násobkem y + z; x, z ∈ Z y ∈ N)

• W (x, y, z) : ((x2 < y + 1) ∨ (x je násobkem y + z); x ∈ Z, y, z ∈ N)

• Daľśı možnost, jak z výrokové formy vytvořit výrok, je vázat proměnné
VF tzv. kvantifikátory.

Obecná kvantifikace

Definice 1.6
Obecný výrok př́ıslušný k dané VF V (x) s jednou proměnnou je výrok ∀xV (x),
který je pravdivý právě když po dosazeńı libovolné konstanty z oboru proměnnosti
do VF dostaneme pravdivý výrok.

• ∀ . . . obecný kvantifikátor

Př́ıklad 1.3
ph (∀x(x2 > 0; x ∈ R)) = 0
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Existenčńı kvantifikace

Definice 1.7
Existenčńı výrok př́ıslušný k dané VF W (x) s jednou proměnnou je výrok
∃xW (x), který je pravdivý právě když existuje alespoň jedna konstanta x z
oboru proměnnosti taková, že W (x) je pravdivý výrok.

• ∃ . . . existenčńı kvantifikátor

Př́ıklad 1.4
ph (∃x((x | 6) ∧ (x3 + 8 = 0); x ∈ Z)) = 1

Kvantifikace VF s v́ıce proměnnými

• V (x1, x2, . . . , xn) 7→ VF s proměnnými x1, x2, . . . , xn

• současným vázáńım každé z proměnných jedńım z kvantifikátor̊u ∀,∃ źıskáme
z V (x1, x2, . . . , xn) výrok

• celkem tedy takto můžeme z V (x1, x2, . . . , xn) źıskat 2n · n! výrok̊u

• pořad́ı při kvantifikaci jednotlivých proměnných VF má vliv na pravdi-
vostńı hodnotu źıskaného výroku

Př́ıklad 1.5

• ∀x∀y(V (x, y))⇔ ∀y∀x(V (x, y))

• ∃x∃y(V (x, y))⇔ ∃y∃x(V (x, y))

• jsou tautologie predikátového počtu (klasické dvouhodnotové logiky)

Kvantifikace VF s v́ıce proměnnými

• V (x1, x2, . . . , xn) 7→ VF s proměnnými x1, x2, . . . , xn

• současným vázáńım každé z proměnných jedńım z kvantifikátor̊u ∀,∃ źıskáme
z V (x1, x2, . . . , xn) výrok

• celkem tedy takto můžeme z V (x1, x2, . . . , xn) źıskat 2n · n! výrok̊u

• pořad́ı při kvantifikaci jednotlivých proměnných VF má obecně vliv na
pravdivostńı hodnotu źıskaného výroku

Př́ıklad 1.6

• V (x, y) : (log(x− 1) = y; x ∈ (1, +∞), y ∈ R)

• ph (∀x∃y V (x, y)) = 1

• ph (∃y∀x V (x, y)) = 0
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3 Důkazy matematických vět

Obsah

Obsah

Většina matematických tvrzeńı je ve tvaru implikace (jestliže ... , pak ... ) nebo
ekvivalence ( ... právě když ... )

Př́ıklad 1.7

• Je-li n sudé č́ıslo, pak je dělitelné dvěma.

• Trojúhelńık ABC, v němž |AB| = c, |BC| = a, |CA| = b, je pravoúhlý s
přeponou AB právě když a2 + b2 = c2.

• (A ⇔ B)⇔ [(A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)] je tautologie.

• Jinými slovy: Tvrzeńı ve tvaru ekvivalence je pravdivé právě když jsou
současně pravdivé obě jeho d́ılč́ı implikace.

• B ⇒ A je tzv. věta obrácená k větě A ⇒ B, kde A,B jsou libovolné formule
výrok. nebo pred. počtu

• ¬B ⇒ ¬A je tzv. věta obměněná k větě A ⇒ B, kde A,B jsou libovolné
formule výrok. nebo pred. počtu

Př́ımý d̊ukaz

• Ověřujeme pravdivost tvrzeńı A⇒ B

• Využ́ıváme přitom zákona tranzitivity implikace ve zobecněném tvaru

• [(A1 ⇒ A2) ∧ (A2 ⇒ A3) ∧ · · · ∧ (An−1 ⇒ An)]⇒ (A1 ⇒ An), n ≥ 2

Př́ımý d̊ukaz

Př́ıklad 1.8
Tvrzeńı: Je-li U vnitřńım bodem trojúhelńıka ABC, pak plat́ı |AU | + |BU | +
|CU | > s, kde s je polovina obvodu ∆ABC.

D̊ukaz:
A1: U je vnitřńım bodem trojúhelńıka ABC.

⇒
A2: U nelež́ı na žádné ze stran AB, BC, CA.

⇒
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A3: Pro body A, B,C, U plat́ı nerovnosti
|AU |+ |UB| > |AB|,
|BU |+ |UC| > |BC|,
|CU |+ |UA| > |CA|. Obr. 1
⇒

A4: Pro body A, B,C, U plat́ı |AU |+ |BU |+ |CU | > s.
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Důkaz matematickou indukćı

• Speciálńı typ př́ımého d̊ukazu

Princip matematické indukce
Necht’

• V (x) je VF s oborem proměnnosti N,

• V (1) je pravdivý výrok,

• pravdivost V (k) implikuje pravdivost V (k + 1) pro každé k ≥ 1.

Pak V (n) je pravdivý výrok pro každé n ∈ N.

Důkaz matematickou indukćı

Př́ıklad 1.9
Tvrzeńı: Plat́ı, že 6|n3 − n pro každé n ∈ N.

D̊ukaz:

• Označme V (x) : (6|x3 − x; x ∈ N).

• V (1) je pravdivý výrok.

• Necht’ V (k) je pravda pro nějaké přirozené k ≥ 1.

• Pak ale

(k + 1)3 − (k + 1) = k3 − k + 3k(k + 1)

a protože 6 | 3k(k + 1) a podle předchoźıho předpokladu i 6|k3 − k, je i
V (k + 1) pravdivý výrok.

Důkaz sporem

• Ověřujeme pravdivost tvrzeńı A⇒ B.

• (A ⇒ B)⇔ ¬(A ∧ ¬B) je tautologie.
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• Idea: Dokážeme-li, že ph((A ∧ ¬B) ⇒ C) = 1 v situaci, kdy ph(C) = 0,
muśı platit, že ph(A ∧ ¬B) = 0.

⇒
Odtud ph(¬(A ∧ ¬B)) = 1.

⇒
Tzn. ph(A⇒ B)) = 1.

• Jinými slovy: Dojdeme-li z předpokladu A∧¬B k nějakému nepravdivému
d̊usledku, pak tento předpoklad nemůže být pravdivý, tedy jeho negace,
která je logicky ekvivalentńı s A⇒ B, muśı být pravdivý výrok.

Důkaz sporem

Př́ıklad 1.10
Tvrzeńı: Existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel. (Jestliže prvoč́ıslo je přirozené
č́ıslo maj́ıćı pouze dva dělitele, sebe sama a jedničku, pak takových č́ısel je
nekonečně mnoho.)

D̊ukaz (Aristoteles):

• A: Prvoč́ıslo je přirozené č́ıslo maj́ıćı pouze dva dělitele, sebe sama a
jedničku.

• B: Prvoč́ısel je nekonečně mnoho.

• Předpokládejme, že by existovalo pouze konečně mnoho prvoč́ısel.

• Uvažujme jejich součin a přičtěme k němu jedničku. Toto č́ıslo nebude
dělitelné žádným z existuj́ıćıch prvoč́ısel (zbytek 1), tedy bude mı́t pouze
dva dělitele, sama sebe a jedničku.

• Nutně se potom ale muśı jednat o prvoč́ıslo.

• Což je spor s naš́ım předpokladem.

4 Doporučená literatura
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Obsah
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[3] Krutský, F. Algebra I UP Olomouc, 1995.

8




