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Zakladni mnozinové pojmy

() prdzdnd mnozina

x € A z je prvkem mnoziny A

A C B A je podmnozina mnoziny B

(ACB)<= ((r€A) = (xe€B))
A = B mnozina A je rovna mnoziné B
(A=B) < (AC B)A (B C A))

Poten¢éni mnozina

Definice
Déna mnozina A # (). Pak mnozina

9(A)={B; BC A}

se nazyva potencni mnozina mnoziny A.

e Pokud |A| = n, pak |§(4)| =2™.

e P(A) se také nékdy znaéf 24.



Zékladni mnozinové operace
AU B sjednoceni mnozin A a B

(re AUB) <= ((x € A)V (z € B))

AN B prunik mnozin A a B

(€ AUB) <= ((r € A) A (z € B))

A\ B rozdil mnozin A a B

(€ A\ B) < ((z € A) A (z ¢ B))

Zikladni mnozinové identity

e AUB=BUA
e ANB=BnA

e (AUB)UC = AU(BUC)

e (ANB)NC =AN(BNC)

e (AUB)NC = (ANC)U(BNC)
e (ANB)UC = (AUC)N(BUC)
(BUC) = (A\B)N(A\C)
(BNC)=(A\B)U(A\C)

o A\
o A\

2 Binarni relace, zakladni pojmy
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Binarni relace
Definice 2.1

e Kartézskym soucinem neprazdnych mnozin A, B rozumime mnozinu

Ax B={(z,y): z€ Ay € B}.

e Kazdou podmnozinu R kartézského souc¢inu A x B nazveme bindrni relace
mezi A a B.



e Pokud A = B, pak R C A x A se nazyva bindrni relace na mnoziné A.

e To, ze dva prvky a, b jsou spolu v relaci R C A x B, zapisujeme

(a,b) € R nebo (a,b) € R nebo aRb .

e V matematice bézné pracujeme s nékterymi rela¢nimi symboly

1, <, =

) —= ’|7"'

Bindrni relace

Priklad 2.1
e M ... mnozina vSech muzu na Zemi
e 7 ... mnozina vSech Zen na Zemi

e R ... mnozina vSech manzelskych para na Zemi, tj.

R={(z,y) € M X Z: z,y jsou manzelé }

e R je binarni relace mezi mnozinami M a Z.

Binarni relace

e Mezi mnozinami A a B, kde |A| = a, |B| = b, existuje pravé 2% binarnich
relaci.

. . 7 ~ 2 . ’ 7z e
e Na A existuje pravé 2% binarnich relaci.

Nejvice prvka ma pfitom tzv. pind relace
wap =AX B, resp. wy = A2

e Nejméné prvku md naopak tzv. prdzdnd relace ().

Specidlni roli mezi relacemi na mnoziné A mé tzv. identita
ida = {(z,z): x € A}.

Vlastnosti binarnich relaci na mnoziné

Definice 2.2
Relace R na mnoziné A se nazyva:

o reflexivnd, jestlize Va € A plati, ze (x,z) € R;

e tranzitivn, jestlize z (x,y) € R, (y,2) € R plyne, ze i (z,2) € R;

symetrickd, jestlize z (x,y) € R plyne, ze i (y,z) € R;

antisymetrickd, jestlize z (z,y) € R, (y,2) € R plyne, ze x = y.



Vlastnosti binarnich relaci na mnoziné
Priklad 2.2 Reflexivni relace nemusi byt identitou na A!
o A=1{1,2,3,4}

e R=1{(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3,3),(4,1),(4,4)}

Priklad 2.3 Nesymetricka relace nemusi byt obecné antisymetrickd!
o A=1{1,2,3,4}
e S= {(15 3)7 (2a 2)7 (37 1)a (47 2)}

Operace s relacemi

Definice 2.3
Dény relace R mezi A, B a S mezi B,C.

e Inverzni relaci k relaci R rozumime relaci R~! mezi B, A takovou, Ze
R '={(z,y) e Bx A: (y,x) € R}.

o Slozenim relaci R a S nazyvame relaci R o S mezi A a C takovou, ze
RoS={(z,2) e AxC: (z,y) € RA(y,z) € S pro néjaké y € B}.

Véta 2.1
Dény relace RC Ax B, SCBxCaT CC x D. Pak plati:

1. (R"HY=t =R
2. (RoS)"t=85"1oR™Y
3. (RoS)oT =Ro(SoT).

Operace s relacemi

Priklad 2.4 Skladdni relaci neni komutativng!
e A={a,b,cd}
e R={(a,c),(bc),(d,b)}
e S={(b,a),(c,d)}
e RoS={(a,d),(b,d),(d,a)} #{(b,c),(c,b)} =SoR



Charakterizace vlastnosti relaci na mnoziné

Véta 2.2
Necht R je relace na mnoziné A. Pak plati:

1. R je reflexivni pravé kdyz id4 C R;
2. R je symetrickd pravé kdyz R = R™!;
3. R je tranzitivni pravé kdyz Ro R C R.

3 Ekvivalence na mnoziné
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Relace ekvivalence na mnoziné

Definice 2.4
Relaci R C A? nazyvime ekvivalence na A, pokud R je soucasné reflexivni,
symetricka a tranzitivni.

e Pro danou mnozinu A jsou napf. relace wa nebo id s ekvivalence na A.
e Relace || (“byt rovnobézny”) je ekvivalence na mnoziné primek v roviné.
e Relace = (“byt roven”) je ekvivalence na mnoziné vsech komplexnich ¢isel.

Véta 2.3
Necht R je ekvivalence na A. Pak R™! je opét ekvivalence na A.

Rozklad mnoziny

Necht I je libovolnd mnozina takova, Ze A; je mnoZina pro kazdé i € I. Pak
mnozinu {A; : i € I} nazveme indexovany systém mnoZin.

Priklad 2.5
I:{l,?,...,n}:{Ai: iEI}:{A17A2,...,An}

Definice 2.5
Necht A # (). Indexovany systém neprazdnych mnozin m# = {A4; : i € I}
nazveme rozklad mnoziny A, jestlize:

1. Mnoziny z 7 jsou po dvou disjunktni, tj.
A,NA; =0 Vi,j €1 (i #7);

2. Systém 7 tvoii pokryti mnoziny A, tj.
AC Uie] A;.



Rozklad mnoziny indukovany ekvivalenci

Definice 2.6
Necht E je ekvivalence na mnoziné A # . Pak pro kaZdé a € A nazveme
mnozinu [algp = {x € A: (a,z) € E} tridou ekvivalence E obsahujici prvek a.

Véta 2.4
Necht E je ekvivalence na A a necht a,b € A. Pak bud [a]|g = [b]g, nebo
[a]g N [b]g = 0.

Véta 2.5

Necht E je ekvivalence na A. Ze systému {[z]g : x € A} vybereme systém mp
po dvou ruznych mnozin. Pak 7g je rozklad mnoziny A, ktery nazyvame rozklad
indukovany ekvivalenci E. Ttidy rozkladu 7g jsou pritom tiidy ekvivalence F.

Rozklad mnoziny indukovany ekvivalenci

Priklad 2.6
Déna mnozina A = {1,2,3,4,5,6} a na nf relace E urcend kartézskym grafem

i 1] = {1.4}
2] = {2,3.6)
5 . Ble=123.6)
9 [4]E = {174}
1 [5lg = {5}
6] ={2,3,6}
1 2 3 4 5 6
Obr. 1

Ekvivalence na mnoziné indukovana jejim rozkladem

Véta 2.6
Necht 7 = {A; : i € I} je rozklad mnoziny A # 0. Definujme relaci E,
predpisem:
(a,b) e Er & (Fiel: abeAy).
Pak E, je ekvivalence na A nazvand indukovand rozkladem 7. Jeji ttidy jsou
pritom tiidami rozkladu 7.

Ekvivalence na mnoziné < rozklad mnoziny

Véta 2.7
Déna A # 0, ekvivalence E na A a rozklad m mnoziny A.

o Je-li mg rozklad indukovany ekvivalenci E a E,, ekvivalence indukovand

rozkladem 7g, pak
E.. =FE.



o Je-li E; ekvivalence indukovand rozkladem 7 a wg,_ rozklad indukovany
ekvivalenci F,, pak
T, = T.

4 Usporadani na mnoziné
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Relace usporadani

Definice 2.7
Relace R C A? se nazyva uspordddni na mnoZiné A, jestlize je reflexivni, tran-
zitivni a antisymetricka.

Priklad 2.7

143

e Relace “ <7 je uspofadanim na N.

Déna A # . Pak “ C 7 je uspofadanim na 24,

Relace “|” je uspofdddnim na N.

Stejna relace neni usporadanim na Z.

Dvojici (4; R), kde R C A? je uspofddani na A, nazyvame usporddand mnozina.
Hasseho diagramy

e Pro néazornost je pouzivame k zakreslovani uspotfadanych mnozin.
e Déna uspofddand mnozina (A4; R).

e Kazdy prvek mnoziny A zakreslime napi. jako plné kolecko s pfislusnym
oznacenim.

e Pokud (a,b) € R, pak prvky a,b spojime useckou, pfitom prvek a je
vertikalné nize nez prvek b.



Hasseho diagramy

Priklad 2.8
Uvazujme usporddanou mnozinu (Drg; | ), kde D79 je mnozina vSech prirozenych
delitelu ¢isla 72. Tedy D7o = {1,2,3,4,6,8,9,12,18,24, 36,72} a Hasseho dia-
gram (Dro; | ) vypadd ndsledovne:

2: 12 12 4]12 A 6/12
3: 13 18: 6|18 A 9|18
4: 24 24: 824 A 12)24

6: 26A36 36: 12|36 18/36
A8 T2: 24|72 A 36|72
3/9

© oo

Obr. 1

5 Zobrazeni mnozin
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Relace zobrazeni

Definice 2.7
Necht A, B jsou mnoziny a f je bindrni relace mezi A, B. Relace f se nazyva
zobrazeni A do B, jestlize:

1. Pro kazdé a € A existuje b € B tak, ze (a,b) € f;

2. Jestlize (a,b1) € f A (a,bs) € f, pak by = ba.

Necht A, B jsou mnoziny a f je zobrazeni A do B.
e Zapisujeme f: A — B.
e Misto (a,b) € f bézné piseme f(a) = b.

e Jestlize f(a) = b, pak prvek a € A se nazyvé vzor proku b € B a prvek b
naopak obraz prvku a.

e Mnozinu vsech prvki z B, které maji svij vzor v A, nazyvame dplny obraz
mnoZiny A a znacime ji f(A).



Relace zobrazeni

Priklad 2.9
Dény mnoziny A = {1,2,3}, B = {x,y, z,w} a relace f = {(1,w),(2,2)} C
A x B.

A f B

Obr. 2

Relace zobrazeni

Priklad 2.10
A x B.

A

g
=

Obr. 3

Skladani zobrazeni

Véta 2.8
Necht A, B, C jsou mnoziny a f : A — B, g : B — C zobrazeni. Pak relace fog
je opét zobrazeni, a sice A do C.

Definice 2.8
Necht A, B, C jsou mnoZiny a f : A — B, g: B — C zobrazeni.

e Zobrazeni f o g se nazyva sloZeni zobrazeni f a g.

eVreA: (fog)lz)=yg(f(z))



Typy zobrazeni

Definice 2.9
Déno zobrazeni f : A — B. f se nazyvé

1. surjekce, je-li f(A) = B;
2. ingekce, pokud pro kazdé aj,as € A, a1 # as plati, Ze f(a1) # f(az);

3. bijekce, je-1li soucasné surjekce a injekce.

Typy zobrazeni

Priklad 2.11

e f:R — R, kde z RE je zobrazeni, které neni surjektivni, ani injek-

tivni;
e g:R\ {0} = RT, kde z ~ 22 je surjekce, ale ne injekee;
e h: N — N, kde = L + 1 je injekce, ale ne surjekce;

e k:R — R*, kde 2+ % je bijekce.

Typy zobrazeni

Véta 2.9
Uvazujme zobrazeni f : A— B, g: B — C.

1. Jsou-li f a g surjekce, je surjekci i zobrazeni f o g.
2. Jsou-li f a g injekce, je injekei i zobrazeni f o g.

3. Jsou-li f a g bijekce, je bijekei i zobrazeni f o g.

Inverzni zobrazeni

Priklad 2.12
e A={a,b,c}

B={1,2}

f={(a,2),(b,2),(c,1)} € A x B je zobrazeni A do B.

e K nf inverznf relace f~! = {(2,a),(2,b),(1,¢)} C B x A zobrazen{ B do
A nen!
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Inverzni zobrazeni

Véta 2.10
Necht je ddno zobrazeni f : A — B. Pak inverzni relace f~! je zobrazenim
praveé kdyz f je bijekce.

Dusledek 2.11
Necht f: A — B je bijekce. Pak f~! je opét bijekce.
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