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Leva vnéjsi operace

Definice 5.1
Necht A # () # B. Levou vnéjsi operaci nad A a B nazyvame kazdé zobrazeni
“.7:AxB— B.

Priklad 5.1
Nésobeni matice skaldrem je levd vnéjsi operace nad T' a M, xn(T).

Vektorovy prostor

Definice 5.2
Ctverici (V; 4+ ,T, - ) nazyvéme vektorovy prostor, jestlize

1. (V5 4+ ) je abelovskd grupa s jednotkou o' (nulovy vektor);
2. T je ciselné téleso;

3. - :T'xV —V jeleva vnéjsi operace nad T a V;

4. Pro vSechny u, ¥ € V' a v8echny ¢,d € T plati

e c - (W+?)=c -U+c -7,
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e Pole vektorového prostoru ... mnozina V'
e Vektory ... prvky pole V

e Skaldry ... prvky télesa T



Vektorovy prostor
Priklad 5.2

e Mnozina vSech ¢tvercovych matic stupné n nad ¢iselnym télesem T spolu
se s¢itdnim a ndsobenim matice skaldrem, tedy (M, (T) ; + ,T, - ) tvoif
vektorovy prostor nad télesem T'.

e Mnozina C[a,b] spojitych funkci na intervalu (a,b) C R spolu s bo-
dovym scitanim funkci a nasobenim funkci redlnym cislem zleva, tedy

(C[aﬁb} ; @ 7R7 : )7 kde

(fog)(x) = fz)+g(2),
Vf,g € Cla,b], Vx € (a,b), Vc € R def
) [ ] < ) >7 (C' f)(x) = c. f(x)7
tvori vektorovy prostor nad télesem R.

Linearni kombinace vektoru

Definice 5.3

Necht V je vektorovy prostor nad télesem 7', nechf #,ui,us,...,u; € V.
Rikdme, ze vektor ¥ je linedrni kombinaci vektort uy, u3, . . . , Uy, jestlize existuji

skalary ci1,co,...,c, € T tak, ze

n
U= E Ciu; = ciuy + coun + -+ -+ cptiy, -
i=1

Priklad 5.3
Nulovy vektor ¢ € V je linedrni kombinaci libovolnych vektori z V.

Linearni nezavislost vektoru

Definice 5.4
Necht V je vektorovy prostor nad télesem 7. Vektory ui,us,...,u;, € V
nazyvame linedrné zdvislé, jestlize existuji skalary cy,co,...,c, € T tak, ze

n

0= § Cill; = C1U] + Cotin + - - + Cplin,
i=1

a pritom alespon jedno z ¢islo mezi ¢y, co, .. ., ¢, je nenulové.
V opa¢ném piipadé, tedy pokud

n

0= E Cil; = U] + CoUd + -+ - + Cpln,
i=1

—

pouze v piipadé, ze ¢; = ¢ = ... = ¢, = 0, se vektory uj,us,...,u, €V
nazyvaji linedrné nezdvislé.



Linearni nezavislost vektoru

Priklad 5.4
e Nulovy vektor ¢ € V je linedrné zavisly.

e Vektor 0 # i €V je linedrné nezavisly.

Linearni nezavislost vektoru

Véta 5.1
Necht V je vektorovy prostor nad télesem 1'. Jsou-li mezi vektory w1, us, . .., U €
V' nékteré linearné zavislé, pak jsou linedrné zavislé i uj, u3, .. ., Uy,.

Dusledek 5.2
Necht V je vektorovy prostor nad télesem 7. Je-li mezi vektory 4y, us, ..., U, €
V nulovy vektor, pak jsou 4y, us, . .., U, linedrné zavislé.

Dusledek 5.3

Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Jsou-li vektory 43, us,...,u; €V
linedrné nezdvislé a je-li {uj,, uj,, ..., uj, } C {ui,us, ..., un}, pak uj,, uj,, ..., uj,

jsou linedrné nezavislé.

Linearni nezavislost vektoru

Véta 5.4
Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a necht 4}, us,...,u; € V. Pak
Uy, U, - - -, Uy jsou linedarné zavislé pravé kdyz je aspon jeden z nich linearni

kombinaci ostatnich.

Podprostory vektorového prostoru

Definice 5.5
Necht (V; + ,T, - ) je vektorovy prostor nad télesem T a necht () = W C V.
Pak (W;+,T, - ) nazveme podprostor vektorového prostoru V', jestlize

1. Yu,ve W Uu+vew,
2.Vu e WNeeT: c-ueW.

Priklad 5.5

e Mnozina vSech diagonalnich ¢tvercovych matic stupné n nad ¢iselnym
télesem T je polem podprostoru ve vektorovém prostoru (M, (T) ; +,T, - ).

e Mnozina vSech funkei f z Cla, b] splijicich f(a) = 0 tvoii pole podpro-
storu ve vektorovém prostoru (Cla,b] ; & ,R, - ).



Podprostory vektorového prostoru

Véta 5.5
Neprazdnd podmnozina W pole vektorového prostoru (V;+,T, - ) je polem
podprostoru ve V pravé kdyz s kazdymi prvky i, us,...,u, obsahuje také

kazdou jejich linearni kombinaci.

Podprostory vektorového prostoru

“

e Podprostory ve VP (V;+,T, - ) muzeme uspoiddat vzhledem k relaci
g 77.

e Sub(V) ... mnozina v8ech podprostora ve VP (V;+,T, - )
e (Sub(V); C) je uspofadand mnozina s Hasseho diagramem

v

e Pro kazdou mnozinu A C V, kterd neni polem podprostoru ve V', existuje
nejmensi podprostor prostoru V' obsahujici A, tzv. podprostor generovany
mnozinou A, znacime [A].

Linearni obal mnoziny

Definice 5.6

Necht (V;+,T, - ) je vektorovy prostor nad télesem T a necht § # M C
V. Linedrnim obalem mnoZiny M ve VP V budeme nazyvat mnozinu vsech
linearnich kombinaci libovolnych vektora z M.

Véta 5.6
Necht (V;+,T, - ) je vektorovy prostor nad télesem T a nechf () # M C V.
Pak linearni obal mnoziny M ve V' je pravé podprostor generovany M.

Prunik podprostora vektorového prostoru
e Prunik Wi NW; dvou podprostora Wy a Wa ve VP (V;+, T, - ) je obecné

opét podprostor ve V. Je to “ nejvéts{ 7 (vzhledem k C) podprostor ve V,
ktery je obsazen soucasné ve Wy a Ws.



e Uvazujme mnoziny

{3 8 renfo ~{(4 ) acn)

Pak (MT;+, R, -)a(M~;+,R, -) jsou podprostory ve VP (M3(R); +, R, - )
a plati
0 0
+ - _ _ —
T (C D

Sjednoceni podprostorti vektorového prostoru

e Piitom M UM ™ nenf polem podprostoru VP (Mz(R); +, R, - ), protoZe

napr.
2 0 0 1,5\ [ 2 45
(_1)( 0 1)*3'(—1 0)‘(-3 —1>7

e M+ € M~

coz nenf prvek ani z M™*, ani z M~ tedy ani z M+ UM~

e Obecné, jsou-li Wi a Wy dva podprostory VP V| pak nejmensi podprostor
ve V obsahujici soucasné jak Wi, tak i Wy je podprostor [W; U W],

Soucet podprostori VP

Véta 5.7
Jsou-li Wp a Ws podprostory VP (V;+,T, - ), pak polem nejmensiho podpro-
storu obsahujiciho souc¢asné Wi a Ws je mnozina

W1+W2:{U7€V: w = wi + wy, wy € Wy, /UTQEWQ}.

Definice 5.7
Necht (V;+,T, - ) je VP a Wy a Wy jeho podprostory. Podprostor Wy + Wy
nazveme soucet podprostoru Wy, Wo.

Piimy soucet podprostora VP

Definice 5.8

Necht (V;+,T, - ) je VP a Wi a W5 jeho podprostory. Je-li Wi N Wy = {d},
pak plati V. = Wy + Ws, fikdme, ze V je primy soucet podprostoru Wi, Wy a
piseme V = W71 & Wh.

Véta 5.8



Je-li VP (V;+,T, - ) pfimym soutem podprostora W7 a Wy, pak kazdy vektor
v € V lze psat pravé jednim zpusobem ve tvaru ¥ = wj + wa, kde w; € Wh,
wy € Wa.

Priklad 5.6
VP (M2(R);+,R, - ) étvercovych matic stupné 2 nad R je podle predchoziho
pfimym souc¢tem podprostora (M*;+,R, - )a (M ";+,R, - ).

Mnozina generatori VP

Definice 5.8
Necht (V;+,T, - ) je VP a M neprdzdna podmnozina jeho pole. Je-li [M] =V,
pak M se nazyva mnoZina generdtoru VP V.

Priklad 5.7
Mnozina M = {43, As, A3, Ay}, kde

= 0 )= o )am=( s 0)a=(0 1)

tvof{ mnozinu generdtoru pro VP (M3(R); +,R, - ).

[\

Baze VP

Definice 5.9
VP (V;+,T, ) senazyva konecné dimenze, ma-li aspon jednu kone¢nou mnozinu
generatoru.

Bazi VP konecéné dimenze nazveme kazdou linedrné nezavislou koneénou

mnozinu {ui,us,...,u;,} jeho generdtoru.

Véta 5.9

Necht M = {ui,u3, ..., 1} je bdze VP (V;+,T, - ). Potom kazdy vektor ¢ € V
Ize jedinym zpusobem vyjadfit jako linedrni kombinaci vektoru ui, us, . . ., Us,.

Dimenze VP

Véta 5.10
Je-li M = {uj,u3,...,u,} mnozina generdtoru VP (V;+,T, - ), pak z nf lze
vybrat néjakou bézi VP V.

Véta 5.11
Necht V' # {3} je VP konetné dimenze. Pak kazdé dvé rizné jeho béaze maji
stejny pocet prvku.

Definice 5.10
Je-li V # {0} VP kone¢né dimenze, pak pocet prvku nékteré jeho béze nazyvime
dimenze VPV a piseme dim(V). Je-li V' = {6}, polozime dim(V) = 0.



Dimenze VP

Véta 5.12
Je dén VP (V; 4+, T, - ), kde dim(V') = n a déle vektory uj, us, ..., u, € V. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. Ui, us, ..., U, jsou linedrné nezavislé;
2. {ui,dd, ... unt] =V;
3. {ul,ud, ... Uy} je béze V.

Véta 5.13
Necht W je podprostor VP V kone¢né dimenze. Pak dim(W) < dim(V).

Véta 5.14

Necht Wy a Wy jsou podprostory VP V koneéné dimenze. Pak dim(W; + W) =
dim(W7) + dim(Ws) — dim(W; N Wa).

2 Aritmetické vektorové prostory

Obsah

Obsah

Konstrukce aritmetického VP
e Déno ¢iselné téleso (T; +, - ) an € N.

e Namnozine 7" =T xT x --- x T =V definujeme bindrni operaci “ + ”
|y —

n krat
d
takto: (xla Z2, ... ax’l’b) + (y17y2a s ayn) ;f (xl + Y1, T2 + Y2,.-5Tn + y'n)'
e (V; + ) je potom abelovskd grupa s jednotkou (0,0,...,0) = d a s in-
verznim prvkem (—x1, —xs, ..., —x,) pro kazdy prvek ¥ = (z1,za,...,z,) €
V.
e Dale zavedeme levou vnéjsi operaci “-” nad T a V', kde ¢ (z1,T2,...,2p) = (c-x1,c-x

e Pak (T™; + ,T, - ) je vektorovy prostor, jehoz dimenze je rovna ¢islu n.
Tento vektorovy prostor nazyvame aritmeticky.



Baze aritmetického VP

e D4 se ukdzat, ze jednou z bézi sestrojeného aritmetického VP V = (T™; + T, -
je mnozina {é1,€3,...,€e,}, kde

& =(1,0,0,...,0),
é = (0,1,0,...,0),

tzv. kanonickd bdze. Z¥ejmé pro kazdy & = (z1,xo,...,z,) € V plati, Ze
T=2x1€6] + 2263 + -+ Tp65p.

Rozklad aritmetického VP na pfimy souéet podprostoru
e Oznacme V; = {(0,...,0,2;,0,...,0): x; € T}.

e Pak mnozina V; je polem podprostoru aritmetického VP V = (T"; + T, - ),
kde dim(V;) = 1 a plat{

Vi = [{e}] = {(0,...,0,1,0,...,0)}).

e Navic V;NV; = 0 pro kazdé i # j, tedy aritmeticky VP V = (T"; +,T, -)
je primym souc¢tem podprostoru Vi, Va, ..., V,,, tzn.

V=VioWhe oV,

Reprezentace VP kone¢né dimenze aritmetickym VP

e Uvazujme VP V = (V; 4+, T, - ), ktery nenf aritmeticky a kde dim(V') =
n. Necht {u},43,...,1,} je nékterd jeho baze.

e Pak pro kazdy & € V mdme jednoznaéné vyjadient

T=x1 U1+ 2o U+ -+ Ty - Up,.

e Kazdému vektoru & € V tedy prifadime n-tici (x1,xo,...,z,), kterou
muzeme povazovat za vektor v aritmetickém VP (T"; 4+ T, -).

e Pro kazdé Z, ¢ € V a c € T plat{ (resp. muzeme provést pfifazeni)
f+g — <x1+y17x2+y27"'7l‘n+yn)a

c- & — (crz1,029,...,CTy).



3 Eukleidovské vektorové prostory

Obsah
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Skalarni souéin

Definice 5.11
Necht V = (V; + ,R, - ) je VP nad télesem realnych &isel. Skaldrném soucinem

na V nazveme kazdé zobrazeni o: V x V — R, které pro kazdé «,v,w €V a
pro kazdé c € R spliuje:

<y

1. 4o¥ = Vou;
2. 4o (U4 W) = doT+ Udow;

¢ +U) o = c-(Uo?);

—~

—

3.
4. wou >0, rovnost nastane prave kdyz ¢ = 0.

S

Skalarni souéin
Priklad 5.7

e Jelli V =(R" +,R, ) aritmeticky VP dimenze n nad R, pak skaldrni
soucin zde muzeme definovat nésledovneé:

Fof=> x-y, Vi, § €R™
i=1
e Jeli V = (Cla,b]; @& ,R, ) VP vsech spojitych funkei na redlném inter-

valu (a, b) nad R, pak skaldrn{ souc¢in zde muzeme zavést predpisem:

b
fog= / f(z) - g(z)dz, Vf.geClab)

Eukleidovsky vektorovy prostor

Definice 5.12
Eukleidovskym vektorovym prostorem (EVP) rozumime kazdy VP, na kterém je
zaveden skalarni soucin.



Délka vektoru
Definice 5.13 §
Necht V je EVP, @ € V. Cislo ||| = V@i o @ nazveme délka vektoru .
Véta 5.15
Necht V je EVP, @,7 €V, ¢ € R. Plati
Ll -l = |e] - [[al],
2. ||o]] =0 aprod # opak |u||>0.

3. |@od| <|Jd||-||¥]|] (Schwarzova nerovnost).

Uhel vektorii

Definice 5.14
Necht V je EVP, 4G €V, 4@ # & # ¥. Uhlem vektori @ a ¥ rozumime é&islo
wodv

(i, V) = arccos t=—=- -
’ [l - [fa|

e Ze Schwarzovy nerovnosti plyne, ze thel ¢ je urcen korektné.

e Plati, 7e cos (i, 7) = =% kde 0 < ¢ < 7.

ell-[121]

Ortogonalni vektory

Definice 5.15

Necht V je EVP. Vektory @, € V nazveme ortogondlni (tj. kolmé), piseme
UL, jestlize p(u,v) = 5 -

Véta 5.16

Necht V je EVP, @,01,05,...,v, € V a necht plati #lv; pro kazdé i =
1,2,...,n. Pak @1 pro kazdy @ € [{v1,v3,...,0,}]

Ortogonalni vektory

Definice 5.16
Necht V je EVP. Vektory ui,us,...,1u;, € V nazveme vzdjemné ortogondini,
plati-li w; L} pro kazdé i # j, kde i,5 =1,2,...,n.

Véta 5.17

Nenulové vzajemné ortogonalni vektory wuj,us,...,u, z EVP V jsou linedrné
nezavislé.

Véta 5.18

Jsou-li vektory ui,us,...,u, vzijemné ortogonalni v EVP V a plati-li V =
[{ul, 43, ..., us}], pak mnozina {uj,us,...,u,} je bdze VP V, tzv. ortogonalni
baze.
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