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Permutace na množině

Definice 6.1
Dána konečná množina A = {a1, a2, . . . , an}. Pořad́ım π množiny A nazveme
každou n-tici π = (ak1 , ak2 , . . . , akn

) ∈ An takovou, že každý prvek z A je v ńı
zastoupen právě jednou.

Definice 6.2
Permutaćı P na množině A = {a1, a2, . . . , an} rozumı́me každou bijekci P :
A→ A.

• Permutaci P množiny A můžeme zapisovat ve tvaru

P =
(

a1 a2 . . . an
aπ(1) aπ(2) . . . aπ(n)

)
,

kde π je některé pořad́ı indexové množiny {1, 2, . . . , n}.

Permutace na množině

Věta 6.1
Pro každou n-prvkovou (n ≥ 1) množinu A = {a1, a2, . . . , an} je počet permu-
taćı na ńı stejný jako počet pořad́ı této množiny, a je roven č́ıslu n!.

• Protože nazálež́ı na povaze prvk̊u a1, a2, . . . , an množiny A, můžeme dále
pracovat př́ımo s množinou prvńıch n přirozených č́ısel, tedy {1, 2, . . . , n}.

• Základńım pořad́ım množiny A přitom rozumı́me n-tici π0 = (1, 2, . . . , n).

• Každou permutaci na množiněAmůžeme zkráceně psát jako P =
(
π1

π2

)
,

kde π1 a π2 jsou některá pořad́ı množiny A.



Permutace na množině

• Všimněme si, že zápisy(
2 1 3 5 4
3 1 2 4 5

)
a

(
3 5 1 2 4
2 4 1 3 5

)
jsou ekvivalentńı vyjádřeńı jedné permutace P na množiněA = {1, 2, 3, 4, 5},
tedy

P =
(

2 1 3 5 4
3 1 2 4 5

)
=
(

3 5 1 2 4
2 4 1 3 5

)
.

• Permutace na A budeme tedy pokud možno zapisovat v tzv. základńım
tvaru, tj. ve tvaru

P =
(
π0

π1

)
,

kde π0 je základńı pořad́ı množiny A.

Znaménko pořad́ı

Definice 6.3

• Necht’ π = (k1, k2, . . . , kn) je pořad́ı množinyA = {a1, a2, . . . , an}. Ř́ıkáme,
že prvky ki a kj tvoř́ı inverzi v π, jestliže i < j, přestože ki > kj .

• Znaménkem pořad́ı π nazveme č́ıslo sgn(π) = (−1)[π], přitom [π] znač́ı
počet inverźı v pořad́ı π.

• Je-li sgn(π) = 1, nazveme pořad́ı π sudé.

• Je-li sgn(π) = −1, nazveme π liché.

Př́ıklad 6.1
V pořad́ı π = (2, 1, 4, 5, 3) množiny A jsou inverze 2,1 4,3 5,3 tedy
sgn(π) = (−1)3 = −1, tedy π je liché.

Znaménko permutace

Definice 6.4

• Necht’ P =
(
π1

π2

)
je permutace množiny A.

• Znaménkem permutace P nazveme č́ıslo 1, jestliže sgn(π1) = sgn(π2), a
č́ıslo −1, pokud sgn(π1) 6= sgn(π2).

• Je-li sgn(P ) = 1, nazývá se permutace P sudá.

• Je-li sgn(P ) = −1, ř́ıkáme, že P je lichá.
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Př́ıklad 6.2

Dána permutace P =
(

2 1 3 5 4
3 1 2 4 5

)
=
(
π1

π2

)
. Pak

sgn(π1) = (−1)2 = 1 a sgn(π2) = (−1)2 = 1,

tedy P je sudá permutace.

Znaménko permutace, inverzńı permutace

• Pokud je permutace P na A dána v základńım tvaru, tedy P =
(
π0
π1

)
, pak

plat́ı sgn(P ) = sgn(π1).

• Symbolem P0 budeme značit identickou permutaci, tj. P0 =
(
π0
π0

)
.

• Je-li P =
(
π1
π2

)
permutace na množině A, pak v́ıme, že muśı existovat i

inverzńı permutace P−1 (viz Věta 2.11).

• Přitom P−1 =
(
π2
π1

)
, protože muśı platit P ◦ P−1 = P0 = P−1 ◦ P .

Věta 6.2
Plat́ı sgn(P0) = 1 a pro každou permutaci P na A sgn(P−1) = sgn(P ).

Transpozice na množině

Definice 6.5
Transpozićı na A = {1, 2, . . . , n} rozumı́me permutaci P na A takovou, že exis-
tuj́ı i, j ∈ A tak, že P (i) = j, P (j) = i, P (k) = k pro všechny k ∈ A \ {i, j}.

• Je-li P transpozice na A, pak P−1 = P .

• Je-li P transpozice na A zaměňuj́ıćı prvky i, j, pak ji budeme značit P =
T (i, j).

• Např. na A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} plat́ı

T (1, 4) =
(

1 2 3 4 5 6
4 2 3 1 5 6

)
·

Transpozice na množině

Věta 6.3
Každou permutaci je možné vyjádřit jako složeńı konečného počtu transpozic.
Nav́ıc, permutace je sudá (resp. lichá), je-li tento počet sudý (resp. lichý).

Př́ıklad 6.3
Permutaci P =

(
1
1

2
5

3
4

4
3

5
7

6
6

7
8

8
2

)
na množině A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} źıskáme jako

složeńı transpozic T (2, 5), T (3, 4), T (2, 7) a T (2, 8).
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Transpozice na množině

Př́ıklad 6.3

Permutaci P =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 5 4 3 7 6 8 2

)
źıskáme jako složeńı

T (2, 5), T (3, 4), T (2, 7) a T (2, 8). Plat́ı totiž

T (2, 5) =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 5 3 4 2 6 7 8

)
·

Pak ale
T (2, 5) ◦ T (3, 4) =(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 5 3 4 2 6 7 8

)
◦
(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 4 3 5 6 7 8

)
=(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 5 4 3 2 6 7 8

)
·

Transpozice na množině

Př́ıklad 6.3

Permutaci P =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 5 4 3 7 6 8 2

)
źıskáme jako složeńı

T (2, 5), T (3, 4), T (2, 7) a T (2, 8).

Pak tedy T (2, 5) ◦ T (3, 4) =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 5 4 3 2 6 7 8

)
·

A dále
T (2, 5) ◦ T (3, 4) ◦ T (2, 7) =(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 5 4 3 2 6 7 8

)
◦
(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 7 3 4 5 6 2 8

)
=(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 5 4 3 7 6 2 8

)
·

Transpozice na množině

Př́ıklad 6.3

Permutaci P =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 5 4 3 7 6 8 2

)
źıskáme jako složeńı

T (2, 5), T (3, 4), T (2, 7) a T (2, 8).

Tedy T (2, 5) ◦ T (3, 4) ◦ T (2, 7) =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 5 4 3 7 6 2 8

)
·

A konečně
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T (2, 5) ◦ T (3, 4) ◦ T (2, 7) ◦ T (2, 8) =(
1 2 3 4 5 6 7 8
1 5 4 3 7 6 2 8

)
◦
(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 8 3 4 5 6 7 2

)
=(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 5 4 3 7 6 8 2

)
= P .

2 Výpočet a vlastnosti determinantu

Obsah

Obsah

Determinant

Definice 6.6
Necht’ A = (aij) ∈ Mn(T ) je čtvercová matice stupně n nad č́ıselným tělesem
T . Determinantem matice A rozumı́me č́ıslo det(A) (někdy také |A|) z tělesa
T takové, že

det(A) =
∑
P

sgn(P ) · a1k1 · a2k2 · . . . · ankn
,

kde sč́ıtáme přes všechny permutace P =
(

1 2 . . . n
k1 k2 . . . kn

)
na indexové

množině {1, 2, . . . , n}.

Každý ze součin̊u a1k1 · a2k2 · · · · · ankn
přitom nazýváme člen determinantu

det(A).

Determinant
Jinými slovy:

• Determinant čtvercové matice je č́ıslo z T , které se rovná součtu n! součin̊u
prvk̊u matice A, přičemž v každém z těchto součin̊u a1k1 · a2k2 · · · · · ankn

je každý řádek a sloupec matice zastoupen právě jedńım prvkem.

• Tento součin ale muśıme doplnit znaménkem stejným jako je znaménko
permutace určené řádkovými a sloupcovými indexy prvk̊u zastoupených
v tomto součinu.

Determinant čtvercové matice stupně 2

Př́ıklad 6.4

Určete determinant matice A =
(
a11 a12

a21 a22

)
∈M2(T ).
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Determinant čtvercové matice stupně 2

Př́ıklad 6.4

Určete determinant matice A =
(
a11 a12

a21 a22

)
∈M2(T ).

Řešeńı: Členy determinantu budou součiny a11 · a22, který odpov́ıdá per-
mutaci

P1 =
(

1 2
1 2

)
,

jej́ıž znaménko je 1,

Determinant čtvercové matice stupně 2

Př́ıklad 6.4

Určete determinant matice A =
(
a11 a12

a21 a22

)
∈M2(T ).

Řešeńı: Členy determinantu budou součiny a11 · a22, který odpov́ıdá per-
mutaci

P1 =
(

1 2
1 2

)
,

jej́ıž znaménko je 1, a také a12 · a21, který odpov́ıdá permutaci

P2 =
(

1 2
2 1

)
,

jej́ıž znaménko je -1.

Determinant čtvercové matice stupně 2

Př́ıklad 6.4

Určete determinant matice A =
(
a11 a12

a21 a22

)
∈M2(T ).

Řešeńı: Členy determinantu budou součiny a11 · a22, který odpov́ıdá per-
mutaci

P1 =
(

1 2
1 2

)
,

jej́ıž znaménko je 1, a také a12 · a21, který odpov́ıdá permutaci

P2 =
(

1 2
2 1

)
,

jej́ıž znaménko je -1. Celkem tedy dostáváme

det(A) = a11 · a22 − a12 · a21.
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Determinant čtvercové matice stupně 3

Př́ıklad 6.5

Určete determinant matice A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ∈M3(T ).

Determinant čtvercové matice stupně 3

Př́ıklad 6.5

Určete determinant matice A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ∈M2(T ).

Řešeńı: Členy determinantu a znaménka jim odpov́ıdaj́ıćıch permutaćı na
{1, 2, 3} jsou zde

1. a11 · a22 · a33, sgn(P1) = sgn

(
1 2 3
1 2 3

)
= 1,

Determinant čtvercové matice stupně 3

Př́ıklad 6.5

Určete determinant matice A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ∈M2(T ).

Řešeńı: Členy determinantu a znaménka jim odpov́ıdaj́ıćıch permutaćı na
{1, 2, 3} jsou zde

2. a12 · a23 · a31, sgn(P2) = sgn

(
1 2 3
2 3 1

)
= 1,

Determinant čtvercové matice stupně 3

Př́ıklad 6.5

Určete determinant matice A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ∈M2(T ).

Řešeńı: Členy determinantu a znaménka jim odpov́ıdaj́ıćıch permutaćı na
{1, 2, 3} jsou zde

3. a13 · a21 · a32, sgn(P3) = sgn

(
1 2 3
3 1 2

)
= 1,
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Determinant čtvercové matice stupně 3

Př́ıklad 6.5

Určete determinant matice A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ∈M2(T ).

Řešeńı: Členy determinantu a znaménka jim odpov́ıdaj́ıćıch permutaćı na
{1, 2, 3} jsou zde

4. a13 · a22 · a31, sgn(P4) = sgn

(
1 2 3
3 2 1

)
= − 1,

Determinant čtvercové matice stupně 3

Př́ıklad 6.5

Určete determinant matice A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ∈M2(T ).

Řešeńı: Členy determinantu a znaménka jim odpov́ıdaj́ıćıch permutaćı na
{1, 2, 3} jsou zde

5. a11 · a23 · a32, sgn(P5) = sgn

(
1 2 3
1 3 2

)
= − 1,

Determinant čtvercové matice stupně 3

Př́ıklad 6.5

Určete determinant matice A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ∈M2(T ).

Řešeńı: Členy determinantu a znaménka jim odpov́ıdaj́ıćıch permutaćı na
{1, 2, 3} jsou zde

6. a12 · a21 · a33, sgn(P6) = sgn

(
1 2 3
2 1 3

)
= − 1,

Determinant čtvercové matice stupně 3

Př́ıklad 6.5

Určete determinant matice A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ∈M3(T ).

Celkem tedy dostáváme, že

det(A) = a11 · a22 · a33 + a12 · a23 · a31 + a13 · a21 · a32

−a13 · a22 · a31 − a11 · a23 · a32 − a12 · a21 · a33
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Sarrusovo pravidlo

Vyjádřeńı determinant̊u matic 2. a 3. stupně lze znázornit i schématicky:
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Determinanty matic ve speciálńıch tvarech

Věta 6.4
Pro každou matici A ∈Mn(T ), kde T je č́ıselné těleso, plat́ı det(AT ) = det(A).

Věta 6.5
Má-li matice A ∈Mn(T ) v některém řádku (sloupci) samé nuly, plat́ı det(A) =
0.

Věta 6.6
Má-li matice A ∈Mn(T ) pod (nad) hlavńı diagonálou samé nuly, plat́ı det(A) =∏n
i=1 aii = a11 · a22 · . . . · ann.

Determinanty matic ve speciálńıch tvarech

Věta 6.7
Vznikne-li matice B ∈ Mn(T ) z matice A ∈ Mn(T ) vzájemnou záměnou dvou
jej́ıch řádk̊u (sloupc̊u), pak det(B) = −det(A).

Důsledek 6.8
Vznikne-li matice B ∈ Mn(T ) z matice A ∈ Mn(T ) provedeńım některé per-
mutace P na jej́ı řádky (sloupce), pak det(B) = sgn(P ) · det(A).

Důsledek 6.9
Má-li matice A ∈Mn(T ) dva stejné řádky (sloupce), pak det(A) = 0.

Submatice, subdeterminant

Definice 6.7
Necht’ A = (aij) ∈Mm×n(T ). Pak každou matici, která vznikne z A vynecháńım
některých jej́ıch řádk̊u a sloupc̊u, nazýváme submatice (nebo d́ılč́ı matice) matice
A.

Je-li submatice čtvercová, pak jej́ı determinant nazýváme subdeterminant
matice A.

Př́ıklad 6.6 2 −1 0 0
1 4 −2 1
−2 0 1 −3

 −→
 2 −1 0 0

1 4 −2 1
−2 0 1 −3

 −→ (
2 0
−2 1

)
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Algebraický doplněk prvku ve čtvercové matici

Definice 6.8
Necht’ A = (aij) ∈Mn(T ). Potom subdeterminant (d́ılč́ı) matice, která vznikne
z A vynecháńım i-tého řádku a j-tého sloupce, budeme nazývat minor matice
A př́ıslušný k prvku aij , znač́ıme Mij .

Algebraickým doplňkem prvku aij matice A rozumı́me č́ıslo

Aij = (−1)i+j ·Mij .

Př́ıklad 6.7

A =

 2 −1 0
1 4 1
−2 0 −3

 −→ A32 =

Algebraický doplněk prvku ve čtvercové matici

Definice 6.8
Necht’ A = (aij) ∈Mn(T ). Potom subdeterminant (d́ılč́ı) matice, která vznikne
z A vynecháńım i-tého řádku a j-tého sloupce, budeme nazývat minor matice
A př́ıslušný k prvku aij , znač́ıme Mij .

Algebraickým doplňkem prvku aij matice A rozumı́me č́ıslo

Aij = (−1)i+j ·Mij .

Př́ıklad 6.7

A =

 2 −1 0
1 4 1
−2 0 −3

 −→ A32 = (−1)3+2 ·
∣∣∣∣ 2 0

1 1

∣∣∣∣ = −2

Laplace̊uv rozvoj determinantu

Věta 6.10 (Laplaceova)
Necht’ A = (aij) ∈Mn(T ). Pak pro každý řádkový index i = 1, 2, . . . , n plat́ı

det(A) =
n∑
j=1

aij · Aij = ai1 · Ai1 + ai2 · Ai2 + · · ·+ ain · Ain,

resp. pro každý sloupcový index j = 1, 2, . . . , n plat́ı

det(A) =
n∑
i=1

aij · Aij = a1j · A1j + a2j · A2j + · · ·+ anj · Anj .
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Laplace̊uv rozvoj determinantu

Př́ıklad 6.8

|A| =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 0
1 4 1
−2 0 −3

∣∣∣∣∣∣ =

Laplace̊uv rozvoj determinantu

Př́ıklad 6.8

|A| =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 0
1 4 1
−2 0 −3

∣∣∣∣∣∣ =

Laplace̊uv rozvoj determinantu

Př́ıklad 6.8

|A| =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 0
1 4 1
−2 0 −3

∣∣∣∣∣∣ =

= (−1) · (−1)1+2 ·
∣∣∣∣ 1 1
−2 −3

∣∣∣∣+
Laplace̊uv rozvoj determinantu

Př́ıklad 6.8

|A| =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 0
1 4 1
−2 0 −3

∣∣∣∣∣∣ =

= (−1) · (−1)1+2 ·
∣∣∣∣ 1 1
−2 −3

∣∣∣∣+ 4 · (−1)2+2 ·
∣∣∣∣ 2 0
−2 −3

∣∣∣∣+
Laplace̊uv rozvoj determinantu

Př́ıklad 6.8

|A| =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 0
1 4 1
−2 0 −3

∣∣∣∣∣∣ =

= (−1) · (−1)1+2 ·
∣∣∣∣ 1 1
−2 −3

∣∣∣∣+ 4 · (−1)2+2 ·
∣∣∣∣ 2 0
−2 −3

∣∣∣∣+
+0 · (−1)3+2 ·

∣∣∣∣ 2 0
1 1

∣∣∣∣ =
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Laplace̊uv rozvoj determinantu

Př́ıklad 6.8

|A| =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 0
1 4 1
−2 0 −3

∣∣∣∣∣∣ =

= (−1) · (−1)1+2 ·
∣∣∣∣ 1 1
−2 −3

∣∣∣∣+ 4 · (−1)2+2 ·
∣∣∣∣ 2 0
−2 −3

∣∣∣∣+
+0 · (−1)3+2 ·

∣∣∣∣ 2 0
1 1

∣∣∣∣ = −1 + (−24) + 0 = −25

Řádkové a sloupcové vektory matice
Necht’ A = (aij) ∈Mm×n(T ).

• n-tici ~ai = (ai1, ai2, . . . , ain) budeme nazývat i-tý řádkový vektor matice
A pro každý index i = 1, 2, . . . ,m.

• m-tici ~aj
T =


a1j

a2j

...
amj

 budeme nazývat j-tý sloupcový vektor

matice A pro každý index j = 1, 2, . . . , n.

• Zkráceně tedy můžeme psát A = ( ~a1
T , . . . , ~an

T ) =

 ~a1

...
~am

.

Úpravy matice při výpočtu determinantu

Věta 6.11
Vznikne-li matice B ∈Mn(T ) z matice A ∈Mn(T ) vynásobeńım i-tého řádku
(sloupce) č́ıslem c ∈ T , pak det(B) = c · det(A).

Důsledek 6.12
Necht’ A ∈Mn(T ), c ∈ T . Pak det(c ·A) = cn · det(A).
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Úpravy matice při výpočtu determinantu

Věta 6.13
Je-li i-tý řádek (sloupec) matice A ∈Mn(T ) součtem vektor̊u ~x a ~y z AVP Tn,
pak

det



~a1

...
~ai
...
~an

 = det



~a1

...
~x
...
~an

+ det



~a1

...
~y
...
~an

 ·

Úpravy matice při výpočtu determinantu

Věta 6.14
Přičteme-li k některému řádku (sloupci) matice A ∈ Mn(T ) některou lineárńı
kombinaci ostatńıch řádk̊u, pak źıskáme matici B ∈ Mn(T ), pro kterou plat́ı
det(B) = det(A).

Věta 6.15
Jsou-li řádkové (sloupcové) vektory matice A ∈ Mn(T ) lineárně závislé, pak
plat́ı det(A) = 0.

Věta 6.15
Necht’ A,B ∈Mn(T ). Pak det(A ·B) = det(A) · det(B).

Úpravy matice při výpočtu determinantu

• Předchoźıch výsledk̊u, a zejména pak Věty 6.14 lze výhodně využ́ıt při
výpočtu determinant̊u matic vyšš́ıch řád̊u než 3.

• Nab́ıźı se např. přič́ıtáńım r̊uzných lineárńıch kombinaćı některých řádk̊u
k jiným vynulovat prvky nad nebo pod hlavńı diagonálou matice, přitom
se hodnota determinantu nezměńı.

• Daľśı možná varianta je analogickými úpravami vynulovat v některém
řádku nebo sloupci všechny prvky až na jeden a následným použit́ım La-
placeovy věty sńıžit řád determinantu o 1. Opět neměńıme jeho hodnotu.
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