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Permutace na mnoziné

Definice 6.1

Déna koneénd mnozina A = {aj,aq,...,a,}. Pofadim m mnoziny A nazveme
kazdou n-tici m = (ag,, ks, - - -, Ak, ) € A™ takovou, ze kazdy prvek z A je v ni
zastoupen pravé jednou.

Definice 6.2
Permutaci P na mnoziné A = {a1,as,...,a,} rozumime kazdou bijekci P :
A— A

e Permutaci P mnoziny A muzeme zapisovat ve tvaru
p_ < a ag ... an ) 7
aﬁ(l) a,r(g) ce a,r(n)
kde 7 je nékteré poradi indexové mnoziny {1,2,...,n}.

Permutace na mnoziné

Véta 6.1
Pro kazdou n-prvkovou (n > 1) mnozinu A = {ay, as,...,a,} je potet permu-
taci na ni stejny jako pocet poradi této mnoziny, a je roven &islu n!.

e Protoze nazalezi na povaze prvku aq,as,...,a, mnoziny A, muzeme dale
pracovat pfimo s mnozinou prvnich n pfirozenych ¢isel, tedy {1,2,...,n}.
e Zdkladnim pofadim mnoziny A pfitom rozumime n-tici mo = (1,2,...,n).

. . ST o ‘ o s Ut
e Kazdou permutaci na mnoziné A muzeme zkracené psat jako P = ( - ) ,
2

kde 71 a o jsou nékterd poradi mnoziny A.



Permutace na mnoziné

e Vsimnéme si, ze zapisy

21 3 5 4 351 2 4
31245) 2 {2413°%5

jsou ekvivalentn{ vyjadieni jedné permutace P na mnoziné A = {1,2,3,4,5},

tedy
p_ 2135 4\ (351 2
“\3 1 2 45 ) \2 41 3
e Permutace na A budeme tedy pokud mozno zapisovat v tzv. zdkladnim

tvaru, tj. ve tvaru
1

kde mq je zdkladni pofadi mnoziny A.

Znaménko poradi

Definice 6.3

e Nechf = (ki, ko, ..., ky) je potadi mnoziny A = {a1,as,...,a,}. Rikime,
ze prvky k; a k; tvofi inverzi v m, jestlize ¢ < j, prestoze k; > k;.

e Znaménkem poradi T nazveme &islo sgn(n) = (—1)71) piitom [r] znaci
pocet inverzi v poradi 7.

e Je-li sgn(m) = 1, nazveme poradi m sudé.

e Je-li sgn(m) = —1, nazveme 7 liché.

Priklad 6.1
V poradi 7 = (2,1,4,5,3) mnoziny A jsou inverze 2,1 43 53 tedy
sgn(m) = (=1)3 = —1, tedy 7 je liché.

Znaménko permutace

Definice 6.4
e Necht P = ( zl > je permutace mnoziny A.
2

e Znaménkem permutace P nazveme &islo 1, jestlize sgn(m) = sgn(ms), a
¢islo —1, pokud sgn(my) # sgn(ms).

e Je-li sgn(P) = 1, nazyva se permutace P sudd.

e Je-li sgn(P) = —1, ifkdme, ze P je lichd.



Priklad 6.2
, (21 3 5 4\ [ m
Déana permutace P = < 31 9 4 5 > = ( - ) Pak

sgn(m) = (=1)> =1 a sgn(m)=(-1)> =1,

tedy P je suda permutace.

Znaménko permutace, inverzni permutace

e Pokud je permutace P na A déna v zdkladnim tvaru, tedy P = (:(1’ ), pak
plat{ sgn(P) = sgn(m).

e Symbolem P, budeme znacit identickou permutaci, tj. Py = (:g )

e Jeli P = (:;) permutace na mnoziné A, pak vime, ze musi existovat i

inverzn{ permutace P~! (viz Véta 2.11).

e Piitom P~! = (72, protoze musi platit Po P! = Py = P~1 o P.
™1

Véta 6.2
Plat{ sgn(Py) = 1 a pro kazdou permutaci P na A sgn(P~!) = sgn(P).

Transpozice na mnoziné

Definice 6.5
Transpozici na A = {1,2,...,n} rozumime permutaci P na A takovou, Ze exis-
tuji 4,5 € A tak, ze P(i) = j, P(j) =14, P(k) =k pro viechny k € A\ {i,j}.

e Je-li P transpozice na A, pak P~! = P.

e Je-li P transpozice na A zaménujici prvky i, j, pak ji budeme znadit P =
T(i, 5)-
e Napi. na A ={1,2,3,4,5,6} plati

1 2 3 45 6
T(1’4)_(4 2315 6)'
Transpozice na mnoziné

Véta 6.3
Kazdou permutaci je mozné vyjadrit jako slozeni koneé¢ného poctu transpozic.
Navic, permutace je sudé (resp. lichd), je-li tento pocet sudy (resp. lichy).

Priklad 6.3
Permutaci P = (] 2%3207%) na mnozine A = {1,2,3,4,5,6,7,8} ziskdme jako
slozenf{ transpozic T'(2,5),7(3,4),T(2,7) a T(2,8).



Transpozice na mnoziné

Priklad 6.3

Permutaci P = ( g ; 2 ) ziskame jako slozeni

-3 ot

2 3
15 4
2 (2,

g

). Platf totiz

4
3
T
12345678
T(2’5)_(15342678>'

Pak ale
T(2,5)0T(3,4) =
12345678012345678_
1 53 4 2 6 7 8 12 4356 7 8)
1 2 3 45 6 78
1 543 2 6 78
Transpozice na mnoziné
Priklad 6.3
. 2 3 45 6 7 8 PR S
Permutaci P = 1 5 4376 8 2 ) ziskame jako slozeni
T(2,5),T(3,4),T(2,7) a T(2,8).
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Transpozice na mnoziné

Priklad 6.3

Permutaci P = ) ziskame jako slozeni
T(2,5),T(3,4),

Tedy T(2,5)0T(3,4)0T(2,7) = (

- o
o o
CIEN
o
SN—

1 2 3 4
1 5 4 3

A konecné



2 Vypocet a vlastnosti determinantu

Obsah

Obsah

Determinant

Definice 6.6
Necht A = (a;j) € M,,(T) je ¢tvercovd matice stupné n nad ¢iselnym télesem
T. Determinantem matice A rozumime ¢islo det(A) (nékdy také |A|) z télesa
T takové, ze

det(A) = ngn(P) CQ1ky A2y - - Ok, s
P

s 8 . 1 2 ... . ,
kde s¢itame pires vSechny permutace P = i na indexové
ki ke k,
mnoziné {1,2,...,n}.
Kazdy ze soucinu aqk, - agp, - - - - Gnk, Pritom nazyvame clen determinantu
det(A).
Determinant

Jinymi slovy:

e Determinant ¢tvercové matice je ¢islo z T', které se rovna souctu n! soucini
prvkia matice A, pfiemz v kazdém z téchto soucind a1y, - aok, - - - - Ank
je kazdy radek a sloupec matice zastoupen prdvé jednim prokem.

n

e Tento soucin ale musime doplnit znaménkem stejnym jako je znaménko
permutace uréené Fddkovymi a sloupcovymi indexy prvkia zastoupenych
v tomto soucinu.

Determinant ¢tvercové matice stupné 2
Priklad 6.4

Urcete determinant matice A = [ ¢ 912 ) ¢ My (T).
a1 G2



Determinant ¢tvercové matice stupné 2
Priklad 6.4

Urcete determinant matice A = [ ¢ 912 ) ¢ My (T).
az1 Q22

Reseni: Cleny determinantu budou souéiny ai; - ags, ktery odpovida per-

mutaci
1 2
Pl(l 2)7

Determinant ¢tvercové matice stupné 2
Priklad 6.4

Urcete determinant matice A = [ “ 912 ) ¢ My (T).
az1  A22

jejiz znaménko je 1,

Reseni: Cleny determinantu budou souéiny ai; - ass, ktery odpovida per-

mutaci
1 2
Pl_(l 2)7

jejiz znaménko je 1, a také ais - as1, ktery odpovida permutaci

1 2
P2_<2 1)’

Determinant ¢tvercové matice stupné 2
Priklad 6.4
Uréete determinant matice A = < a2 > € My(T).

jejiz znaménko je -1.

az1 a2

Reseni: Cleny determinantu budou souéiny ai; - age, ktery odpovida per-

mutaci
1 2
Pl(l 2)7

jejiz znaménko je 1, a také ais - asy, ktery odpovidd permutaci

1 2
P2_<21>7

jejiz znaménko je -1. Celkem tedy dostavame

det(A) = a1 - ag2 — Aa12 - asy.



Determinant ¢tvercové matice stupné 3

Priklad 6.5
ai1 aiz ais

Urcete determinant matice A = | a21 aga a3 | € M3(T).
azi asz ass

Determinant ¢tvercové matice stupné 3

Priklad 6.5
a1l a2 013

Urcete determinant matice A = [ ag1  ag2  ao3 € My(T).
a3l G32 ass

Reseni: Cleny determinantu a znaménka jim odpovidajicich permutaci na
{1,2,3} jsou zde

1 2 3
1. ai1 - a3 * A33, sgn(Py) = sgn ( 1 2 3 > =1,

Determinant ¢tvercové matice stupné 3

Priklad 6.5
a1l a2 a13

Urcete determinant matice A = [ as1  ag2  a93 € My(T).
a3l G32 ass

Reseni: Cleny determinantu a znaménka jim odpovidajicich permutaci na
{1,2,3} jsou zde

1 2 3
2. ai2 * a23 -+ asi, Sgn(PQ) = Ssgn ( 2 3 1 > =L

Determinant ¢tvercové matice stupné 3

Priklad 6.5
a1l a2 013

Urcete determinant matice A = [ ag1 a2  ao3 € My(T).
a3l a3z ass

Reseni: Cleny determinantu a znaménka jim odpovidajicich permutaci na
{1,2,3} jsou zde

12 3
3. 1z a2 - as, Sgn(Ps)Sgn(3 1 2>1,



Determinant ¢tvercové matice stupné 3

Priklad 6.5
ailr a2 a3

Urcete determinant matice A = | a1 age ags | € Ma(T).
a3zl a3z as3

Reseni: Cleny determinantu a znaménka jim odpovidajicich permutaci na
{1,2,3} jsou zde

1 2 3
4. a13 - Agz - 431, sgn(Py) :sgn< 3 9 1 ) = —1,

Determinant ¢tvercové matice stupné 3

Priklad 6.5
a1l a2 a13

Urcete determinant matice A = [ as1  ag2  a93 € My(T).
a3l G32 ass

Reseni: Cleny determinantu a znaménka jim odpovidajicich permutaci na
{1,2,3} jsou zde

1 2 3
9. a11 - @23 - a32, sgn(Ps) = sgn( L 3 9 ) = 1,

Determinant ¢tvercové matice stupné 3
Priklad 6.5
ail a2 a13
Urcete determinant matice A = | a21 a2z a3 | € Mo(T).
azp azz2 as3
Reseni: Cleny determinantu a znaménka jim odpovidajicich permutaci na
{1,2,3} jsou zde
3
= -1
p) =t

N

1
6. aiz - a1 - a3s, sgn(Ps) = sgn < 9

Determinant ¢tvercové matice stupné 3

Priklad 6.5
ailr a2 ai3

Urcete determinant matice A = | a1 age ass | € Ms(T).
a3zl a3z as3

Celkem tedy dostavame, ze

det(A) = ai1-a22-ass + a2 - azs - az; + aig - ag - a2
—a13 - A22 - a31 — 11 + A23 - G432 — G412 - A2] * 433



Sarrusovo pravidlo

Vyjadreni determinanti matic 2. a 3. stupné lze znazornit i schématicky:

n=2: n=3:

Determinanty matic ve specialnich tvarech

Véta 6.4 nebo

Pro kazdou matici A eNME(T), kde T €Iné téleso, plati = det(A).
- +

Véta 6.5 + - _ +

Mé-li matice A € M,,(T) v nékterém fadku (sloupci) samé nuly, phagi (ist(A) =
0. -0

Véta 6.6
Ma4-li matice A € M,,(T) pod (nad) hlavn{ diagondlou samé nuly, plati det(A4) =
H?:l Qi = Q11 Q22 * ... * App-

Determinanty matic ve specialnich tvarech

Véta 6.7
Vznikne-li matice B € M,,(T') z matice A € M,,(T) vzdjemnou zdménou dvou
jejich rddku (sloupcu), pak det(B) = — det(A).

Dusledek 6.8
Vznikne-li matice B € M,,(T) z matice A € M,,(T) provedenim nékteré per-
mutace P na jeji fadky (sloupce), pak det(B) = sgn(P) - det(A).

Dtsledek 6.9
Mé-li matice A € M,,(T") dva stejné fadky (sloupce), pak det(A) = 0.

Submatice, subdeterminant

Definice 6.7
Necht A = (ai;) € Mnxn(T). Pak kazdou matici, kterd vznikne z A vynechdnim
nékterych jejich fadku a sloupcu, nazyvame submatice (nebo dél¢i matice) matice

A.

Je-li submatice ¢tvercova, pak jeji determinant nazyvame subdeterminant
matice A.

Priklad 6.6
2 -1 0 0 2 -1 0 0 0
1 4 =2 1 — 1 4 =2 1 — ( 5 1 )
-2 0 1 -3 -2 0 1 -3



Algebraicky doplnék prvku ve ¢tvercové matici

Definice 6.8

Necht A = (a;j) € M,,(T). Potom subdeterminant (dilé{) matice, kterd vznikne
z A vynechanim i-tého fddku a j-tého sloupce, budeme nazyvat minor matice
A piislusny k prvku a5, znacime M;;.

Algebraickym dopliikem prvku a;; matice A rozumime ¢islo

Aij = (1) - M.

Priklad 6.7
2 —1 0
A= 1 4 1 — Ago =
-2 0 -3

Algebraicky doplnék prvku ve ¢tvercové matici

Definice 6.8

Necht A = (a;j) € M,,(T). Potom subdeterminant (dilé{) matice, kterd vznikne
z A vynechanim i-tého fddku a j-tého sloupce, budeme nazyvat minor matice
A piislusny k prvku a;;, znacime M;;.

Algebraickym dopliikem prvku a;; matice A rozumime ¢islo

Aij = (1) - M.

Priklad 6.7
2 -1 0 -
A= 1 4 1 —>A32=<—1>3+2"1 1’:‘2
-2 0 -3

Laplaceuv rozvoj determinantu
Véta 6.10 (Laplaceova)
Necht A = (ai;) € M, (T). Pak pro kazdy fadkovy index i = 1,2,...,n plati
n
det(A) = Z aij - Aij = ain - Ain + iz - Aiz + -+ Qin - Ain,s
j=1

resp. pro kazdy sloupcovy index j = 1,2,...,n plati

det(4) = D" aiy - Ayj = arj - Ay +az; - Apy - Ay,
=1

10



Laplaceuv rozvoj determinantu

Priklad 6.8
2 -1 0
|A| = 1 4 1|=
-2 0 -3

Laplaceuv rozvoj determinantu

Priklad 6.8
2 -1 0
Al=] 1 4 1|=
— 0 -3

Laplacetiv rozvoj determinantu

Priklad 6.8
2 0
|A] = 1 4 1|=
-2 0 -3

Laplaceuv rozvoj determinantu

Priklad 6.8
2 -1 0
|A| = 1 1=
- 0 -3
1 1 2
_ 142 1242
N NSRRIl
Laplaceuv rozvoj determinantu
Priklad 6.8
2 -1 0
|A| = 1 4 1|=
-2 -3
1 1 2
_ 142 (O 1\242 .
e R aat A PR R I

11



Laplaceuv rozvoj determinantu

Priklad 6.8
2 -1 0
|A] = 1 4 1| =
-2 0 -3
1 1 2 0
o 142 1242
e R B PR NC I I
sv2 | 2 0
+0-(=1) 111 =—-14+(-24)4+0=-25
Radkové a sloupcové vektory matice
Necht A = (ai;) € Mumxn(T).
e n-tici d; = (a;1, as2,. .., ain) budeme nazyvat i-ty rddkovy vektor matice
A pro kazdy index i = 1,2,...,m.
alj
T a2; :
e m-tici a;° = . budeme nazyvat j-ty sloupcovy vektor
Qg

matice A pro kazdy index j =1,2,...,n.

. . . LT LT
e Zkricené tedy muzeme psat A = (1" ,...,a," )

[‘J'pravy matice pri vypoctu determinantu

Véta 6.11
Vznikne-li matice B € M,,(T') z matice A € M,,(T) vyndsobenim i-tého radku
(sloupce) cislem ¢ € T, pak det(B) = ¢ - det(A).

Dtsledek 6.12
Necht A € M, (T), c € T. Pak det(c- A) = c™ - det(A).

12



ﬂpravy matice pri vypoctu determinantu

Véta 6.13
Je-li i-ty réddek (sloupec) matice A € M,,(T) souctem vektoru Z a § z AVP T™,
pak

— — —

a1 al al
det | a; = det T + det Y
dn, an an

ﬂpravy matice pri vypoctu determinantu

Véta 6.14

Pricteme-li k nékterému radku (sloupci) matice A € M,,(T) nékterou linedrn{
kombinaci ostatnich fadku, pak ziskdme matici B € M, (T), pro kterou plati
det(B) = det(A).

Véta 6.15
Jsou-li fddkové (sloupcové) vektory matice A € M, (T') linedrné zdvislé, pak
plat{ det(A) = 0.

Véta 6.15
Necht A, B € M,,(T). Pak det(A - B) = det(A) - det(B).

prravy matice pfri vypoctu determinantu

e Piedchozich vysledku, a zejména pak Véty 6.14 lze vyhodné vyuzit pii
vypoctu determinanti matic vyssich radu nez 3.

e Nabizi se napf. pri¢itanim ruznych linearnich kombinaci nékterych radkua
k jinym vynulovat prvky nad nebo pod hlavni diagondlou matice, pfitom
se hodnota determinantu nezmeéni.

e Dalsi mozna varianta je analogickymi tpravami vynulovat v nékterém
tadku nebo sloupci vSechny prvky az na jeden a naslednym pouzitim La-
placeovy véty snizit fad determinantu o 1. Opét neménime jeho hodnotu.
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