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Lineárńı rovnice

Definice 7.7
Uvažujme č́ıselné těleso T a prvky a1, . . . , an, b ∈ T . Úloha určit všechny n-tice
(x1, . . . , xn) ∈ Tn, pro něž plat́ı

n∑
i=1

aixi = a1x1 + · · ·+ anxn = b,

se nazývá lineárńı rovnice (LR) o n neznámých nad T .
Každá n-tice, pro kterou tato rovnost nastane, se nazývá řešeńı této rovnice.

Soustava lineárńıch rovnic

Definice 7.8
Necht’ T je č́ıselné těleso a aij , bi ∈ T pro každé i = 1, . . . ,m a každé j = 1, . . . , n.
Úloha určit všechny n-tice (x1, . . . , xn) ∈ Tn, pro které současně plat́ı

(S)


∑n

j=1 a1jxj = a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1, (R1)
...∑n

j=1 amjxj = am1x1 + · · ·+ amnxn = bm, (Rm)

se nazývá soustava m lineárńıch rovnic (SLR) o n neznámých nad T .
Každá n-tice splňuj́ıćı (S) se nazývá řešeńı této soustavy.

Soustava lineárńıch rovnic

• Jsou-li M1, . . . ,Mm množiny řešeńı rovnic (R1), . . . , (Rm), pak pro množinu
řešeńı soustavy (S) plat́ı

M = M1 ∩ . . . ∩Mm .

• Soustavu (S) můžeme zkráceně zapisovat jako
n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, . . . ,m .

Matice soustavy lineárńıch rovnic

Definice 7.9
Dána SLR (S). Pak matici

A =


a11 . . . a1n

a21 . . . a2n

...
...

am1 . . . amn

 , resp. (A|~bT ) =


a11 . . . a1n b1

a21 . . . a2n b2

...
...

...
am1 . . . amn bm


nazýváme matice soustavy (S), resp. rozš́ıřená matice soustavy (S),
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Matice soustavy lineárńıch rovnic

• Dána SLR (S), A ∈Mm×n(T ) necht’ je jej́ı matice.

• Označme ~xT =

 x1

...
xn

, ~bT =

 b1

...
bn

.

• Soustavu (S) pak můžeme psát v tzv. maticovém tvaru

A~xT = ~bT .

Řešitelnost SLR

Definice 7.10
SLR A~xT = ~bT se nazývá řešitelná, jestliže existuje alespoň jedno jej́ı řešeńı.
Dvě soustavy lineárńıch rovnic A~xT = ~bT a B~xT = ~cT nazveme ekvivalentńı,
jestliže maj́ı stejné množiny řešeńı.

Věta 7.6
SLR A~xT = ~bT je řešitelná právě když je vektor ~b lineárńı kombinaćı sloupc̊u
matice A ∈Mm×n(T ).

Věta 7.7
Dány soustavy A~xT = ~bT a B~xT = ~cT m LR o n neznámých nad T . Je-li
(A|~bT ) ∼ (B|~cT ), pak jsou tyto dvě soustavy ekvivalentńı.

Řešitelnost SLR

Věta 7.8 (Frobeniova nebo Kroneckerova – Cappeliova)
Soustava lineárńıch rovnic A~xT = ~bT je řešitelná právě když h(A) = h(A|~bT ).

Je-li v této situaci nav́ıc h(A) = n, pak má tato soustava právě jedno řešeńı,
pokud h(A) < n, pak má nekonečně mnoho řešeńı (závislých na n− h(A) para-
metrech).

Gaussova eliminačńı metoda

• Dána soustava lineárńıch rovnic A~xT = ~bT , kde A ∈Mm×n(T ).

• Matici (A|~bT ) převedeme pomoćı EŘT na matici (B|~cT ), která je v GT.

• Pracujeme tedy dál s jinou soustavou, která má ale podle Věty 7.7 stejnou
množinu řešeńı jako daná.
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Gaussova eliminačńı metoda

• Je-li h(A) = h(A|~bT ) = h < n, pak

(B|~cT ) =



b11 b12 . . . b1h . . . b1n c1

0 b22 . . . b2h . . . b2n c2

...
...

. . .
...

...
...

0 0 . . . bhh . . . bhn ch

0 . . . 0 0
...

...
...

0 . . . 0 0


·

• Přitom se dá vždy zař́ıdit (prohozeńı sloupc̊u), že bii 6= 0 pro každé i =
1, 2, . . . , h.

Gaussova eliminačńı metoda

• Z rovnice bhhxh+. . .+bhnxn = ch, která odpov́ıdá posledńımu nenulovému
řádku matice (B|~cT ) vypoč́ıtáme xh v závislosti na xh+1, . . . , xn.

• Z rovnice, která odpov́ıdá předposledńımu nenulovému řádku vypoč́ıtáme
v závislosti na xh+1, . . . , xn neznámou xh−1.

...

• Z rovnice odpov́ıdaj́ıćı prvńımu řádku (B|~cT ) dopoč́ıtáme x1 v závislosti
na xh+1, . . . , xn.

Gaussova eliminačńı metoda

• Jestliže h(A) = h(A|~bT ) = n, pak

(B|~cT ) =



b11 b12 . . . b1n c1

0 b22 . . . b2n c2

...
...

. . .
...

...
0 0 . . . bnn cn

0 . . . 0 0
...

...
...

0 . . . 0 0


·
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Gaussova eliminačńı metoda

• Z rovnice bnnxn = cn, která odpov́ıdá n-tému řádku matice (B|~cT ) máme

xn =
1

bnn
· cn ·

• Z rovnice, která odpov́ıdá předposledńımu nenulovému řádku vypoč́ıtáme

xn−1 =
1

bn−1,n−1
· (cn−1 − bn−1,n · xn) ·

...

• Až konečně z rovnice odpov́ıdaj́ıćı prvńımu řádku (B|~cT ) dopoč́ıtáme

x1 =
1

b11
· (c1 − b1n · xn − b1,n−1 · xn−1 − · · · − b12 · x2) ·

Cramerovo pravidlo

• Daľśı možnost jak řešit SLR.

• Nelze použ́ıt vždy.

• Pouze když soustava obsahuje tolik rovnic jako neznámých a nav́ıc hodnost
jej́ı matice je plná.

Věta 7.9 (Cramerovo pravidlo)
Dána soustava n lineárńıch rovnic A~xT = ~bT o n neznámých nad T taková, že
plat́ı det(A) 6= 0. Pak tato soustava má právě jedno řešeńı ~x = (x1, . . . , xn), pro
něž plat́ı

xj =
det(Aj)
det(A)

∀j = 1, . . . , n.

Přitom matice Aj je matice, kterou źıskáme nahrazeńım j-tého sloupcového
vektoru matice A, tedy ~aj

T , vektorem ~bT .

Cramerovo pravidlo

Př́ıklad 7.5
Určete druhou složku vektoru řešeńı soustavy

x1 + 2x2 + 5x3 = −9
x1 − x2 + 3x3 = 2

3x1 − 6x2 − x3 = 25 .

Řešeńı: Podle Cramerova pravidla je x2 = |A2|
|A| , kde

|A| =

∣∣∣∣∣∣
1 2 5
1 −1 3
3 −6 −1

∣∣∣∣∣∣ = 20 a |A2| =

∣∣∣∣∣∣
1 −9 5
1 2 3
3 25 −1

∣∣∣∣∣∣ = −60,

tedy x2 = −3.
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3 Homogenńı soustavy lineárńıch rovnic

Obsah

Obsah

Homogenńı SLR

Definice 7.11
Soustava lineárńıch rovnic A~xT = ~bT se nazývá homogenńı, jestliže ~b = ~o. V
opačném př́ıpadě se nazývá nehomogenńı.

Věta 7.10
Necht’ A~xT = ~oT je homogenńı SLR nad T taková, že A ∈Mm×n(T ) a h(A) =
h. Pak všechna řešeńı této soustavy tvoř́ı podprostor v AVP Tn (prostor řešeńı
této soustavy). Jeho dimenze je přitom rovna n− h.

Fundamentálńı systém řešeńı homogenńı SLR

Definice 7.12
Fundamentálńım systémem řešeńı (FSŘ) homogenńı SLR A~xT = ~oT rozumı́me
každou bázi prostoru řešeńı této soustavy.

• Podle definice je zřejmé, že FSŘ jsou určena všechna řešeńı této soustavy
(báze je množina generátor̊u).

• Pokud je matice soustavy A~xT = ~oT čtvercová, má tato soustava právě
jedno řešeńı právě když det(A) 6= 0.

• Jediným řešeńım je přitom ~o (tzv. triviálńı řešeńı).

• Dimenze prostoru řešeńı takovéto soustavy je potom 0, a nemá smysl
mluvit o jej́ım FSŘ.

Fundamentálńı systém řešeńı homogenńı SLR

Př́ıklad 7.6
Určete FSŘ soustavy

x1 + 2x2 − x3 + 3x4 − 2x5 = 0
2x1 + x2 + x4 − 3x5 = 0
5x1 + 4x2 − x3 + 5x4 − 8x5 = 0

3x2 − 2x3 + 5x4 − x5 = 0.

Řešeńı: Matici soustavy převedeme na GT, tedy
1 2 −1 3 −2
2 1 0 1 −3
5 4 −1 5 −8
0 3 −2 5 −1

 ∼ · · · ∼


1 2 −1 3 −2
0 −3 2 −5 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ·
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Fundamentálńı systém řešeńı homogenńı SLR

Př́ıklad 7.6
Řešeńı:

• Tedy h(A) = 2, a soustava má proto nekonečně mnoho řešeńı, která budou
záviset na 3 parametrech.

• Za parametry zvoĺıme např. x2, x3, x4.

• Pak ze dvou nenulových řádk̊u nalezené matice v GT źıskáme tzv. obecné
řešeńı soustavy: (4x2 − 3x3 − 7x4, x2, x3, x4, 3x2 − 2x3 + 5x4).

• FSŘ źıskáme tak, že trojici (x2, x3, x4) voĺıme v obecném řešeńı postupně
jako jednotlivé prvky kanonické báze v AVP T 3, tzn.

x2 x3 x4

1 0 0
0 1 0
0 0 1

=⇒

FSŘ je tedy trojice:
~u1 = (4, 1, 0, 0, 3)
~u2 = (−3, 0, 1, 0,−2)
~u3 = (−7, 0, 0, 1, 5)

Vztah řešeńı homogenńı SLR a nehomogenńı SLR

Definice 7.13
Necht’ A~xT = ~bT je nehomogenńı SLR nad T . Pak homogenńı soustava A~xT =
~oT se nazývá soustava přiřazená k A~xT = ~bT .

Věta 7.11
Necht’ A~xT = ~bT je nehomogenńı SLR (A ∈ Mm×n(T )) nad T a necht’ ~u
je některé jej́ı řešeńı. Pak množina všech řešeńı této soustavy je tvořena právě
všemi vektory ~u+~v ∈ Tn, kde ~v je libovolné řešeńı přǐrazené homogenńı soustavy.
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