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Linearni rovnice

Definice 7.7
Uvazujme ciselné téleso T' a prvky aj,...,a,,b € T. Uloha urcit vSechny n-tice
(x1,...,2,) € T™, pro néz plati

n
E a;x; =a1x1 + -+ apx, = b,
i=1

se nazyva linedrni rovnice (LR) o n nezndmych nad T'.
Kazd4 n-tice, pro kterou tato rovnost nastane, se nazyva feSeni této rovnice.

Soustava linearnich rovnic

Definice 7.8

Necht T je ¢iselné téleso a a;;,b; € T prokazdéi=1,...,makazdé j=1,...,n.
Uloha urcit viechny n-tice (z1,...,2,) € T", pro které soucasné plati
2?21 a1j%; = a1171 + -+ + 1Ty = by, (R1)

(5)

n
Zj:l AmjTj = Am1T1 + -t QnTy = bm, (Rm)
se nazyva soustava m linedrnich rovnic (SLR) o n nezndmych nad T.
Kazdé n-tice spliujici (S) se nazyva Feseni této soustavy.
Soustava linearnich rovnic

e Jsou-li My, ..., M,, mnoziny feSeni rovnic (Ry), ..., (Rmy), pak pro mnozinu
Feseni soustavy (S) plati

M=MnN...NM, .

e Soustavu (S) muzeme zkrdcené zapisovat jako
n
E aijxj:bi, Z:L,m
Jj=1

Matice soustavy linearnich rovnic

Definice 7.9
Déna SLR (.5). Pak matici

ail N QA1n a1 N A1n bl

a1 RPN a2n o a1 ce a2q, b2
A= ) . , resp. (A]b") =

Aml - Qmn A1l --- Qmn  bm

s

nazyvame matice soustavy (S), resp. rozsirend matice soustavy (.S),



Matice soustavy linearnich rovnic

e Dédna SLR (5), A € M,xn(T) necht je jeji matice.

e Oznatme 1 = : , b0l =

e Soustavu (S) pak muzeme psét v tzv. maticovém tvaru
Az" ="

Resitelnost SLR

Definice 7.10

SLR AzT = b7 se nazyva resitelnd, jestlize existuje alespon jedno jeji reseni.
Dvé soustavy linearnich rovnic Az7 = = b7 a BiT = & nazveme ekvivalentnt,
jestlize maji stejné mnoziny fesSeni.

Véta 7.6
SLR AT = b7 je tesitelna pravé kdyz je vektor b linedrn{ kombinaci sloupct
matice A € My xn(T).

Véta 7.7
% soustavy AZT = b7 a BFT =@ m LR on neznamych nad 7. Je-li
(ApT) ~ (B|eT), pak jsou tyto dvé soustavy ekvivalentni.

Resitelnost SLR

Véta 7.8 (Frobeniova nebo Kroneckerova — Cappeliova)
Soustava linearnich rovnic AZT = b7 je fesitelna prave kdyz h(A) = h(A[b7).

Je-li v této situaci navic h(A4) = n, pak mé tato soustava pravé jedno Fesen,
pokud h(A4) < n, pak mé nekonetné mnoho feseni (zavislych na n —h(A) para-
metrech).

Gaussova eliminaéni metoda
e Déna soustava linedarnich rovnic AZT = ET, kde A € M xn(T).
e Matici (A|bT) prevedeme pomoci ERT na matici (B|éT), kterd je v GT.

e Pracujeme tedy dél s jinou soustavou, kterd mé ale podle Véty 7.7 stejnou
mnozinu feSeni jako dana.



Gaussova eliminaéni metoda

e Je-li h(A) = h(ApT) = h < n, pak

b11 b12 e blh N bln C1

0 b22 e bgh N bgn C2

(B|5T) = 0 0 ‘e bhh [N bhn Ch
0 . 00

0 0 [0

e Pritom se d4 vzdy zafidit (prohozeni sloupct), ze b;; # 0 pro kazdé i =
1,2,....h.

Gaussova eliminaéni metoda

e Z rovnice bypxp+. .. +bpnxy, = cp, kterd odpovida poslednimu nenulovému
fadku matice (B|cT) vypocitdme x;, v zavislosti na zp41,...,2,.

e 7 rovnice, kterd odpovidéd predposlednimu nenulovému fadku vypocitame
v zavislosti na xp41, ..., T, nezndmou x_i.

e 7 rovnice odpovidajici prvnimu fadku (B|cT) dopocitdme x; v zdvislosti
na Tp41y---9 Ty

Gaussova eliminaéni metoda

o Jestlize h(A) = h(A[bT) = n, pak

b11 b12 N bln C1

0 b22 e bgn Co

Bledhy=1 o o bun | cn
0 0 0

0 01]0




Gaussova eliminaéni metoda

e 7 rovnice b, T, = c,, kterd odpovida n-tému faddku matice (B|¢T) mame
1
xn = — Cn .
bnn

e 7 rovnice, kterd odpovida predposlednimu nenulovému fadku vypocitame
1

b . (Cnfl - bnfl,n . xn) .
n—1n—1

Tp—1 =

e A7 koneéné z rovnice odpovidajici prvnimu fddku (B|eT) dopocitame
1

:bf'(C1—bln'ﬁn—bl,nq'$n71—"'—b12'9€2)'
11

T

Cramerovo pravidlo
e Dalsi moznost jak fesit SLR.
e Nelze pouzit vzdy.
e Pouze kdyz soustava obsahuje tolik rovnic jako neznamych a navic hodnost
jeji matice je plna.

Véta 7.9 (Cramerovo pravidlo)
Déna soustava n linedrnich rovnic AZ7 = b7 o n nezndmych nad T takova, ze

plati det(A) # 0. Pak tato soustava mé prave jedno feseni & = (z1,...,,), pro
néz plati
= Vi=1,...,n.
¥ 7 Qet(A) ST

Pfitom matice A; je matice, kterou ziskdme nahrazenim j-tého sloupcového
vektoru matice A, tedy a"}T, vektorem b7 .

Cramerovo pravidlo

Priklad 7.5
Urcete druhou slozku vektoru feseni soustavy
1 + 222 4+ dSx3 = -9
xry — ro + 3xr3 = 2
3I1 — 6372 — r3 = 25

Reseni: Podle Cramerova pravidla je x5 = Il‘if‘l, kde

1 2 5 1 -9 5
Aj=|1 -1 3|=20 a |[A]=|1 2 3 |=—60
3 —6 -1 3 25 -1

tedy x93 = —3.



3 Homogenni soustavy linearnich rovnic
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Homogenni SLR

Definice 7.11
Soustava linedrnich rovnic AZT = b! se nazyvad homogenni, jestlize b = . V
opatném piipadé se nazyva nehomogenns.

Véta 7.10

Necht A7T = 67 je homogenni SLR nad T takovd, 7ze A € M,xn(T) a h(A) =
h. Pak vSechna TeSeni této soustavy tvoii podprostor v. AVP T™ (prostor reseni
této soustavy). Jeho dimenze je pfitom rovna n — h.

Fundamentalni systém feSeni homogenni SLR

Definice 7.12
Pundamentdlnim systémem vesend (FSR) homogenni SLR A7 = 6T rozumime
kazdou bazi prostoru feSeni této soustavy.

e Podle definice je ziejmé, ze FSR jsou uréena viechna feseni této soustavy
(béze je mnozina generdtoru).

e Pokud je matice soustavy AzT = 67 &tvercovd, mé tato soustava pravé
jedno feseni préve kdyz det(A) # 0.

e Jedinym feSenim je pfitom 0 (tzv. trividln{ fesenf).

e Dimenze prostoru feSeni takovéto soustavy je potom 0, a nemda smysl
mluvit o jejim FSR.

Fundamentalni systém feSeni homogenni SLR

Priklad 7.6
Urcete FSR soustavy

T, + 229 — x3+ 314 — 225 =0
21 + w2 + x4 —3x5=0
br1 +4x0 — w3+ 5ry — 85 =0

31’2—21‘3+5$4— ZE5:0.

Reseni: Matici soustavy prevedeme na GT, tedy

1 2 -1 3 -2 1 2 -1 3 -2
21 0 1 -3 0 -3 2 -5 1
5 4 -15 877" o 0o o o o
03 -2 5 —1 0 0 0 0 0



Fundamentalni systém reSeni homogenni SLR
Priklad 7.6
Reseni:
e Tedy h(A) = 2, a soustava m4 proto nekoneéné mnoho feseni, kterd budou
zaviset na 3 parametrech.

e Za parametry zvolime napt. xo, X3, 4.

e Pak ze dvou nenulovych fadku nalezené matice v GT ziskame tzv. obecné
Tesent soustavy: (dxg — 3xs — Ty, T2, T3, Ty, 3To — 223 + Hxy).

e FSR ziskdme tak, ze trojici (22, x3,x4) volime v obecném feseni postupné
jako jednotlivé prvky kanonické baze v AVP T3, tzn.

FSR je tedy trojice:

i o= (41,0,0,3)
’Z,L_é = (735071707 72)
iy = (~7,0,0,1,5)

Vztah feSeni homogenni SLR a nehomogenni SLR

Definice 7.13

Necht A#T = b7 je nehomogenni SLR nad T. Pak homogenn{ soustava Az’ =
0! se nazyvéa soustava prirazend k AxT = b

Véta 7.11

Necht AZT = bT je nehomogenni SLR (A € Myyun(T)) nad T a nechf @
je nékteré jeji feseni. Pak mnozina v8ech feseni této soustavy je tvorena prave
vS8emi vektory u+v € T™, kde ¥ je libovolné feSeni prifazené homogenni soustavy.
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