Podobnost matic

Definice 8.4
Dény matice A, B € M,,(C). Jestlize existuje reguldrn{ matice P € M,,(C) tak,
7ze B = P~ AP, pak iikdme, 7e matice B je podobnd matici A a piseme A ~ B.

o Takto zavedend bindrni relace je ekvivalence na M, (C).

e Existuje tedy rozklad M.,,(C) na tiidy vzdjemné podobnych matic.
Véta 8.5
Necht A, B € M,,(C) jsou reguldrni. Jestlize A ~ B, pak

1. det(A4) = det(B),

2. h(A) = h(B).

Charakteristicka matice

Definice 8.5
Charakteristickou matici matice A = (a;;) € My (C) rozumime matici A — \E,
tedy

a1l — A a12 e A1n
a1 ag9 — A aon
A—AE =
An1 An2 el Qpn — A
Priklad 8.3
Charakteristickd matice k je matice
matici
1 3 -1 1-—A 3 -1
A= 2 1 4 A—)\E = 2 1-—A 4
0 3 1 0 3 1-A

Charakteristicky polynom matice, vlastni ¢isla

Definice 8.6

Charakteristickgm polynomem matice A = M,,(C) nazyvdme determinant ma-
tice A— AE. Piseme ch4()\) = det(A — AE). Jeho kofeny nazyvame vlastni ¢isla
matice A.

Priklad 8.4
Charakteristicky polynom je polynom
matice
_ 1 2 | 1I=A 2 2
A_<1 1) ChA(/\)—‘ 1 1)\‘—/\ —2)\+3.

Vlastni ¢fsla matice A jsou tedy 1 +iv/2.



Spektrum matice

e Matice A € M,,(C) ma tedy pravé n vlastnich ¢isel v mnoziné C a to
veetné jejich algebraickych nasobnosti.

e Mnozina vlastnich éisel matice A € M,,(C) se nazyva spektrum matice A,
piseme Spec(A). Tedy

Spec(A) ={A € C: det(A — \E) =0}.

e Necht Spec(A) = {A1,A2,..., \x}, a pfitom nésobnost vlastniho é&isla A
je rovna n;. Pak k <n a Zle n; = n.

Véta 8.6
Podobné matice maji stejna spektra, véetné algebraickych nasobnosti vlastnich
Cisel.

Podobnost matic, charakterizace

Véta 8.7

Déany matice A,B € M, (C) se stejnym charakteristickym polynomem (A —
A1) (A= Ag)™ - ..o (A= Ag)™. Pak matice A a B jsou podobné pravé kdyz
plati

h(A—NEY =h(B—-NEY  Vi=1,...,k Yj=1,...,n,;

Podobnost matic, charakterizace

Priklad 8.5
Pro matice
-2 21 3 1 3
A= -4 4 1|, B= -7 =2 9 |,
-5 3 3 -2 -1 4
1 0 0 1 0 0
C = 0 2 1), D= 0 2 0
0 0 2 0 0 2

vzhledem k pfedchozimu kritériu mame
A~C#B#D,
a to proto, Zze matice A, C, D maji stejny charakteristicky polynom,
ch(d) = —(A - 1)(A - 2)?,
pritom ale jiny nez matice B a navic



Podobnost matic, charakterizace

Priklad 8.5
plati, ze
h(A—FE)=2, h(C—-FE)=2, h(D-F)=2,
déle
h(A—2E)=2, h(C—-2E)=2, h(D-2FE)=1,
a konecéné

h(A—-2E)>=1, h(C—-2E)?=1, h(D-2E)*=1.

Vlastni vektory ¢tvercové matice

Definice 8.7
Necht A je vlastni &fslo matice A € M, (C). Pak vektor £ € C" spliujici
AZT = \&T se nazyvé vlastni vektor matice A pifsludny k vlastnimu éislu A.

e Maticovou rovnici AZT = A\ZT miizeme ekvivalentné psit ve tvaru
(A= \E)zT =47,
coz je homogenn{ SLR s matici (A — AE) € M, (C).
e Tato matice je pro kazdé vlastni ¢islo A matice A singuldrni.

e To ale znamend, ze uvedend homogenni soustava méa nekone¢né mnoho
feSeni.

e Tedy jednomu vlastnimu ¢islu A odpovida nekoneéné mnoho vlastnich vek-
toru, které tvoii podprostor v C™, ktery zna¢ime N,. Jeho dimenze je
rovna n — h(A — AE).

Vlastni vektory ¢tvercové matice

Priklad 8.6
Charakteristickd matice k matici

4 0 =2
A= 0 2 0
3 0 -1
je matice
4—-A 0 -2
A—)\E = 0 2—A 0 ,
3 0 —-1-A

a tedy cha(\) = —(A — 2)%(A — 1). Pak Spec(A) = {1, 2}.



Vlastni vektory ¢tvercové matice

Priklad 8.6
Pro A = 1 fesime soustavu:

3 0 =2 T1 0
0 1 0 z2 | =10
3 0 -2 T3 0

Pak N1 = [{(2,0,3)}].
Pro A = 2 resime soustavu:

2 0 -2 il 0
0 0 O z2 | =10
3 0 =3 T3 0

Pak Ny = [{(1707 1)’ (07 170)}}

Geometricka nasobnost vlastniho ¢éisla

Véta 8.8
Vlastni vektory odpovidajici riznym vlastnim ¢fslum matice A € M,,(C) jsou
linearné nezavislé.

Definice 8.8
Necht A je vlastni ¢islo matice A € M,,(C). Dimenzi podprostoru N ifkdme
geometrickd ndsobnost vlastniho ¢éisla A.

Geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla

o Geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla A matice A € M,,(C) nemusi byt
vzdy stejna jako jeho algebraicka nasobnost.

e Obecné pro A € Spec(A) plati, ze jeho geometrickd ndsobnost nenf vétsi
nez algebraick, tedy GN(A) < AN()).

e Plati, ze podobné matice maji stejnd spektra a AN vlastnich ¢isel. To samé
se da ukazat pro GN.

e Obréacené neplati! Napf. matice

O O O
SO N+
O N O o
N = O O
O O O
SO N+
O N = O
~N O O O

maji stejné spektrum, Spec(A) = Spec(B) = {7}, v obou piipadech
AN(7) = 4, a dokonce pro obé matice GN(7) = 2. Piesto A # B.



Blokové diagonalni matice

Definice 8.9

Matice A € M,,(C) se nazyva blokové diagondlni, jestlize:
1. A= (‘/4”)27 G=1,...k> kde Aij € Mnanj (C), a pfitom Zle n;

n;

2. Aj; € M,,,(C) prokazdé i =1,2,...,k;
3. Aij = Ny, xn; pro kazdé i,j =1,2,...,k, pokud i # j.

Tedy blokové diagonalni matice je obecné matice ve tvaru

All anxng anxnk
N’I’LQXTll A22 an)(’ﬂk
A= . .
Nnk XM Nnk Xno Akk

Jordanuv kanonicky tvar

Definice 8.10

k
Zj:l ng =

Jordanovym polem (r-tého stupné) nazyvame pro libovolné komplexni ¢islo p

matici A € M,.(C) ve tvaru

o

0
0

o o

1
p

Jordanovou matict (nebo Jordanovgm kanonickgm tvarem matice) nazyvame
blokové diagondlni matici, jejiz vSechny diagondlni bloky jsou Jordanova pole.

Jordantv kanonicky tvar

Priklad 8.7
Matice

b
I
o olo ofw

je v JKT, ptricemz Jordanovy buiiky na hlavni diagondle v A jsou

o (3!

0 0 0 0
2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 | -3 1
0 0 0 -3

) |

-3

0

1>.

-3



Jordanuv kanonicky tvar

Véta 8.9
Kazd4d matice A € M,,(C) je podobné nékteré matici v Jordanové kanonickém
tvaru. Je-li podobna dvéma, pak se tyto lisi pouze potfadim diagonélnich poli.

e Necht Spec(A) = {A\1, A2, ..., A\r}, a piitom alg. ndsobnost vlastniho ¢fsla
Ai je rovna n; a jeho geom. nasobnost r;.

e Pak ¢islu \; odpovidda v matici v JKT pravé r; diagondlnich poli s n;

hodnotami A na hlavni diagonale.

Jordantv kanonicky tvar

Priklad 8.8
Najdéte Jordanuv kanonicky tvar matice
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