
ŘEŠENÍ VYBRANÝCH
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Úvod

Konstrukčńı úlohy patř́ı ve výuce planimetrie na základńı i na středńı
škole mezi základńı geometrická témata. Jejich ćılem je sestrojit pomoćı
prav́ıtka, kruž́ıtka s pohyblivým poloměrem (popř. úhloměru) daný pla-
nimetrický útvar, který je zadán pomoćı některých jeho metrických, polo-
hových anebo smı́̌sených údaj̊u. Uvedený studijńı text je zaměřen na kon-
strukce trojúhelńıku daného výhradně pomoćı základńıch údaj̊u, zejména
pak pomoćı délek tzv. základńıch metrických prvk̊u v trojúhelńıku. Všech-
ny uvedené úlohy maj́ı přitom parametrický charakter, tj. nepracujeme
zde s konkrétńımi č́ıselnými hodnotami u daných metrických údaj̊u.

Řešeńı každé parametrické konstrukčńı úlohy má zpravidla následuj́ıćı
části: rozbor úlohy, popis konstrukce, d̊ukaz správnosti konstrukce (pro-
vád́ı se však pouze v př́ıpadě, kdy v konstrukci využ́ıváme neekvivaletńıch
krok̊u v postupu – v popisu konstrukce), podmı́nky řešitelnosti a diskuse
o počtu možných řešeńı dané parametrické konstrukčńı úlohy. V př́ıpadě
neparametrických konstrukčńıch úloh zařazujeme bezprostředně za po-
pis konstrukce ještě provedeńı vlastńı konstrukce trojúhelńıku. Vzhledem
k tomu, že mezi prezentovanými úlohami jsou výhradně ty, jejichž po-
pis konstrukce neobsahuje žádné neekvivaletńı kroky, nebudeme d̊ukaz
správnosti konstrukce u žádné z úloh uvádět.

Rozbor úlohy je těžǐstěm řešeńı každé konstrukčńı úlohy. Jeho součást́ı
je obrázek znázorňuj́ıćı ćılovou situaci. Jsou v něm zpravidla zřetelně vy-
značeny všechny zadané metrické údaje. V rámci rozboru je provedena
potřebná analýza celé situace, která obsahuje nalezeńı nutných (v př́ıpadě
ekvivalentńıch krok̊u také postačuj́ıćıch) podmı́nek vedoućıch ke stano-
veńı postupu (popisu konstrukce) při řešeńı úlohy.

Popis konstrukce obsahuje v jednotlivých kroćıch (bodech) stručný
záznam postupu konstrukce hledaného planimetrického útvaru (trojú-
helńıku). Je založen na provedené analýze řešeńı v rámci rozboru úlohy.
V př́ıpadě neparametrické úlohy provedeme bezprostředně poté kon-
strukci konkrétńıho hledaného útvaru (trojúhelńıku) s danými metric-
kými údaji.

Důkaz správnosti konstrukce (zkoušku správnosti) provád́ıme – po-
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dobně jako u algebraických úloh – pokud v rozboru úlohy použ́ıváme
d̊usledkové úpravy (úvahy). V takovém př́ıpadě je nutno vyloučit ta
řešeńı, která nesplňuj́ı podmı́nky dané úlohy. V př́ıpadě použit́ı shodných
nebo podobných zobrazeńı, popř. množin bod̊u dané vlastnosti neńı zpra-
vidla nutno zkoušku provádět.

Podmı́nky řešitelnosti uvád́ıme při řešeńı každé parametrické kon-
strukčńı úlohy. Na základě provedeného rozboru a následného popisu
konstrukce v nich sumarizujeme všechny (nutné a postačuj́ıćı) podmı́nky
potřebné ke konstrukci daného útvaru (trojúhelńıku).

Diskuse o počtu řešeńı je povinnou součástńı jak parametrických, tak
neparametrických konstrukčńıch úloh. V př́ıpadě parametrických úloh se
zohledňuj́ı předevš́ım nalezené podmı́nky řešitelnosti dané konstrukčńı
úlohy.

Připomı́náme zde, že pro libovolné tři nekolineárńı body A, B, C v rovině
definujeme trojúhelńık ABC jako pr̊unik polorovin ABC, BCA a CAB,
tj.

∆ABC =
−−−→
ABC ∩

−−−→
CAB ∩

−−−→
BCA.

V celém textu budeme dále (s ohledem na vyloučeńı tzv. nepř́ımo shod-
ných trojúhelńık̊u) použ́ıvat značeńı vrchol̊u konstruovaných trojúhelńı-
k̊u v matematicky kladném smyslu.

Základńı metrické prvky v trojúhelńıku ABC

a, b, c — po řadě délky jeho stran BC, CA, AB,

α, β, γ — po řadě velikosti vnitřńıch úhl̊u při vrcholech A, B, C,

ta, tb, tc — délky jeho těžnic po řadě z vrchol̊u A, B, C,

va, vb, vc — délky jeho výšek po řadě z vrchol̊u A, B, C,

r, ρ — po řadě poloměry jeho kružnice opsané, vepsané.
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Daľśı použ́ıvaná označeńı

Ta, Tb, Tc — po řadě středy stran BC, CA, AB trojúhelńıku ABC,

Va, Vb, Vc — po řadě paty z vrchol̊u A, B, C v trojúhelńıku ABC,

O, I — po řadě střed kružnice opsané, vepsané trojúhelńıku ABC,

k(O; r) — kružnice k se středem O a poloměrem r,

d(p,A) = d(A, p) — vzdálenost bodu A od př́ımky p,

d(p, q), kde p ‖ q — vzdálenost rovnoběžek p a q,

S(T ) — středová souměrnost se středem v bodě T ,

oAB — osa úsečky AB,

τXZ — Thaletova kružnice sestrojená nad úsečkou XZ jako pr̊uměrem.

Úloha 1 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: a, va, vb.

Rozbor: Vrchol A konstruovaného trojúhelńıku lež́ı v př́ıslušné polorovině
vyt’até př́ımkou BC ve vzdálenosti va od př́ımky BC, tj. bod A lež́ı na
rovnoběžce p s př́ımkou BC vzdálené o va od BC. Pata Vb výšky vb
z vrcholu B lež́ı na Thaletově kružnici τBC o pr̊uměru BC, nebot’ tato
kružnice (s výjimkou bod̊u B a C) je množinou všech bod̊u v rovině,
z nichž vid́ıme úsečku BC pod pravým úhlem. Současně však vzdálenost
bod̊u B a Vb je rovna vb, tud́ıž Vb lež́ı rovněž na kružnici k(B; vb), nebot’

tato kružnice je množinou všech bod̊u v rovině, které maj́ı od bodu B
vzdálenost vb. Odtud plyne konstrukce.
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Obr. 1

Zkrácený zápis:

BC : |BC| = a,

(d (A,BC) = va)⇒ [(A ∈ p) , (p ‖ BC) , (d (p,BC) = va)] ,(
|<)BVbC| = 1

2
π
)
⇒ (Vb ∈ τBC) ,

(|BVb| = vb)⇒ [Vb ∈ k(B; vb)] .

Konstrukce:

1. BC; |BC| = a,

2. τBC ,
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3. k; k(B; vb),

4. p; p ‖ BC, d (p,BC) = va,

5. Vb; Vb = k(B; vb) ∩ τBC ,

6. A; A = p ∩ CVb

7. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

vb ≤ a.

• 1 řešeńı, je-li vb = a,

• 2 řešeńı, je-li vb < a.

Úloha 2 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: a, va, tb.

Rozbor: Vrchol A trojúhelńıku ABC lež́ı v př́ıslušné polorovině vyt’até
př́ımkou BC na rovnoběžce p s př́ımkou BC, ve vzdálenosti va. Dále je
zadaná těžnice tb trojúhelńıku. Střed Tb strany AC lež́ı na ose r pásu
rovnoběžek p a BC a současně na kružnici k(B; tb). Odtud plyne kon-
strukce.

Zkrácený zápis:

BC : |BC| = a,

(d (A,BC) = va)⇒ [(A ∈ p) , (p ‖ BC) , (d (p,BC) = va)] ,

(Tb . . . střed AC)⇒
[
(Tb ∈ r) , (p, ‖ BC) ,

(
d (r, BC) = 1

2
va
)]
,

(|BTb| = tb)⇒ [Tb ∈ k(B; tb)] .

Konstrukce:
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Obr. 2

1. BC; |BC| = a,

2. p; p ‖ BC, d (p,BC) = va,

3. r; r ‖ BC, d (r, BC) = 1
2
va,

4. k; k(B; tb),

5. Tb; Tb = k ∩ r,

6. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

tb ≥ 1
2
va

• 1 řešeńı, je-li tb = 1
2
va,

• 2 řešeńı, je-li tb >
1
2
va.
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Úloha 3 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: a, tb, β.

Rozbor: Uvažujme rovnoběžńık ABCD, viz obr. 3. V trojúhelńıku BCD
jsou dány délky stran BC (|BC| = a) a BD (|BD| = 2tb) a úhel BCD
(|<)BCD| = π−β). Bod Tb je pr̊useč́ık úhlopř́ıček AC a BD rovnoběžńıku
ABCD.

Zkrácený zápis:

BC : |BC| = a,

(|BD| = 2tb)⇒ ([D ∈ k(B; 2tb)]) ,

(|<)BCD| = π − β)⇒
(
D ∈

−→
CX, |<)BCX| = π − β

)
.

Obr. 3

Konstrukce:

1. BC; |BC| = a,
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2.
−→
CX; |<)BCX| = π − β,

3. k; k(B; 2tb),

4. D; D = k ∩
−→
CX,

5. Tb; . . . střed úsečky BD,

6. A; S (Tb) : C → A,

7. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

a) β ∈
(
0; 1

2
π
)
, pak π − β ∈

(
1
2
π; π

)
.

• 1 řešeńı, je-li a ≤ 2tb.

b) β ∈
〈
1
2
π; π

)
, pak π − β ∈

(
0; 1

2
π
)
.

• 1 řešeńı, je-li a ≤ 2tb,

• 2 řešeńı, je-li x = a sin(π − β) ≤ 2tb < a.

Úloha 4 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: a, tb, α .

Rozbor: Uvažujme rovnoběžńık ABCD, viz obr. 5, kde Tb je pr̊useč́ıkem
jeho úhlopř́ıček, tj. Tb je střed strany AC a současně střed úsečky BD.
Strany BC a AD jsou shodné a jejich velikost je a. Velikost úhlu BATb
je α. Odtud je patrné, že bod A lež́ı na kružnicovém oblouku ω, z něhož
vid́ıme těžnici BTb pod daným úhlem α. Protože |AD| = a lež́ı bod A
současně na kružnici k(D; a).

Zkrácený zápis:

BTb : |BTb| = tb,

(|<)BATb| = α)⇒ (A ∈ ρ = {X, |<)BXTb| = α}) ,

(|AD| = a)⇒ [A ∈ k(D; a)] .
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Obr. 4

Konstrukce:

1. BTb; |BTb| = tb,

2. D; S (Tb) : B −→ D,

3. ω; ω = {X, |<)BXTb| = α},

4. k; k(D; a),

5. A; A = k ∩ ω,

6. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

a) α ∈
(
0; 1

2
π
)

Plat́ı:

|LM | = tb
2 tgα

,
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Obr. 5

|DL| =

√(
3tb
2

)2

+

(
tb

2 tgα

)2

=
tb

2 tgα

√
1 + 9 tg2α,

|LTb| =
tb

2 sinα
,

||DL| − |LTb|| ≤ a ≤ |DL|+ |LTb| .

b) α ∈
〈
1
2
π; π

)
• 1 řešeńı, je-li [

α ∈
(
0; 1

2
π
)
∧ (tb ≤ a ≤ 2tb)

]
∨

∨
[
α ∈

〈
1
2
π; π

)
∧ (tb < a < 2tb)

]
,
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Obr. 6

Obr. 7: tb < a < 2tb

• 2 řešeńı, je-li

α ∈
(
0; 1

2
π
)
∧

∧ {(||DL| − |LTb|| ≤ a ≤ tb) ∨ (2tb ≤ a ≤ |DL|+ |LTb|)}

α ∈
(
0; 1

2
π
)
∧
{([

tb
2tgα

√
1 + 9tg2α− tb

2 sinα

]
≤ a ≤ tb

)
∨

∨
(

2tb ≤ a ≤
[

tb
2tgα

√
1 + 9tg2α + tb

2 sinα

])}
.
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Úloha 5 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: a,vb, r.

Rozbor: Necht’ Vb je pata výšky z vrcholu B trojúhelńıku ABC. Vzdá-
lenost bod̊u B a Vb je vb, proto bod Vb lež́ı na kružnici l(B, vb), nebot’

kružnice l(B, vb) je množina všech bod̊u v rovině, které maj́ı od bodu B
vzdálenost vb. Úhel BVbC je pravý, tedy bod Vb lež́ı současně na Tha-
letově kružnici sestrojené nad BC, protože Thaletova kružnice τBC je
množina všech bod̊u v rovině, ze kterých vid́ıme úsečku BC pod pravým
úhlem. Bod A lež́ı na kružnici k(O; r) opsané trojúhelńıku ABC, kde
|OB| = |OC| = r.

Zkrácený zápis:

BC : |BC| = a,

(|BVb| = vb)⇒ [Vb ∈ `(B, vb)] ,(
|<)BVbC| = 1

2
π
)
⇒ (Vb ∈ τBC) ,

(|OA| = |OB| = |OC| = r)⇒ A ∈ k(O; r)

Konstrukce:

1. BC; |BC| = a,

2. τBC ,

3. `; `(B, vb),

4. Vb; Vb = ` ∩ τBC ,

5. O; |OB| = |OC| = r,

6. k; k(O; r),

7. A; A = k ∩ CVb,

8. 4ABC.
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Obr. 8

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

[(a < 2r) ∧ (vb ≤ a)] ∨ [(a = 2r) ∧ (vb < a)]

• 1 řešeńı, je-li

[(a < 2r) ∧ (vb = a)]∨ [(a = 2r) ∧ (vb < a)]∨ [(a < 2r) ∧ (vb = r)] ,

• 2 řešeńı, je-li [(a < 2r) ∧ (vb < a) ∧ (vb 6= r)].

Úloha 6 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: a, β, r.
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Rozbor: Necht’ O je středem kružnice opsané trojúhelńıku ABC, jej́ı po-
loměr je r, a plat́ı |OB| = |OC| = r. Bod A lež́ı na kružnici k(O; r).
Velikost úhlu ABC je β, odtud plyne, že bod A lež́ı na polopř́ımce BA′

v př́ıslušné polorovině vyt’até př́ımkou BC, která sv́ırá úhel β se stra-
nou BC.

Zkrácený zápis:

BC : |BC| = a,

(|OA| = |OB| = |OC| = r)⇒ A ∈ k(O; r)

(|<)ABC| = β)⇒
(
A ∈

−→
BA′, |<)A′BC| = β

)

Konstrukce:

1. BC; |BC| = a,

2. O; |OB| = |OC| = r,

3. k; k(O; r),

4.
−→
BA′; |<)A′BC| = β,

5. A; A = k ∩
−→
BA′,

6. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:(
1
2
a ≤ r

)
∧
(
β ≤ arccos a

2r
+ 1

2
π
)

• 1 nebo 2 řešeńı – podle počtu pr̊useč́ık̊u polopř́ımky BA′ a kruž-
nic k, k′.
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Obr. 9

Úloha 7 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: a, β, ρ.

Rozbor: Bod A lež́ı na polopř́ımce BX, která sv́ırá se stranou BC úhel β,
v př́ıslušné polorovině vyt’até př́ımkou BC. Střed I kružnice vepsané
trojúhelńıku ABC lež́ı na ose úhlu CBX a současně jeho vzdálenost od
strany BC je velikost poloměru ρ, lež́ı tedy na rovnoběžce p s př́ımkou
BC, jej́ıž vzdálenost od BC je ρ. Strana AC se dotýká kružnice k(I; ρ).
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Hledaný vrchol A lež́ı na tečně ke kružnici k(I; ρ) z bodu C.

Zkrácený zápis:

BC : |BC| = a,

(|<)ABC| = β)⇒
(
A ∈

−→
BX, |<)CBX| = β

)
,

(d (I, BC) = ρ)⇒ [(I ∈ p) ∧ (p ‖ BC)] ,

(d (I, AB) = d (I, BC))⇒ [(I ∈ o) , o . . . osa úhluCBX] ,

←→
CY . . . tečna kružnice k(I; ρ)

Obr. 10

Konstrukce:
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1. BC; |BC| = a,

2.
−→
BX; |<)CBX| = β,

3. o . . . osa úhluCBX,

4. I; I = o ∩ p,

5. k; k = (I; ρ),

6. p; p ‖ BC, d (p,BC) = ρ,

7.
←→
CY . . . tečna kružnice k(I; ρ),

8. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

Z obrázku 11 je patrné, že nutně muśı platit: x < a, kde x = ρ

tg β
2

, tj.

ρ

tg β
2

< a, neboli ρ < a · tgβ
2
. Podobně plat́ı y < 2ρ, kde y = a sin β, tj.

a sin β < 2ρ. Podmı́nky řešitelnosti tedy jsou:(
ρ < a · tgβ

2

)
∧ (a sin β < 2ρ)

• 1 řešeńı, je-li
(
ρ < atgβ

2

)
∧ (a sin β < 2ρ).

Úloha 8 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: a, vb, ta.

Rozbor: Necht’ Vb je pata výšky z vrcholu B. Bod Vb lež́ı na kružni-
ci k(B; vb), nebot’ kružnice k(B; vb) je množina všech bod̊u v rovině,
které maj́ı od bodu B vzdálenost vb. Úhel BVbC je pravý, tedy bod
Vb lež́ı současně na Thaletově kružnici sestrojené nad pr̊uměrem BC.
Vzdálenost středu Ta strany BC od vrcholu A je ta, proto vrchol A
lež́ı v př́ıslušné polorovině vyt’até př́ımkou BC na kružnici l(Ta, ta), viz
obr. 12.
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Obr. 11

Zkrácený zápis:

BC : |BC| = a,(
|<)BVbC| = 1

2
π
)
⇒ (Vb ∈ τBC) ,

(|BVb| = vb)⇒ [Vb ∈ k(B; vb)] ,

(|ATa| = ta)⇒ [A ∈ `(Ta; ta)] .

Konstrukce:

1. BC; |BC| = a,

2. τBC ,

3. k; k(B; vb),

4. k; Vb = k ∩ τBC ,

5. `; `(Ta; ta),

6. A; A = ` ∩ CVb,
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Obr. 12

7. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:[
(vb < a) ∧

(
ta ≥ 1

2
vb
)]
∨
[
(vb = a) ∧

(
ta >

1
2
vb
)]

• 1 řešeńı, je-li[
(vb = a) ∧

(
ta >

1
2
vb
)]
∨

∨
[
(vb < a) ∧

(
ta = 1

2
vb
)]
∨
[
(vb < a) ∧

(
ta = 1

2
a
)]
,

• 2 řešeńı, je-li (vb < a) ∧ (vb < 2ta < a).

Úloha 9 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: ta, vb, α.
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Obr. 13: (a = vb)⇒
(
|<)BCA| = 1

2
π
)

Obr. 14: ta <
1
2
a

Rozbor:

Necht’ bod B lež́ı na rameni AX úhlu XAY , jehož velikost je α, a po-
dobně necht’ bod C lež́ı na rameni AY téhož úhlu. Vrchol B trojúhelńıku
ABC lež́ı současně na rovnoběžce p s AY (v polorovině AYX), jej́ıž
vzdálenost od AY je vb. Protože bod Ta je středem strany BC, lež́ı Ta
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ose pásu o, který je omezen rovnoběžkami p a AY . Vzhledem k tomu, že
délka úsečky ATa je ta, lež́ı bod Ta současně na kružnici k(A; ta), nebot’

kružnice k(A; ta) je množina všech bod̊u v rovině, které maj́ı od bodu A
vzdálenost ta.

Zkrácený zápis:

<)XAY, |<)XAY | = α,

B ∈
−→
AX,C ∈

−→
AY ,(

d
(
B,
←→
AC
)

= vb

)
⇒
[
(B ∈ p) ,

(
p ‖
←→
AY
)
,
(
d
(
p,
←→
AY
)

= vb

)]
,

(Ta . . . střed BC)⇒
[
(Ta ∈ r) , (r ‖ p) ,

(
d (r, p) = 1

2
vb
)]
,

(|ATa| = ta)⇒ [A ∈ k(Ta; ta)] .

Konstrukce:

1. <)XAY ; |<)XAY | = α,

2. p;
(
p ‖
←→
AY
)
,
(
d
(
p,
←→
AY
)

= vb

)
,

3. B; B = p ∩
←→
AY ,

4. r; (r ‖ p) ∧
(
d (r, p) = 1

2
vb
)
,

5. k; k(A; ta),

6. Ta; Ta = k ∩ r,

7. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

ta > x, x = vb
2 sinα

, ta >
vb

2 sinα
, 2ta sinα > vb

[(
α ≤ 1

2
π

)
∧ (2ta sinα > vb)

]
∨
[(
α >

1

2
π

)
∧ (2ta ≥ vb)

]
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Obr. 15

• 1 řešeńı, je-li[(
α ≤ 1

2
π
)
∧ (2ta sinα > vb)

]
∨

∨
{(
α > 1

2
π
)
∧ [(2ta = vb) ∨ (2ta sinα ≥ vb)]

}
,

• 2 řešeńı, je-li
(
α > 1

2
π
)
∧
(
vb < 2ta <

vb
sinα

)
.
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Obr. 16

Obr. 17

Úloha 10 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: ta, tb, tc.
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Rozbor: Trojúhelńık ABC doplńıme na rovnoběžńık ABDC, v němž Ta je
střed úhlopř́ıčky AD, (a také úhlopř́ıčky BC). Na těžnici ATa lež́ı uvnitř
trojúhelńıku ABC těžǐstě T , j́ımž procházej́ı všechny těžnice a děĺı je,
jak známo, v poměru 2 : 1. Využijeme středové souměrnosti se středem
v bodě Ta. Uvažujme bod T ′, který je obrazem těžǐstě T v této středové
souměrnosti. Podle věty sss lze sestrojit trojúhelńık TT ′B, viz obr. 18.
Známe totiž délky všech tř́ı stran tohoto trojúhelńıku.

Zkrácený zápis:

ATa, |ATa| = ta,

T ∈ ATa, |AT | = 2
3
ta,

S(Ta) : T −→ T ′,(
|TB| = 2

3
tb
)
⇒
(
B ∈ k

(
T, 2

3
tb
))
,(

|T ′B| = 2
3
tc
)
⇒
(
B ∈ `

(
T ′, 2

3
tc
))
,

Obr. 18

Konstrukce:

1. ATa; |ATa| = ta,
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2. T ; T ∈ ATa, |AT | = 2
3
ta,

3. T ′; S(Ta) : T −→ T ′,

4. k; k(T ; 2
3
tb),

5. `; `(T ′; 2
3
tc),

6. B; B = k ∩ `,

7. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

ta + tb > tc > |ta − tb|

• 1 řešeńı (v př́ıpadě splněńı podmı́nek řešitelnosti).

Úloha 11 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: ta, vb, vc.

Rozbor: Uvažujme rovnoběžky p, q, jejichž vzdálenost je vc (q lež́ı v př́ı-
slušné polorovině vyt’até př́ımkou p, viz obr. 19). Vrcholy A, B trojúhel-
ńıku ABC lež́ı na p a vrchol C na q. Protože Ta je středem strany BC,
lež́ı Ta na ose r pásu rovnoběžek p, q a současně na kružnici k(A; ta).
V pravoúhlém trojúhelńıku CVbB s pravým úhlem při vrcholu Vb je
úsečka TaV

′
b středńı př́ıčkou, tedy bod V ′b lež́ı na Thaletově kružnici se-

strojená nad ATa a současně na kružnici `(Ta;
1
2
vc).

Zkrácený zápis:
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p, q; p ‖ q, d (p, q) = va, A ∈ p,

|ATa| = ta ⇒ Ta ∈ k(A; ta),

(Ta . . . střed úsečkyBC)⇒
[
(Ta ∈ r) , (r ‖ p) ,

(
d (r, p) = 1

2
vc
)]
,(

|<)CVbB| = 1
2
π
)
⇒
(
|<)CV ′bTa| = 1

2
π
)
⇒ (V ′b ∈ τATa) ,

|TaV ′b | = 1
2
vb ⇒ V ′b ∈ `(Ta; 1

2
vb),

Obr. 19

Konstrukce:

1. p, q; p ‖ q, d (p, q) = vc,

2. A; A ∈ p,

3. k; k(A; ta),
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4. r . . . osa pásu rovnoběžek p, q,

5. Ta; Ta = r ∩ k,

6. τATa ,

7. `; `(Ta;
1
2
vb),

8. V ′b ; V
′
b = ` ∩ τATa ,

9. C; C = q ∩ AV ′b ,

10. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

(2ta ≥ vc) ∧ (2ta ≥ vb)

• 1 nebo 2 řešeńı – podle počtu pr̊useč́ık̊u př́ımky r a kružnice k.

Úloha 12 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: tb, va, α.

Rozbor: Uvažujeme rovnoběžky p, q, jejichž vzdálenost je va (q lež́ı v př́ı-
slušné polorovině vyt’até př́ımkou p, viz obr. 20). Vrcholy B, C trojúhel-
ńıku ABC lež́ı na p (polohu bodu B předem zvoĺıme) a vrchol A na q.
Bod Tb je středem strany AC, tud́ıž lež́ı na ose r pásu rovnoběžek p, q
a současně na kružnici k(B; tb). Velikost úhlu BATb je α, z toho vyplývá,
že bod A ∈ q muśı současně ležet na oblouku kružnice ω, z něhož vid́ıme
těžnici BTb pod úhlem α.

Zkrácený zápis

(p, q) = va, B ∈ p,

|BTb| = tb ⇒ Tb ∈ k(B; tb),

(Tb . . . střed úsečkyAC)⇒
[
(Tb ∈ r) , (r ‖ p) ,

(
d (r, p) = 1

2
va
)]
,

(|<)BATb| = α)⇒ (A ∈ ω = {X, |<)BXTb| = α}) .
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Obr. 20

Konstrukce:

1. p, q; p ‖ q, d (p, q) = vb,

2. B; B ∈ p,

3. k; k(B; tb),

4. r . . . osa pásu rovnoběžek p, q,

5. Tb; Tb = r ∩ k,

6. ω; ω = {X, |<)BXTb| = α},

7. A; A = q ∩ ω

8. 4ABC.
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Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

[
(2tb > va) ∧

(
α ≤ arcsin

tb
va

)]
∨
[
(2tb = va) ∧

(
α ≤ arcsin

1

3

)]

• 1 až 4 řešeńı – podle počtu pr̊useč́ık̊u př́ımky r a kružnice k a podle
počtu pr̊useč́ık̊u ω a q.

Úloha 13 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: va, tb, tc.

Rozbor: Trojúhelńık ABC doplńıme na rovnoběžńık AC ′BC, viz obr. 21.
Necht’ D je pata kolmice z vrcholu C ′ ke straně BC. Pak AC ′DC je
pravoúhlý lichoběžńık s pravými úhly při vrcholech C ′ a D. Bod D tedy
lež́ı na Thaletově kružnici sestrojené nad CC ′. Délka úsečky C ′D je va,
proto bod D lež́ı také na kružnici k(C ′; va). Na těžnici CTc uvažujme
těžǐstě T trojúhelńıku ABC, j́ımž procházej́ı všechny těžnice a děĺı je
v poměru 2 : 1. Protože známe velikost těžnice tb, je vzdálenost hledaného
bodu B od těžǐstě T rovna 2

3
tb. Bod B lež́ı proto na kružnici `(T ; 2

3
tb).

Zkrácený zápis:

CTc : |CTc| = tc,

T : |CT | = 2
3
tc,

doplněńı trojúhelńıkuABC na rovnoběžńıkAC ′BC,(
|<)C ′DC| = 1

2
π
)
⇒ (D ∈ τCC′) ,

|C ′D| = va ⇒ D ∈ k(C ′; va),(
|TB| = 2

3
tb
)
⇒
(
B ∈ `

(
T, 2

3
tb
))
.

Konstrukce:

1. CTc; |CTc| = tc,

32



Obr. 21

2. T ; |CT | = 2
3
tc,

3. C ′; S (Tc) : C −→ C ′,

4. τCC′ ,

5. k; k(C ′, va),

6. D; D = k ∩ τCC′

7. `; `(T ; 2
3
tb),

8. B; B = ` ∩ CD
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9. 4ABC.

Druhý zp̊usob řešeńı

Rozbor: Uvažujeme rovnoběžky p, q, jejichž vzdálenost je va (q lež́ı v př́ı-
slušné polorovině vyt’até př́ımkou p, viz obr. 22). Vrcholy B, C trojúhel-
ńıku ABC lež́ı na p (polohu bodu C předem zvoĺıme) a vrchol A na q.
Bod Tc je středem strany BC. Protože bod A lež́ı na př́ımce q a bod C
lež́ı na př́ımce p, lež́ı bod Tc na ose r jejich pásu. Vzhledem k tomu, že
délka úsečky CTc je tc, lež́ı bod Tc lež́ı na kružnici k(C; tc). Dále známe
velikost těžnice tb, proto vzdálenost hledaného bodu B od těžǐstě T je
2
3
tb. Bod B lež́ı tedy kružnici `(T ; 2

3
tb).

Zkrácený zápis:

p, q; p ‖ q, d (p, q) = va, A,B ∈ q, C ∈ p,

(Tc . . . střed úsečkyAB)⇒
[
(Tc ∈ r) , (r ‖ p) ,

(
d (r, p) = 1

2
va
)]
,

(|CTc| = tc)⇒ (Tc ∈ k(C; tc)) ,(
|TB| = 2

3
tb
)
⇒
(
B ∈ `

(
T, 2

3
tb
))
.

Konstrukce:

1. p, q; p ‖ q, d (p, q) = va,

2. C, C ∈ p,

3. k, k(C; tc),

4. r . . . osa pásu rovnoběžek p, q,

5. Tc, Tc = r ∩ k,

6. `, `(T ; 2
3
tb),

7. B, B = ` ∩ p,

8. 4ABC.
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Obr. 22

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

[(va < 2tc) ∧ (va ≤ 2tb)] ∨ [(va < 2tb) ∧ (va ≤ 2tc)]

• 1 nebo 2 řešeńı – podle počtu pr̊useč́ık̊u př́ımky CD ≡ p
a kružnice `.

Úloha 14 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: vb, tb, α.

Rozbor: Uvažujme úhel XAY o velikosti α. Hledaný vrchol C bude ležet
na rameni XA a vrchol B bude ležet na rameni AY . Vzdálenost B od
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př́ımky XA je vb. Bod B tedy lež́ı současně na rovnoběžce p s XA ve
vzdálenosti vb. Střed Tb strany AC lež́ı na rameni XA a současně na
kružnici k(B;Tb)

Zkrácený zápis pro vb < tb:

(|<)CAB| = α)⇒ (|<)XAY | = α) ,

(d (B,AX) = vb)⇒ (B ∈ p; p ‖ AX, d (p,AX) = vb) ,

(|BTb| = tb)⇒ [Tb ∈ k(B; tb)] .

Konstrukce:

(i) pro vb < tb

1. <)XAY ; |<)XAY | = α,

2. p; p ‖ AX, d (p,AX) = vb,

3. B; B = p∩
−→
AY ,

4. k; k(B; tb),

5. Tb; Tb = k∩
−→
AX,

6. 4ABC.

(ii) pro vb = tb

1. <)XAY ; |<)XAY | = α,

2. p; p ‖ AX, d (p,AX) = vb,

3. B; B = p∩
−→
AY ,

4. Tb = Vb,

5. 4ABC.
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Obr. 23

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

[(
α < 1

2
π
)
∧ (vb ≤ tb)

]
∨
[(
α = 1

2
π
)
∧ (vb < tb)

]
∨

∨
[(

1
2
π < α < π

)
∧
(

vb
sinα

< tb
)]
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• 1 řešeńı, je-li[(
α < 1

2
π
)
∧
(

vb
sinα
≤ tb

)]
∨

∨
[(
α = 1

2
π
)
∧ (vb < tb)

]
∨
[(

1
2
π < α < π

)
∧
(

vb
sinα

< tb
)]
,

• 2 řešeńı, je-li
[(
α < 1

2
π
)
∧
(

vb
sinα

> tb > vb
)]

.

Úloha 15 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: ta, va, vc.

Rozbor: Uvažujeme rovnoběžky p, q, jejichž vzdálenost je vc (q lež́ı v př́ı-
slušné polorovině vyt’até př́ımkou p, viz obr. 24). Vrcholy A, B trojúhel-
ńıku ABC lež́ı na p (polohu bodu A předem zvoĺıme) a vrchol C na q.
Bod Ta je středem strany BC, proto lež́ı ose pásu r rovnoběžek p, q a
současně na kružnici k(A; ta). Úhel AVaTa je pravý (je-li ta > va), bod Va
tedy lež́ı na Thaletově kružnici sestrojené nad úsečkou ATa a současně
na kružnici `(A; va).

Zkrácený zápis

p, q; p ‖ q, d (p, q) = vc, A,B ∈ p, C ∈ q,

(Ta . . . střed úsečkyBC)⇒
(
Ta ∈ r, r ‖ p, d (r, p) = 1

2
vc
)
,

|ATa| = ta ⇒ Ta ∈ k(A; ta),(
|<)AVaTa| = 1

2
π
)
⇒ (Va ∈ τATa) ,

(|AVa| = va)⇒ [Va ∈ `(A; va)] .

Konstrukce:

1. p, q; p ‖ q, d (p, q) = vc,

2. A; A ∈ p,

3. k; k(A; ta),
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Obr. 24

4. r . . . osa pásu rovnoběžek p, q,

5. Ta; Ta = r ∩ k,

6. τATa ,

7. `; `(A; va),

8. Va; Va = `(A; va) ∩ τATa ,

9. C; C = VaTa ∩ q,

10. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:[(
ta ≥ 1

2
vc
)
∧ (ta > va)

]
∨
[(
ta >

1
2
vc
)
∧ (ta ≥ va)

]
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• 2 řešeńı, je-li
[(
ta >

1
2
vc
)
∧ (ta = va)

]
∨
[(
ta = 1

2
vc
)
∧ (ta > va)

]
,

• 4 řešeńı, je-li
(
ta >

1
2
vc
)
∧ (ta > va).

Úloha 16 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: a, vb, ρ.

Rozbor: Nejprve sestroj́ıme stranu BC. Vrchol A lež́ı na př́ımce CVb.
Pata Vb výšky vb z vrcholu B lež́ı na Thaletově kružnici τBC o pr̊uměru
BC, nebot’ tato kružnice (s výjimkou bod̊u B a C) je množinou všech
bod̊u v rovině, z nichž vid́ıme úsečku BC pod pravým úhlem. Současně
však vzdálenost bod̊u B a Vb je rovna vb, tud́ıž Vb lež́ı rovněž na kružnici
k(B; vb). Střed I kružnice vepsané trojúhelńıku ABC lež́ı na ose úhlu
BCVB a současně na rovnoběžce p (v př́ıslušné polorovině) s př́ımkou
BC ve vzdálenosti ρ. Strana AB je tečnou této kružnice, bod A je proto
pr̊useč́ıkem tečny q (6= BC) z bodu B ke kružnici `(I; ρ) a př́ımky CVb.

Zkrácený zápis:

BC : |BC| = a,(
|<)BVbC| = 1

2
π
)
⇒ (Vb ∈ τBC) ,

(|BVb| = vb)⇒ [Vb ∈ k(B; vb)] ,

(d (I, BC) = ρ)⇒ (I ∈ p, p ‖ BC, d(p,BC) = ρ) ,

(I . . . střed kružnice trojúhelńıku ABC vepsané)⇒

⇒ (I ∈ o, o . . . osa úhluBCVb),

A ∈ q, q . . . tečna z bodu B ke kružnici `(I; ρ).

Konstrukce:

1. BC; |BC| = a,

2. τBC ,

3. k; k(B; vb),
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Obr. 25

4. VB; Vb = k(B; vb) ∩ τBC ,

5. p; p ‖ BC, d (p,BC) = ρ,

6. o . . . osa úhlu BCVB,

7. I; I = p ∩ o,

8. `; `(I; ρ),

9. q . . . tečna z bodu B ke kružnici `(I; ρ)

10. A; A = q ∩ CVB,

11. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

(2ρ < vb ≤ a)

• 1 řešeńı, je-li (vb = a) ∧ (2ρ < vb),

• 2 řešeńı, je-li 2ρ < vb < a.
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Úloha 17 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: α, β, tc.

Rozbor: Trojúhelńık ABC doplńıme na rovnoběžńık ADBC. Střed Tc
strany AB je současně i středem rovnoběžńıku ADBC. Vzhledem k tomu,
že |<)CATc| = α, bod A lež́ı na kružnicovém oblouku ω, z něhož je vidět
těžnice CTc pod úhlem α. Ze středové souměrnosti se středem Tc plyne,
že β = |<)CBTc| = |<)DATc|. Odtud plyne, že úsečku DTc vid́ıme z bodu
A pod daným úhlem β (popř. lze využ́ıt |<)CAD| = α + β) Bod A tedy
lež́ı také na kružnicovém oblouku µ, ze kterého vid́ıme DTc pod úhlem
β.

Zkrácený zápis:

CD : |CD| = 2tc, Tc je střed úsečkyCD,

(|<)CATc| = α)⇒ (A ∈ ω = {X, |<)CATc| = α}) ,

(|<)DATc| = β)⇒ (A ∈ µ = {X, |<)DATc| = β}) .

Konstrukce:

1. CD; |CD| = 2tc,

2. Tc . . . střed úsečky CD,

3. ω; ω = {X, |<)CXTc| = α},

4. ξ; µ = {X, |<)DXTc| = β},

5. A; A = ω ∩ µ,

6. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse: (α + β < π)

• 1 řešeńı.
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Obr. 26

Úloha 18 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: a, vb, tc.

Rozbor: Pata Vb výšky vb z lež́ı na Thaletově kružnici τBC o pr̊uměru
BC. Vrchol A trojúhelńıku ABC lež́ı na př́ımce CVB. Současně bod Vb
lež́ı na kružnici k(B; vb). Spojnice střed̊u Ta, Tc stran po řadě BC, AB
je středńı př́ıčkou v trojúhelńıku, která je rovnoběžná se stranou AC.
Střed Tc tedy lež́ı na rovnoběžce p s př́ımkou CVb procházej́ıćı bodem Ta
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a současně na kružnici `(C; tc).

Pokud a = vb, je trojúhelńık ABC pravoúhlý s pravým úhlem při vr-
cholu C. Bod Tc lež́ı na ose úsečky BC a současně na kružnici `(C; tc).

BC : |BC| = a,(
|<)BVbC| = 1

2
π
)
⇒ (Vb ∈ τBC) ,

(|BVb| = vb)⇒ [Vb ∈ k(B; vb)] ,( ←→
TaTc‖

←→
AC
)
⇒ [(Tc ∈ p) , (p ‖ AC) ∧ (Ta ∈ p)] ,

(|CTc| = tc)⇒ (Tc ∈ `(C; tc)) .

Obr. 27

Konstrukce:

1. BC; |BC| = a,

2. τBC ,
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3. k; k(B; vb),

4. Vb; Vb = k(B; vb) ∩ τBC ,

5. p; p ‖ CVb, Ta ∈ p,

6. `; `(C; tc),

7. Tc; Tc = `(C; tc) ∩ p,

8. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:[
(vb < a) ∧

(
tc ≥ 1

2
vb
)]
∨
[
(vb = a) ∧

(
tc >

1
2
vb
)]

• 1 řešeńı, je-li
{

(vb < a) ∧
[(
tc = 1

2
vb
)
∨
(
tc = 1

2
a
)]}
∨

∨
[
(vb = a) ∧

(
tc >

1
2
vb
)]

,

• 2 řešeńı, je-li
[
(vb < a) ∧

(
tc >

1
2
vb
)
∧
(
tc 6= 1

2
a
)]

.

Úloha 19 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: va, ta, tb.

Rozbor: Uvažujme rovnoběžky p, q, jejichž vzdálenost je va (q lež́ı v př́ı-
slušné polorovině vyt’até př́ımkou p, viz obr. 28). Vrchol A trojúhelńıku
ABC lež́ı na p (polohu bodu A předem zvoĺıme) a vrcholy B, C lež́ı
na q. Střed Ta strany BC je od vrcholu A vzdálený o ta, proto bod Ta
lež́ı na kružnici k(A; ta). Těžǐstě T trojúhelńıku ABC lež́ı na těžnici ATa.
Jelikož známe délku těžnice tb, bod B lež́ı na kružnici `(T ; 2

3
tb) v př́ıslušné

polorovině vyt’até př́ımkou AT .

Zkrácený zápis:

p ‖ q; d (p, q) = va, A ∈ p, B,C ∈ q,

(|ATa| = ta)⇒ (Ta ∈ k(A; ta)) ,

(T ∈ ATa) ,
(
|AT | = 2

3
|ATa|

)
(
|BT | = 2

3
tb
)
⇒
(
B ∈ `(T ; 2

3
tb)
)
.
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Obr. 28

Konstrukce:

1. p, q; p ‖ q, d (p, q) = va,

2. A; A ∈ p,

3. k; k(A; ta),

4. Ta; Ta = k ∩ q,

5. T ; T ∈ ATa, |AT | = 2
3
|ATa|,

6. `; `(T ; 2
3
tb),

7. B; B = q ∩ `,

8. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

(va = ta < 2tb) ∨ [(va < ta) ∧ (va ≤ 2tb)]
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• 1 řešeńı, je-li (va = ta < 2tb) ∨ [(va < ta) ∧ (va = 2tb)],

• 2 řešeńı, je-li (va < ta < 2tb).

Úloha 20 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: a, vb, tb.

Rozbor: Necht’ Vb je pata výšky z vrcholu B. Bod Vb lež́ı na kružnici
k(B; vb) a současně na Thaletově kružnici sestrojené nad pr̊uměrem BC,
nebot’ úhel BVbC je pravý. Vzdálenost středu Tb strany AC od vrcholu B
je tb, proto Tb lež́ı na kružnici `(B, tb) a současně na př́ımce CVb. Pokud
vb = a lež́ı Tb na kolmici k BC, která procháźı bodem C.

Zkrácený zápis:

BC : |BC| = a,(
|<)BVbC| = 1

2
π
)
⇒ (Vb ∈ τBC) ,

(|BVb| = vb)⇒ [Vb ∈ k(B; vb)] ,

(|BTb| = tb)⇒ [Tb ∈ l(B; tb)] .

Konstrukce:

1. BC; |BC| = a,

2. τBC ,

3. k; k(B; vb),

4. Vb; Vb = k ∩ τBC ,

5. `; `(B; tb),

6. Tb; Tb = ` ∩ CVb,

7. 4ABC.
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Obr. 29

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

[(vb < a) ∧ (vb ≤ tb)] ∨ [(vb = a) ∧ (tb > a)]

• 1 řešeńı, je-li

[(vb = a) ∧ (tb > a)] ∨ [(vb < a) ∧ (tb = vb)] ∨ [(vb < a) ∧ (tb = a)] ,

• 2 řešeńı, je-li (vb < a) ∧ (tb 6=< a).

Úloha 21 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: a+ b, va, γ.

Rozbor: Na polopř́ımce BC uvažujme bod A′ takový, že |BA′| = a + b.
Bod A′ je obrazem vrcholu A trojúhelńıku ABC v otočeńı se středem
v bodě C o orientovaný úhel −(π − γ) Trojúhelńık ACA′ je rovnora-
menný se základnou AA′ a velikost úhlu AA′C je tedy γ

2
. Lze tak sestrojit

trojúhelńık BA′A, nebot’ známe velikost jeho strany BA′ výšku z vrcholu
A k této straně a velikost úhlu BA′A. Protože trojúhelńık ACA′ je rovno-
ramenný, lež́ı vrchol C na ose strany AA′ a současně je vnitřńım bodem
úsečky BA′.
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Zkrácený zápis:

BA′ : |BA′| = a+ b,(
|<)BA′A| = 1

2
γ
)
⇒
(
A ∈

−→
A′X, |<)BA′X| = 1

2
γ

)
,

d (A,BA′) = va ⇒ (A ∈ p; p ‖ BA′, d (p,BA′) = va)

(|CA |=|CA′|)⇒ (C ∈ oAA′)

Obr. 30

Konstrukce:

1. BA′; |BA′| = a+ b,

2.
−→
A′X; |<)BA′X| = 1

2
γ,

3. p; p ‖ BA′, d (p,BA′) = va,

4. A, A = p∩
−→
A′X,
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5. oAA′ ... osa úsečky AA′,

6. C; C = BA′ ∩ oAA′ ,

7. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

• Úloha má vždy právě 1 řešeńı.

Úloha 22 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: a+ b+ c, va, β.

Rozbor: Na př́ımceBC uvažujme body A′, A′′ takové, že |A′A′′| = a+b+c.
Bod A′ je obrazem vrcholu A trojúhelńıku ABC v otočeńı se středem
v bodě B o orientovaný úhel π − β. Bod A′′ je obrazem vrcholu A
trojúhelńıku ABC v otočeńı se středem v bodě C o orientovaný úhel
−(π − γ). Trojúhelńık ABA′ je rovnoramenný se základnou AA′ a veli-
kost úhlu AA′B je tedy 1

2
β. Lze tak sestrojit trojúhelńık AA′A′′, nebot’

známe délku jeho strany A′A′′ výšku z vrcholu A k této straně a velikost
úhlu AA′A′′. Protože trojúhelńık ABA′ je rovnoramenný, lež́ı vrchol B
na ose strany AA′ a současně je vnitřńım bodem úsečky AA′′. Rovněž
trojúhelńık ACA′′ je rovnoramenný se základnou AA′′, tedy vrchol C lež́ı
na ose strany AA′′ a současně je vnitřńım bodem úsečky AA′′.

Zkrácený zápis:

A′A′′; |A′A′′| = a+ b+ c,(
|<)A′′A′A| = 1

2
β
)
⇒
(
A ∈

−→
A′X, |<)A′′A′X| = 1

2
β

)
,

d (A,A′A′′) = va ⇒ A ∈ p; p ‖ A′A′′; d (p,A′A′′) = va

(|BA |=|BA′|)⇒ (B ∈ oAA′)

(|CA |=|CA′′|)⇒ (C ∈ oAA′′)

Konstrukce:
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Obr. 31

1. A′A′′; |A′A′′| = a+ b+ c,

2.
−→
A′X; |<)A′′A′X| = 1

2
β,

3. p; p ‖ A′A′′, d (p,A′A′′) = va,

4. A, A = p∩
−→
A′X,

5. oAA′ ... osa úsečky AA′,

6. oAA′′ ... osa úsečky AA′′,

7. B; B = A′A′′ ∩ oAA′ ,

8. C; C = A′A′′ ∩ oAA′′ ,

9. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

• Úloha má vždy právě 1 řešeńı.
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Úloha 23 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: a+ b+ c, va, α.

Rozbor: Na př́ımceBC uvažujme body A′, A′′ takové, že |A′A′′| = a+b+c.
Bod A′ je obrazem vrcholu A trojúhelńıku ABC v otočeńı se středem
v bodě B o orientovaný úhel π − β. Bod A′′ je obrazem vrcholu A
trojúhelńıku ABC v otočeńı se středem v bodě C o orientovaný úhel
−(π−γ) Jelikož známe velikost úhlu α, dopoč́ıtáme velikost úhlu A′AA′′

v trojúhelńıku AA′A′′, která je 1
2
(π + α). Lze tak sestrojit trojúhelńık

AA′A′′, nebot’ známe velikost jeho strany A′A′′ výšku va z vrcholu A
k této straně a velikost úhlu A′AA′′. Protože trojúhelńık ABA′ je rovno-
ramenný, lež́ı vrchol B na ose strany AA′ a současně je vnitřńım bodem
úsečky AA′′. Rovněž trojúhelńık ACA′′ je rovnoramenný se základnou
AA′′, tedy vrchol C lež́ı na ose strany AA′′ a současně je vnitřńım bo-
dem úsečky AA′′.

Zkrácený zápis:

A′A′′; |A′A′′| = a+ b+ c,(
|<)A′AA′′| = 1

2
(π + α)

)
⇒
(
A ∈ ω =

{
X, |<)A′XA′′| = 1

2
(π + α)

})
,

d (A,A′A′′) = va ⇒ A ∈ p; p ‖ A′A′′; d (p,A′A′′) = va,

(|BA |=|BA′|)⇒ (B ∈ oAA′) ,

(|CA |=|CA′′|)⇒ (C ∈ oAA′′) .

Konstrukce:

1. A′A′′; |A′A′′| = a+ b+ c,

2. ω; ω =
{
X, |<)A′XA′′| = 1

2
(π + α)

}
,

3. p; p ‖ A′A′′, d (p,A′A′′) = va

4. A, A = p ∩ ω,

5. oAA′ ... osa úsečky AA′,

6. oAA′′ ... osa úsečky AA′′,
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Obr. 32

7. B; B = A′A′′ ∩ oAA′ ,

8. C; C = A′A′′ ∩ oAA′′ ,

9. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

va ≤ 1
2

(a+ b+ c) cotg1
4
(π + γ)

• 1 řešeńı, je-li va = 1
2

(a+ b+ c) cotg1
4
(π + γ),

• 2 řešeńı, je-li va <
1
2

(a+ b+ c) cotg1
4
(π + γ).

Úloha 24 Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno: a, b, α− β > 0.

Rozbor: Uvažujme rovnoramenný lichoběžńık ABC ′C se základnami AB
a BC ′, kde |AC |=|BC ′|. Trojúhelńık BCC ′ lze sestrojit podle věty sus,
nebot’ známe délky stran BC, BC ′ a velikost úhlu CBC ′ je α−β. Bod A
je obrazem bodu B v osové souměrnosti s osou oCC′ .

53



Zkrácený zápis:

4BCC ′; |CB| = a; |BC ′| = b; |<)CBC ′| = α− β

Obr. 33

Konstrukce:

1. 4BCC ′ sus; |CB| = a; |BC ′| = b; |<)CBC ′| = α− β,

2. oCC′ ... osa úsečky CC ′,

3. A, O(oCC′) : B → A,

4. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

• Úloha má vždy právě 1 řešeńı.
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Úloha 25 Sestrojte rovnoramenný trojúhelńık ABC se základnou AB,
je-li dáno: va + vc, γ.

Rozbor: Označme A′, C ′ paty výšek z vrchol̊u A, C. Bod C ′ je středem
základny AB. Patu kolmice z bodu C ′ k př́ımce BC označme D. Úsečka
C ′D je středńı př́ıčkou v trojúhelńıku AA′B a plat́ı |C ′D| = 1

2
|AA′| =

= 1
2
va. Bod E je středem přepony CC ′ pravoúhlého trojúhelńıku CC ′D,

tedy |EC ′| = |EC| = |ED| = 1
2
vc. Dostáváme tak |ED|+ |C ′D| =

= 1
2

(vc + va). Protože trojúhelńık DCE je rovnoramenný se základnou
DC, plat́ı pro jeho vněǰśı úhel C ′ED, že |<)C ′ED| = γ. Rovnoramenný
trojúhelńık C ′DE je tedy dán součtem délky základny a jednoho ramene
a dále úhlem proti základně, viz obr. 34. Plat́ı |<)EC ′D| = |<)EDC ′| =
1
2

(π − γ), tedy |<)ED′D| = 1
4

(π − γ).

Konstrukce:

1. 4ED′D usu; |ED′| = 1
2
(vc + va); |<)D′ED| = γ;

|<)ED′D| = 1
4
(π − γ),

2. oDD′ ... osa úsečky DD′,

3. C ′; C ′ = ED′ ∩ oDD′ ,

4. C; S(E) : C ′ → C,

5. p; p⊥CC ′, C ′ ∈ p

6. B; B = CD ∩ p,

7. 4ABC.

Podmı́nky řešitelnosti a diskuse:

• Úloha má vždy právě 1 řešeńı.
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Obr. 34
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