UvoD DO LINEARNf ALGEBRY

1. ARITMETICKE VEKTORY

Definice 1.1. Mé¢jme n € N a utvorme kartézsky soucin R" = R x
R x --- x R. Kazdou usporadanou n— tici

X
T2

81
Il

T

budeme nazyvat n— rozmérnym aritmetickym vektorem. Prvky xz;,7 €
{1,...,n} nazyvame souradnice aritmetického vektoru, ¢islo n je roz-
mér nebo dimenze vektoru.

e n¢kdy budeme vektor zapisovat fadkové ve tvaru & = (21, T, ..., T,)7.
e nulovy n-rozméiny aritmeticky vektor je

0
0

e rovnost vektorti je definovana jako rovnost soutadnic, tj.
=y v =y, €{1,2,...,n}
e soucet vektort je definovan jako soucet prislusnych soutradnic, tj.
U=r4+yeu=x+y,i €{1,2,...,n}
e soucin realného ¢isla (skaldru) a vektoru je také definovan po sou-
fadnicich, tj.
W=\ w, =M\, i €{1,2,....n}, \€R

e na stfedni skole jste se seznamili se skalarnim soucinem vektort,
zobecnénim této definice pro libovolné aritmetické vektory je predpis

by
C_I:Tb: (CLl,CLQ,...,CLn) . :a1b1+a2b2—|—~~+anbn.

bn
je to tedy soucet soucint soutadnic a vysledkem je ¢islo- skalar.
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e kombinaci séitani vektort a nasobeni vektoru skaldrem ziskdme
tzv. linearni kombinaci vektorti, presnéji:

Definice 1.2. Rekneme, Ze vektor 7 je linedrni kombinaci (kratce LK)
vektort ay, ds, . . ., 4, jestlize existuji takové skalary aq, as, ..., q,,, Ze
plati
T= o1l + Qolz + - + Q.
Véta 1.1. Necht @ je LK vektori &y, Ta, ..., Tm. Je-li ddle kaZdy vek-
tor @;,1 € {1,2,...,n} LK vektori dy,ds,...,d., je také vektor & LK
vektori day, ds, . .., d,.
Definice 1.3.
(1) Vektory dy,ds,...,d, jsou linearné zavislé (kratce LZ) pravé
tehdy, pokud plati: daq, s, ..., € R:
(ondy + oo+ -+ oy, =0 AN (cq Z0Vag #0V---Va, #0)).
(2) Vektory dy,ds, ..., d, jsou linearné nezavislé (kratce LN) pravé
tehdy, pokud plati: Vaq, as,...,a, € R:
(ndy +agdo+ -+ pdy, =0 = (g =0ANag=0A---Na,, =0)).
Véta 1.2. Necht dy,ds, . ..d, € R" jsou n—rozmérné aritmetické vek-
tory.
(1) Je-li m =1, je vektor d; linedrné zdvisly pravé tehdy, je-li nu-
lovy.
(2) Je-li m > 1, pak vektory dy,ds,...d, jsou LZ prdvé tehdy,
existuje-li vektor ay, kde k € {1,2,...n}, ktery je LK zbyva-
jgicich vektord a;,i € {1,2,...n}\ {k}.

2. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC POPRVE
e Co je to linearni rovnice o n neznadmych? Je to rovnice ve tvaru

a1r1 + asxry + - - - + apx, = b,

kde ay,...a, a b jsou ¢isla a xq,...x, jsou neznamé. ReSenim této
rovnice budeme nazyvat takovou n— tici ¢isel, vektor
&1
E=1 - |-
&n
ktera po dosazeni za neznamé xr; = &,...,x, = &, vytvori z linearni

rovnice pravdivy vyrok.



e Co je to soustava m linearnich rovnic o n neznamych?

a11T1 + 12T 4+ ... —+ A1nTy, = bl
917 +  agerys + ... 4+  agxr, = by
Am1T1 + GmaTa + ... + QunTn = bn

Podobné jako pro jednu linearni rovnici, budeme fesenim soustavy rov-
nice nazyvat takovou n— tici ¢isel, vektor 5’, kterda po dosazeni za ne-
znamé r, = &y,...,x, = &, vytvori z kazdé linearni rovnice v soustavé
pravdivy vyrok.
e Ekvivalentni soustavy rovnic o n neznamych jsou takové sou-
stavy, které maji stejné mnoziny reseni.
Ekvivalentni tpravy soustavy rovnic:

(1) Vyména poradi dvou rovnic.

(2) Vynéasobeni rovnice nenulovym ¢islem.

(3) Pricteni jedné rovnice k jiné.

Priklad 2.1. Mé&jme soustavu linearnich rovnic

T + 21’2 + rs = 3
3(131 - Ty — 333'3 = -1
2r1 + 3x9 4+ x3 = 4

Soustavu lze Tesit tak, ze od zadané soustavy prejdeme pomoci ekvi-
valentnich tprav k ekvivalentni soustavé, jejiz feseni jiz budeme umét
nalézt. ..

Zadané soustave lze priradit tabulku , ktera bude obsahovat koefici-
enty u neznamych x, x9, r3. Totiz

1 2 1
3 -1 -3
2 3 1

Tuto tabulku budeme nazyvat matici soustavy. K tabulce 1ze jesté pri-
psat sloupec pravych stran, ziskame tak novou tabulku

1 2 1] 3
3 -1 -3|-1 |,
2 3 1| 4

kterou nazveme rozsirenou matici soustavy.
Pokud budeme soustavu rovnic nyni fesit, Ize na fadcich matic pro-
vadét stejné upravy, jaké bychom provadéli s rovnicemi v zadani.
Elementarni radkové upravy:
(1) Vyména dvou radki.
(2) Vynéasobeni fadku nenulovym redlnym ¢islem.



(3) Pfic¢teni n&jakého nasobku jednoho fadku k jinému radku.

Takovymi tipravami lze predchozi matici pfevést na tvar

1 2 1] 3
0 -7 —6|-10 |,

1 4
0 0 —z] -7

ze kterého jiz snadno ur¢ime hodnoty neznamych xs3 = 4,2, = -2, 21 =

3.

e Zakladni horni trojuhelnikovy tvar soustavy nebo matice soustavy:

(1) prvni nenulovy koeficient kazdé rovnice - fadku matice je roven
jedné,

(2) zacina-li k— ta& rovnice nebo k— ty fadek matice jistym poctem
nulovych koeficientii, ma k + 1— ni rovnice - fadek na zacatku
alespon o jeden nulovy koeficient vice,

(3) jsou-li v8echny koeficienty v rovnici - na fadku nulové, lze ji-ho
ze soustavy vyloucit.

e Jaka TeSeni lze ocekavat? - zadné feSeni, jedno feSeni, nekonecné
mnoho FeSeni.

3. MATICE

e Matice A typu (m,n) je tabulka

a11 a2 ... A1p

921 a2 ... Aoy,
A=

Am1 Am2 ... A,

e kratce budme psat A = (a;;)mxn

4. MATICOVA ALGEBRA

e Soucet matic
Méjme matice A = (aik)mxn & B = (big)mxn-
Pak pro soucet matic C = A + B plati ¢; = a; + by pro
t=1,....mak=1,....,n.

vs 1 2 3 321\ (444
Pr1klad4.1.(3 9 1)+(1 1 1>_(4 5 2)



e Nasobek matice redlnym cislem
Méjme matici A = (@i )mxn a Cislo A € R
Pak pro nasobek matice a ¢isla D = AA plati d;, = A.a;, pro
1=1,...mak=1,...,n.

s 10\ (40
Pr1klad4.2.4<2 7)_(8 14)

e Opacna matice
—-A=(-1A

s 3 =2\ [ -3 2
Pr1klad4.3.—(_1 0)—( 1 0)

e Rozdil matic
A-B=A+(—-B)

e Soucin dvou matic

Priklad 4.4. Mé&jme nejdiive soustavu jedné linearni rovnice o
jedné neznamé. To lze zapsat ve tvaru

ar = b,

kde a, b i z lze povazovat za matice typu (1,1).
Uvazujme nyni sostavu m linearnich rovnic o n neznamych

a111 + 12T + ... + A1pnTy — b1
211 + A99T9 + ... + Aonly, = b2
Am1T1 + AmaTas + ... + GmnTn = bn

Bylo by zadouci zapsat tuto soustavu v podobné formé sou-
¢inu matic, jako tomu bylo u soustavy s jednou neznamou. Tedy
ve tvaru

AX = B,
kde
a1 a1 ... Q1n T bl
Q21 A22 ... QAgp T2 by
A= X = aB=

m1 Am2 ... Gmp T bm



Abychom toto mohli u¢init je tfeba vhodné definovat slozky v
soucinu matic AX. Je ziejmé , Ze nasobime ,Fadek prvni matice
sloupcem druhé matice®.

Definice 4.1. Méjme matici A = (aj)mxn @ matici B = (bjx)nxp-
Pak soucin matic AB = C = (Cix)mxp, kde

n

Cik = E aijbik.

Jj=1

Pravidlo k pamatovani ,fadka krat sloupec®: ¢;; je skalarni
soucin i—tého radku matice A a j—tého sloupce matice B.

Priklad 4.5.

1 -2 3 —4 é i ~11 —19
a) 0 3 -2 1 5 s = B
4 0 -2 3 0 8 17

b) 3 =2 1 0 -2 -1 -6 -8

-1 4 )"\ 2 3 1 7T 12 6
1 0 -2 3

c) ( 5 3 1 ) : ( 1 ) nejde nasobit.

Z prikladia b) a c¢) plyne neplatnost komutativniho zakona
nasobeni matic, tj.

W

AB # BA.

Véta 4.1. KazZdy z ndsledujicich vztahi je platny pro libovolné ska-
lary o a B a pro libovolne matice A, B a C, pro které jsou definovdiny
pozZadovan€ operace:

(1) A+B=B+A,
) (A+B)+C=A+(B+C),
) (AB)C = A(BC),

) A(B+C)=AB + AC),
) (A+B)C=AC+BC),

) (aB)A = a(A),

) a(AB) = A(aB),

) (o + B)A = aA + (A,

) a(A + B) = oA + aB.

k krat

—
e mocnina A* =AA .. A
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Definice 4.2. Trasponovana matice k matici A typu (m,n) je matice
B typu (n,m) pro kterou plati

bji = aij,
proi € {1,...,n} aj € {1,...,m}. Transponovanou matici budeme

oznacovat AT.

Definice 4.3. Matici A typu (n,n) budeme nazyvat symetrickou, je-li
A=AT.
Véta 4.2. (Viastnosti transponovanych matic)

(1) (AT)T = A,
(2) (aA)T = AT,
(3) jsou-li A B ste]neho typu (m,n), je (A +B)T = AT + BT,
(4) je-li A typu (m,n) a B typu (n,p), pak (AB)T = BTAT.



