1 Determinaty

Definice 1.1. Necht M je konecnéd mnozina. Permutaci mnoziny M nazveme kazdé vzajemné jednoznac¢né
zobrazeni mnoziny M na mnozinu M.

Casto se uvazuje kone¢na mnozina M = {1,2,...,n}, pak se permutace p zapisuje jako

B 1 2 ... n
p_(al as ... an)’
kde ¢isla a; € M a pro vSechna i € M plati p(i) = a;, tj. obrazem ¢isla i € M je ¢islo a; € M. Vzhledem k
tomu, zZe prvni fadek v pfedchozim schematu je vzdy stejny, staci permuatci zapsat pomoci druhého radku
jako
p=(a,as,...,a,).

Jde tedy o zapis poradi ¢isel z konecné mnoziny M. Takovych potadi je n!.

Definice 1.2. Uspofadana dvojice (a;, a;) se nazjva inverze v permutaci p = (a1, az, . . ., a,), jestlize i < j
a zaroven a; > a;. Oznacime-li |p| pocet vSech inverzi v permutaci p, pak se ¢islo

sign p = (—1)!
nazyva znaménko permutace p. Je-li sign p = 1, jedna se o sudou permutaci, je-li sign p = —1 jedna se o
permutaci lichou.
Véta 1.1. sign (a1, az,...,0;,...,a4,...0,) = —sign (a1, a2, ...,0;,...,0;,...0).

Definice 1.3. Necht A = (a;;) je ¢tvercovad matice fadu n. Determinant matice A nazyvame ¢islo

det A = E sign p aip, Aop, - - - Anp,
P

kde séitame ptes vSech n! permutaci p = (p1,ps,...,pn) indexové mnoziny sloupct {1,2,...n}. Kromé
oznaceni det A se také pouziva |A|. Rad determinantu je shodny s fadem matice.

e Viimnéme si, Ze v kazdém soucinu ayp,agp, - . - arnp, se nachdzi pravé jedno cislo z kazdého fadku i
kazdého sloupce matice A.

e Jedna se tedy o soucet n! Cisel, které vzniknou jako soucin prvka matice A. V kazdém soucinu se
vyskytuje pravé jedno cislo z kazdého radku i z kazdého sloupce matice.

e Determinant matice, kterd neni ¢tvercova neni definovan.

e Bude ukazan vypocet determinantu fadu 2 a 3 a vysvétleno Sarrusovo pravidlo.

Véta 1.2. Determinat horni trojuhelnikove matice je roven soucinu prvki na jeji hlavni diagondle, tj

a1 aig2 ... QA1n
0 Q22 ... Q2p |
) . = 11422 ...0Ann.
0 0 ... ap

Totéz plati pro dolni trojuhelnikovou matici.

Véta 1.3. Determinanty navzajem transponovanych matic si jsou rovny, tj.
det AT = det A

Véta 1.4. (Radkové tpravy a determinant.) Necht B je matice, kterd vznikla z ctvercové matice
A = (a;;) Tddu n nékterou z ndsledujicich adkovijch operact



typ I vymeéna radku i a j,

typ II  ndsobek radku i cislem o # 0,

typ III  pricteni a nasobku radku i k radku j.
Pak pro determinat matice B plati

o det B = —det A pro typ I,
e det B =« det A pro typ 11,
e det B = det A pro typ 111

Véta 1.5. Dusledek Determinant matice, kterd md dva stejné vadky, je roven nule.
e Budou ukazany vypocty nékterych determinanti.
Véta 1.6. O nasobeni determinantti. Pro vSechny c¢tvercové matice A, B tadu n plati

det (AB) = det A det B.

e 7 toho plyne, ze
1
detA’
Véta 1.7. O rozvoji determinantu podle i— tého fadku. Necht A = (a;;) je matice fddu n > 1. Pak
pro kazdé i =1,2,...,n je

det A~ =

det A = Z(—l)”jaijdet Aij;
j=1

kde A;; je matice rddu n— 1, kterd vznikne z matice A vypusténim jejiho i— tého Tddku a j— tého sloupce.

e Determinant, ktery vznikne z matice A vynechanim jednoho fadku a jednoho sloupce, se nyzyva
subdeterminant nebo minor matice A. Cislo D;; = (—1)"det A;; se nazjva algebraicky doplnék k prvku
a;;. Rozvoj determinantu pak mtiZzeme psat jako

det A = ZaijDij.
j=1

Véta 1.8. Pomocna véticka Necht A = (a;;) je ¢tvercovd matice Tadu n a necht D;; jsou algebraické
dopliiky prvku a;; pro j € {1,2,...n}, pak

e Matice doplikti je matice
Dy Dy ... Dy \ '
adj A — Doy Day ... Doy
Dy Dy ... Dy,
Véta 1.9. O inverzni matici Necht A = (a;;) je ¢tvercovd matice Tddu n, pro kterou det A # 0, pak
o, adj A
det A

Véta 1.10. Cramerovo pravidlo. Necht A = (a;;) je ¢tvercovd matice Fadu n, pro kterou det A # 0 a

necht B
AZ =D

je soustava rovnic. Pak pro i— tou neznndmou x; pro libovolné i € {1,2,...,n} plati
det AZ
Ty =~
det A

kde A; je matice, kterd vznikne z matice A nahrazenim i— tého sloupce sloupcem b.



