ZAKLADY MATEMATIKY 2

1. SERIE: URCITY INTEGRAL, APLIKACE

I. P¥ipravni dlohy. V této sérii potiebujete znalost vypoc¢ti nasledujicich tloh -
otestujte si ji:

01. Vypocitejte neurcité integraly:

a) /(xQ—x+1)2d:C b) /(x2+2)\/de C)/( vt dx

2z +1)(1 —2)
2 2
8 r+1 x°+ 2
d)/x(xz—él)dx e)/< —x) de f)/x2+4x—|—3dx
x4+ 3 ) 3x + 2
g)./a:2+3dx 377 +8 1)./332+:v+1d$
j) /(em +e %) dx k) /(1 —3z)e " dx 1) /(x —3)%e " dx
m) /(lnx+1n2 x)dx n) /COSZZL“dZL‘ 0) /sin?’xda:
p) /x2ln(az+1)dx r) /ewcosxdx s) /e‘MSiandx

02. Ve stejném soutfadnicovém systému znazornéte grafy funkci, resp. krivek; vysetiete,
zda tyto grafy urc¢uji omezenou ¢ast roviny (znézornéte):

a)y=2x,y=6—uz,y=0; b)y=2z,y=6—2x, x=0;
¢c)y=uz,y=23z,x=10; d) y ==,y =3z, y=10;
e)x+y=4, 1y =1; f)y=4—2%y=21%
gy =z,1=05 h) y=a% ¢ = ;

i)y =a? y=a% Dy=V2z,y=0z=8
kK)y=e"y=e"* y=2; D) y=e** y=e2% z=4
m) y=e”, y=e*, x=0; ny=2"y=>5x=0;
o)y:em,x—S,y 0, z =0; p)y=Inxz y=1In2;

a4yt =222+ =4,y=0; s)y==z,y=2x 2"+ =4
t) 22 +2y°=1,y=0,2=0; u) 2 +y? =2,y =

II. Vypocet urcitého integralu dané funkce na daném intervalu

Predpokladejme, ze funkce f(x) je pro x € (a, b) mirou zmény néjaké funkce F(x),

5 . dF
tudiz plati f(z) = e
celkovou zmeénu veli¢iny F(x) pro hodnoty z mezi x = a, x = b, tedy v intervalu (a, b),
najdeme pomoci primitivni funkce f(z) k dané funkci f(x) (integrovanim funkce f(z)) a
naslednym vypoctem rozdilu hodnot F'(b) — F'(a). Uvedeny postup se nazyva vypocet
urcitého integrdlu dané funkce v daném intervalu a znaci se jako

a navic funkce f(x) je v tomto intervalu (a, b) spojitd. Pak

b
/ f(z)dx  (Cteme: urcity integral funkce f(x) v mezich od a po b);

a

tudiz hodnota urcitého integralu je redlné ¢islo, které pocitame jako



b
| f@yde = Fb) - Fla),
pficemz F'(x) je (n&jaka) primitivni funkce k funkei F'(x) na uvedeném intervalu. Pouzivame
také zapis
b
[ f@)de = [F@), = F(b) = Flo);
tato formule se nazyva Newtonova — Leibnizova formule na vypocet urcitého integrdlu.

Proto 1ze vytvorit nasledujici tabulku jako analogii k tabulce neurcitych integralt:

1 gt ! 1
/az”da:: =
Jo n+1 0 n-+1

b b
kde=Fk -[z], =Fk-(b—a)

e dr = [e]) = b — e

w/2
/ coszdr = [sinx]g/2 =1
0

w/2
/ sinzdr = [— Cosx]g/2 =1

o

w/2 1 ) /2 T
/0 COSQZL‘dZEZE-[JZ—f—SanL’COSZL‘]O/ =7
w/2 1
/0 sinQ:cdx:5-[x—sinxcosx]g/2:%o

Substitucni metoda na vypocet urcitého integrdalu:
u(b)

[ otuten ey ar= [ g0 dr

(a)
pouzijeme substituci do neur¢itého integralu u(x) = ¢, v'(x)dxr = dt a pak pii této
substituci transformujeme také meze: pro x = a mame novou dolni mez ¢ = u(a), pro
x = b je nova horni mez t = u(b).
1
Ilustra¢ni pi¥iklad: Podcitejme / 8x(z? + 1)* du.
0

Reseni. Klademe substituci u = 22 + 1, du = 2z dz a transformujeme meze: dolni
mez x = 0 se transformuje na novou dolni mez u = 1, podobné horni mez r = 1 na u = 2,
proto

1 2
/ 8z(z* +1)3dx = / 4ud du = [uﬂf =16—1=15. e
0 1
Metoda per partes na viypocel urcitého integrdlu:

b ) b
/ v dr=[u v]a—/ u v dz.
Tlustraéni priklady:

1 1 1 9

/ z-etdy =[x e — / e dr = - [e*]y = -+ 1 (kazdy €len soudtu je
0 0

v mezich);

/eln:cdx:[x~lnx]i—/eldx:e—(e—1):1. 3
1 1

2



Urcity integral jako ploSny obsah rovinné oblasti

Jestlize y = f(x) je nezaporna funkce, ktera je spojita na uzavieném intervalu (a, b)
a jestlize jako O ozna¢ime rovinnou oblast uréenou grafem funkce pro = € (a, b), osou o,
a svislymi piimkami z = a, © = b, pak plosny obsah A(O) (A jako plosny obsah - "area")
oblasti O je ur¢en hodnotou urcitého integralu

b
A(O) = / f(z) dx (jednotek plosného obsahu).

Kvili prehledu ve vypoctu je vhodné zapsat oblast O pomoci systému nerovnosti: pro
soutadnice z, y bodu P[z, y] € O mame

a<x<b,

0<y< f(z).

Obecné: jestlize y = f(z), y = g(x) jsou dvé nezaporné funkce, obé spojité na uza-
vieném intervalu (a, b) a takové, ze pro vSechna = € (a, b) plati g(z) < f(z), pak plosny
obsah A(O) rovinné oblasti O ur¢ené systémem nerovnosti

a <z <hb,

g(z) <y < f(z)
je urcen hodnotou urcitého integralu

A(O) = /b(f(x) — g(z)) dz (jednotek plosného obsahu).

Oblast O ur¢uji nyni grafy funkei g(x), f(z) pro « € (a, b), osa o, a svislé pfimky = = a,
x = b; jeji plosny obsah vypocitame jako rozdil plosnych obsahti dvou oblasti, které urcuji
funkce f(z), resp. g(z).

Cislo - hodnotu uréitého integralu miizeme interpretovat jako ploSny obsah urcité
rovinné oblasti také v jinych souvislostech.

Tlustra¢ni piiklad. Vypocitejme plosny obsah rovinné oblasti urc¢ené obloukem
paraboly y = —2% + 4z — 3 a osou o,.

Reseni. Mame y = (3 —z)(z — 1), proto integracni meze jsou z = 1, x = 3; oblast O
zapiseme pomoci nerovnosti jako

1<x <3,

0<y<@B3—x)(r—1):

3 3 3
A(0) = [ (—2% + 4z — 3)dx = [_xg + 2x% — 3:70] = ;1 (jednotek plogného obsahu). e

Ulohy

1. Drdha a rychlost. Urcity objekt se pohybuje tak, ze jeho rychlost po ¢ minutach
odted je v(t) = 5 + 2t + 3t* metr za minutu. Jaké je velikost drahy objektu v priibéhu
2. minuty? V pribéhu 4. minuty?

2. Drdha objektu - jako plosny obsah rovinné oblasti. Rychlost urcitého objektu v(x)
v metrech za minutu se v prubéhu prvnich 20 minut jeho pohybu ménila: od zacatku
pohybu (z = 0) do 4. minuty byla v(z) = 0,5z m/min, od 4. do 10. minuty byla
konstantni v(x) = 2 m/min a od 10. do 20. minuty byla v(z) = 0,8z — 6 m/min.
Vypoditejte, jak velkou drahu v metrech ujel objekt a) za prvni 4 minuty; b) za 20 minut?
Znézornéte graficky.



3. Riist poctu obyvatel. Vyzkumy ukazuji, Ze x mésici odted populace ur¢ité oblasti
roste mirou 30 4+ 5z%? lidi za mésic. O kolik vzroste populace této oblasti v pribéhu
nasledujicich 8 meésicu? Jestlize se uvedeny trend dale nezméni, o kolik vzroste populace
v prubéhu 27 mésict odted?

4. Prijem z vgrobniho zarizeni. Urcité vyrobni zafizeni piinasi ¢ let od instalace piijem
mirou f(t) = 1000e%% (v dolarech za rok). Vypoditejte piijem, ktery p¥inese zaiizeni a)
za prvnich 5 let, b) za prvnich 10 let jeho uZivani. Znazornéte piijem graficky jako plosny
obsah urc¢ité rovinné oblasti.

5. Viykonnost. Po t hodinach prace je pracovnik urc¢ité tovarny schopen vyproduko-
vat 100te=%% vyrobki za hodinu. JestliZe pracovnik za¢ina pracovat v 8,00 hod., kolik
vyrobki vyrobi

a) mezi 9,00 a 10,00 hod., b) mezi 10,00 a 12,00 hod.?

6. Viygkonnost. Po t hodinidch prace prvni pracovnik urcité dilny vyrabi rychlosti
Q:1(t) = 60 — 2(t — 1)? vyrobkl za hodinu, zatimco druhy pracovnik vyrabi rychlosti
Q2(t) = 50 — 5t vyrobki za hodinu.

(a) Jestlize oba pracovnici pfisli do prace v 8,00 hod., o kolik vyrobki vice vyrobi
prvni pracovnik ve 12,00 hod. ve srovnani s druhym pracovnikem?

(b) Znazornéte feseni tlohy (a) jako plogny obsah ur¢ité rovinné oblasti.

7. Biologie - rist. Urcita kultura kvasinek roste rychlosti 0, 3e%* gramii za hodinu.

Vypocitejte, jaké celkové mnozstvi kvasinek se vytvori pii uvedeném ristu
a) za prvni 2 hodiny, b) za prvnich 5 hodin.
Znézornéte tato mnozstvi graficky jako plosny obsah rovinnych oblasti.

8. TeZba ropy. Podle udaji ziskanych za prvni tii roky tézby ropy v oblasti manazment

ropné spolocnosti odhaduje, 7e t rokiu od zaceti vrti bude ropa z loziska ¢erpana mirou

100
R(t) = 10 + 10 tisic bareli za rok, kde 0 < t < 15. Vypocitejte, kolik tisic barelt ropy

vytézi spole¢nost

a) za prvnich 5 let tézby; b) od 5. do 10. roku tézby. Znazornéte graficky.
100t
2425
0 <t < 25, pro a) prvnich 10 let tézby, b) od 5. do 15. roku tézby. Znézornéte.

9. Tézba ropy. Reste piedchozi alohu, jestlize R(t) + 4, pficemz ted

10. Celkovd spotreba. V urcitém staté dopyt po benzinu roste exponencialné mirou 5
procent za rok. Jestlize spotfeba v soucasnosti jsou 4 miliony litrii benzinu za rok, kolik
benzinu se spotiebuje ve staté béhem nasledujicich 3 let?

11. Spotreba energie. Piedpokladejme, Ze v urcité oblasti poptavka po ropé roste
exponencialné mirou 10 procent za rok. Jestlize spotieba v soucasnosti je 30 miliont litra
ropy za rok, kolik ropy se spotiebuje v této oblasti v pribéhu nasledujicich 10 let?

12. ZhromaZdovdni prostredki fondu. Odhaduje se, Ze t mésict odted rostou v dusled-
ku kampané meédif finan¢ni prispévky do urcitého fondu mirou R(t) = 5000e=%% dolari
za mésic, zatimco vydaje na takovou kampan zustavaji podle predpokladii na konstantni
mife 676 dolartd za mésic.

(a) Kolik mésici bude kampan médii pro fond ziskova?

(b) Jaky ¢isty piijem piinese kampan za obdobi v (a)?



(c) Interpretujte a graficky znazornéte ¢isty piijem jako plogny obsah ur¢ité rovinné
oblasti.

13. ZhromaZdovdni piispévki na charitu. Odhaduje se, Ze ¢ tydnt odted vzrostou
finan¢ni prispévky na charitu mirou R(t) = 6537¢~%3 dolarii za tyden, zatimco na vydaje
charity se musi vynakladat konstantni castka 593 dolari za tyden.

(a) Kolik tydni bude zhromazd ovani ptispévki pro charitu ziskové?

(b) Jak vysoky ¢isty vynos pfinese zhromazdovéani piispévki za obdobi v (a)?

(c) Interpretujte a graficky znazornéte uvedeny ¢isty vynos jako plosny obsah urcité
rovinné oblasti.

14. Vypocitejte urcité integraly, interpretujte pomoci plo§ného obsahu vhodné rovinné
oblasti:

1 ™ ™ e
a)/ ze® du; b)/ zsinz dz; C)/ 22 sin x dx; d) | Inzdx;

0 0 0 1

e 2 g 4 1 12241
e)/1 zlnzdx; f)/0 x2_9dx, g)/3 7x2—3x+2dx’ h) /_14_x2d:c,
) A R LS SR A Y Y e P i
1)/1 Vitor J)/l z(l+1Inx) v )/o rvl—2tdz; ) Lot

Lx+3 1 1
L2 (/4447d.
m) | gr2dn | gl
15. Plosny obsah trojihelniku. Pomoci urc¢itého integralu vypocitejte plosny obsah
trojuhelniku, ktery urcuji pfimky (znézornéte graficky):
a)y=4x,y=0,x=>5; b)y=142z,y=1—z,2=2;
c)y=22z,y=6—x,y=0; d)y=2z,y=6—x, x = 0;
e)y=4—z,y=4—-2z,2y=4—x.
16. Plosny obsah trojuhelniku. Pomoci urcitého integralu vypocitejte plosny obsah
trojihelniku AABC, jestlize:

a) A0, 0], B[—1, 3], C[1, —25]; b) A[—-1, 1], B[3, 2], C[3, 5|. Znazornéte.

17. Plosny obsah rovinné oblasti. Urcitym integralem vypocitejte plosny obsah rovin-
né oblasti uréené pomoci grafu kiivek (oblast znazornéte graficky):

a) y =6z — 2% y=0; b)y=—-z,y=x+2prol <z <3;
c)y=0,y=sinzpro0<z<m dyy=lnz,y=0prol <z <e;
e)y=1a?—2x,y=u; fyy=2%y=2*/4,y=1.

(Pomtcka pro f): vyuzijte symetrii oblasti.)

18. Plosny obsah rovinné oblasti. Urcitym integralem vypocitejte plosny obsah rovin-
né oblasti uréené grafy kiivek (oblast znazornéte graficky):

a) y =1z y? = b)y=a?—1z—06,y=—2?+5r + 14;

c)y =1’ y=dx d) y = 227, y* = da;

eJry=4,x+y=>5  f)y=a? y=2a%

gy=a2"y=0,2=1; h)y=22>-3r+2aosao, prox € (0, 3).

19. Dokazte, Ze pro integrovatelnou

Sayd=2- [ f(@)do;
b) lichou funkei f(z) plati /af(x) dx = 0;

—a

a) sudou funkei f(x) plati /



¢) spojitou periodickou funkei f(x) plati (T je perioda funkce)

/aa+Tf(x) dx = /OTf(x) dx.

20. Plosng obsah rovinné oblasti. Uréitym integralem vypocitejte plosny obsah rovin-
né oblasti, kterou urcuji grafy kiivek (oblast znazornéte graficky):

a)y=cosz pro 0 <x <7/2;

b) y =sinz, y = cosx a osou o, pro 0 <z < w/2;

¢) y =sinx, y = cosz a osou o, v 1. kvadrantu.

21. Plosnyg obsah rovinné oblasti. Ur¢itym integralem vypocitejte plosny obsah rovin-
né oblasti omezené grafy kiivek (oblast znazornéte graficky):

a)y=e’,y=e ", x=mn2; b)y=e,y=0,2=0z=1,

¢)y=Inxz, y=1Ina; d) kruznici 22 + y* = 8 a parabolou y* = 2x;
9 2
e)y:$7y:1+x2'

22. Stredni hodnota funkce. Vypocitejte stfedni hodnotu funkce v daném intervalu
{a, by a znazornéte graficky:

a) f(r) =1+, (0, 1), resp. (=1, 1); b) f(z)=1—22 (-1, 1), resp. (0, 1)
C) f( ) ( l‘), <07 2>; d) f(.T) = e”, <07 1>;

e) f(x) =sinx, (0, 7); f) f(z) = cosz, (0, g),

g) [(z) =2+ 27, (-1, 1); h) f(z) =Inz, (1, ).

23. Stiredni (primérnd) hodnota ceny. Zaznamy ukazuji, Ze t mésicii po 1. lednu
urc¢itého roku cena driibeze v lokalni siti velkych prodejen byla P(t) = 0,06t* — 0,2t + 1,2
dolari za 1 kg. Urcete prumérnou cenu za 1 kg dribeze (znazornéte graficky)

a) za prvni 3 mésice roku, b) za prvnich 6 mésici roku.

24. Stiedni hodnota funkce - finanéni rezervy. Finanéni rezervy (v tisicech dolari)
urc¢ité spolec¢nosti x mésicti po 1. lednu urcitého roku jsou urceny piiblizné funkci
Clx)=1+12z —2* (0 <z < 12).
Vypoditejte stfedni hodnotu finanénich rezerv (znazornéte graficky) v pribéhu
a) 1. ¢tvrtleti, b) 2. ¢tvrtleti, c¢) 1. pololeti, d) celého roku.

25. Primérnd rychlost. Rychlost objektu v(x) v metrech za minutu se v priabéhu
prvnich 20 minut pohybu ménila nésledovné: od zac¢atku pohybu (z = 0) do 4. minuty
byla v(x) = 0,52 m/min, od 4. do 10. minuty byla konstantni v(z) = 2 m/min a od
10. do 20. minuty byla v(z) = 0,8z — 6 m/min. Vypodcitejte stiedni hodnotu rychlosti
objektu, t.j. priamérnou rychlost (znazornéte graficky):

a) za prvni 4 minuty; b) za prvnich 10 minut; c¢) za 20 minut;
d) mezi 4. a 20. min.; e) mezi 8. a20. min.; ) mezi 10. a 20. minutou.

26. Drdha a rychlost, prumernd rychlost. Urcity objekt se pohybuje tak, Ze jeho
rychlost po uplynuti ¢ sekund odted je v(t) = /1 + ¢ metri za sekundu. Jakou drahu

ujede objekt za prvnich 15 sekund? Jaka je jeho primérna rychlost za uvedenych 15
sekund?

27. Stredni hodnota funkce. a) Profil Zlabu klesa do hloubky A metri rovnomérné
z obou stran tak, Ze jeho §ifka na povrchu je @ metri a v hloubce h metri ma zlab sitku



b metri. Vypocitejte stfedni hloubku zlabu.
b) Profil (jiného) zlabu méa tvar parabolického tuseku Sitky a a hloubky A metru.
Vypocitejte stiedni hloubku tohoto zlabu.

28. Stredni hodnota funkce - koncentrace ldtky. Pt lékafském vySetieni se do krevniho
obéhu pacienta podavé injek¢éné urcitd kontrastni latka rovnomérné v priibéhu 2 minut.
Koncentrace kontrastni latky (v miligramech na 1 litr) po ¢ minutach je urcena piiblizné
jako C'(t) = 14 0,5t% + 0,25t%, kde 0 < t < 2. Vypoditejte stiedni hodnotu koncentrace
v pribéhu

a) prvnich 30 sekund aplikovani injekce, b) prvni minuty, ¢) v pribéhu celych 2 minut
aplikovani. Znazornéte graficky.

29. Stredni hodnota funkce - stav zdsob. Obchodnik dostava dodavky po 12 000 kg
urc¢itého zbozi. Zbozi se prodavd rovnomérné mirou 300 kg za tyden. Jestlize naklady
na skladovani zbozi jsou 0,2 centu na 1 kg zbozi za tyden, jaké budou celkové naklady
obchodnika na skladovani zbozi za dalsich 40 tydni? Znazornéte graficky.

30. Stredni hodnota funkce - stav zdasob. Ve skladu je ulozena zésoba 60 000 kg urcité
suroviny, kterd odchazi do vyroby rovnomeérné a timto zptisobem se zasoba vycerpa prave
za 1 rok. Jaky je primérny stav zasob ve skladu

a) za prvni polovinu roku, b) za cely rok? Znazornéte graficky.

31. Stredni hodnota funkce - stav zdsob. Vyrobce plastovych vyrobki dostava 450
baleni potfebné suroviny kazdych 30 dni; surovina se ve vyrobé spotiebuje nerovnomérné
2

a z dni po kazdé takové dodavce je ve skladu f(x) = 450 — % baleni suroviny.

a) Vypocitejte stiedni hodnotu zasob ve skladu; znazornéte graficky.
b) Jestlize naklady na skladovani 1 baleni suroviny jsou 2 centy za den, urcete primérné
denni néklady na skladovani.

32. Stredni hodnota funkce - stav zdsob. Obchod dostava kazdych 60 dni v jedné
dodavce 600 krabic atletické obuvi; obuv se prodédva nerovnomérné a x dni po dodéni
je ve skladu f(z) = 600 — 20v/15x krabic. Vypotitejte stiedni hodnotu zasob ve skladu;
znazornéte graficky.

33. Stiedni hodnota funkce - stav zdsob. Vypocitejte v predchozi tloze primérné
denni naklady na skladovani, jestlize naklady na skladovani jedné krabice jsou 0,5 centu.

34. Stredni hodnota funkce - stav zdsob. Velkoobchod dostava v jedné dodavce 1200
baleni urc¢itého druhu ¢okolady kazdych 30 dni; ¢okolada se prodava maloobchodnikim
rovnomérné takovym zpusobem, Ze x dni po piichodu dodavky je na skladé presné
f(z) = 1200 — 40z baleni.

a) Vypocitejte stiedni hodnotu zasob ve skladu.

b) Jestlize naklady na skladovéni 1 baleni ¢okolady jsou 3 centy za den, urcete prumérné
denni néklady na skladovani.

35. C’isty’ vynos z vyrobniho zavizeni. Jestlize se urcité vyrobni zafizeni pouziva x let,
pak generuje pifjem mirou R = R(z) dolart za rok a naklady na jeho pouZivani rostou
mirou C' = C(z) dolari za rok.

(a) Vypocitejte, za jaké obdobi je pouzivani vyrobniho zafizeni ziskové.

(b) Jaky je &isty vynos z pouzivani vyrobniho zafizeni za obdobi urc¢ené v tloze (a)?



(c) Znazornéte Cisty vynos graficky pomoci plo§ného obsahu ur¢ité rovinné oblasti.
Reste tyto alohy pro R(x), C(z):
1) R(x) = 6025 — 1022, C(x) = 4000 + 152%; 2) R(z) = 6025 — 822, C'(x) = 4681 + 132%;
3) R(x) = 5575 — 522, C(x) = 1975+ 202%  4) R(x) = 5000 — 2022, C(x) = 2000+ 1022,

36. Zisk z investovdni. Predpokladejme, Ze x let odted bude prvni investi¢ni plan
vytvaiet prijem mirou R;(x) = 50+ 22 dolari za rok, zatimco druhy investi¢ni plan mirou
Ry(x) = 200 + 5z dolart za rok.

a) Vypocitejte, jak dlouho bude druhy investi¢ni plan ziskovéjsi nez prvni plan a
znazornéte Ry(x), Ro(x) graficky.

b) Vypocitejte rozdil v zisku, jestlize se v obdobi podle a) bude investovat podle
druhého planu, a znazornéte zisk jako plosny obsah urcité rovinné oblasti.

37. Investovini. Reste predchozi tlohu pro funkce Ry(z), Ro(z) (Cas z je ve vyznamu
roky):
a) Ri(z) =100 + 22, Ry(z) = 220 4+ 2x; b) Ry(z) = 60e™1%*, Ry(z) = 160”05,

38. Sklon zdkaznika ke spotiebe. Dana je funkce poptavky zakaznika D(q) po ur¢itém
zbozi (v dolarech za kus - jednotku zbozi). Vypodcitejte celkové mnozstvi penéz, které je
zékaznik ochoten utratit na nakup o kusii (jednotek) zbozi, znazornéte graficky funkce
poptavky a sklonu zékaznika ke spotiebé jako plosny obsah urcité rovinné oblasti:

300
_ 2 — 6 _ _ .
a) D(q) = 2(64 — ¢*) dol./kus, go = 6; b) D(q) 017 +1) dol. /kus, gy = 5;
400
C) D(Q) = m ClOl./kUS7 qo = 12.
39. Sklon zdkaznika ke spotrebé. Reste predchozi dlohu, jestlize:
a) D(q) = 4(]3.1)3 dol./kus, go = 10; b) D(q) = 40e~%%4 dol. /kus, qo = 10;

c¢) D(q) = 50e7%%49 dol. /kus, gy = 15.

40. Spotrebitelsky prebytek. Dana je funkce poptavky D(q) zédkaznika po urcitém
zbozi. Vypocitejte spotiebitelsky prebytek, jestlize trzni cena za jednotku zbozi je py,
znazornéte graficky funkci poptavky a spotiebitelsky prebytek jako plosny obsah urcité
rovinné oblasti:

a) D(q) = 2(64 — ¢%) dol. /kus, py = 110;

b) D(q) = 150 — 2 — 3¢* dol. /kus, py = 117;

300
C) D(q) = m dOl./kUS, Po = 12.

41. Spotrebitelsky prebytek. Reste predchozi tdlohu, jestlize:

4
a) D(q) = 0553_2 dol. /kus, po = 20; b) D(q) = 40e=%97 dol. /kus, py = 11, 46;

(¢) D(q) = 30e~%%% dol. /kus, py = 11.
42, Spotrebitelsky prebytek. Predpokladejme, Ze2funkce poptavky po uréitém zbozi je

D(q) = 23 — ¢* a funkce nabidky zbozi je S(q) = % +2¢ + 5 (tato nabidka tudiz urcuje

cenu, za kterou se mnozstvi g vyrobku dodava na trh). Jestlize se uvedené mnozstvi



prodé za rovnovaznou cenu (poptavka a nabidka jsou stejné), vypocitejte spotiebitelsky
piebytek. Znazornéte prebytek graficky jako plosny obsah urcité rovinné oblasti.

43. Spotrebitelsky prebytek. Reste predchozi tlohu, jestlize funkce poptavky, resp.

16 1
nabidky jsou D(q) = P 3, S(q) = %

44. Prijem z prodeje. Vyrobce kol predpoklada, ze x mésicu odted budou zékaznici
kupovat 500 kol za mésic za cenu P(z) = 80 + 3/« dolarti za jedno kolo. Jaky je celkovy
prijem vyrobce z prodeje kol v prubéhu nasledujicich

a) 4 mésici, b) 16 mésicu?

45. Prijem z prodeje. Vyrobce kol piedpoklada, 7ze x mésici odted budou zékaznici
kupovat f(x) = 500 + 64/« kol za mésic za cenu P(z) = 80 + 3y/x dolart za jedno kolo.
Jaky je celkovy piijem vyrobce z prodeje kol v pribéhu nasledujicich

a) 4 mésici, b) 9 mésica?

46. Pokles hodnoty. Odprodejni hodnota urcitého vyrobniho zafizeni klesa v pribéhu
10 let tak, ze mira poklesu hodnoty se méni v Case; jestlize je zafizeni x let staré, mira
(rychlost), jakou se méni jeho hodnota, je 220(z — 10) dolaru za rok. O kolik klesne
hodnota zafizeni v priubéhu a) 2. roku, b) 4. roku pouzivani? Znéazornéte graficky.

47. Prijem z prodeje. Predpoklada sa, ze poptavka po urc¢itém vyrobku roste expo-
nencialné mirou 2 procenta za rok. Jestlize je v soucasnosti poptavka 5000 vyrobku za
rok a cena tohoto vyrobku ziistava nezménena 40 dolart za kus, jaky bude pfijem vyrobce
z prodeje v prubéhu

a) nasledujictho roku, b) nasledujicich 2 let?

48. Lorenzova krivka rozloZend prijmi. Vypocitejte koeficent nerovnosti pro Lorenzovu

kiivku a znazornéte graficky, jestlize f(x) = 5 + 5 Je predpis pro Lorenzovou kiivku.
Vypoditejte také, jaké procento z celkovych pfijmu v tomto pripadé dostava dolnich 25 %

domécnosti, resp. dolnich 50 % domécnosti; znazornéte graficky.

49. Lorenzova krivka rozloZend prijmai. Vypocitejte koeficent nerovnosti pro Lorenzovu
kiivku, jestlize Lorenzova kiivka je urcena piedpisem (znazornéte graficky):

¥ THT T g 10 100 9 25 T o5 25 ' 25
522 x x? 5% 1
T Ly Za(2? + 2).

Pro k¥ivky a), b) vypocitejte, jaké procento z celkovych pi{jmu dostava dolnich 25 %
domacnosti, resp. dolnich 50 % domécnosti; znazornéte graficky.

Regeni tiloh:

1. 15 m, resp. 49 m e 2. a) 4 m; b) 76 m e 3. 336 osob, resp. 1539 osob e 4. a)
5535,07 dolari; b) 12 295,62 dolart e 5. a) 69,61 vyrobkia; b) 131,90 vyrobki e 6. a)
0 62 vyrobki e 7. a) 0,664 gramii; b) 1,946 gramu e 8. a) 90,55 tisic bareli; b) 78,77 tisic
bareli @ 9. a), b): 50In5 + 40 = 120,5 e 10. 12,947 milioni litra e 11. 515,48 miliona

5000 10 . 6537

576 (asi 10 mésici); b) asi 14 852,62 dolarti @ 13. a) — In ——, tedy

litra @ 12. a) 51n 3 593




asi 8 tydni; b) asi 15 069,26 dolarti @ 14. a) 1; b) m; ¢) 72 — 4; d) 1; e) 1/4(e* + 1); f)
1/5(In5 —In9); g) 2In2 — In3; h) 5/2In3 — 2; i) 0,7454; j) In2; k) 1/3; 1) 0,4052; m)
0,3744; n) 0,2400 e 15. a) 50; b) 6; ¢) 12; d) 6; ¢) 8/3 @ 16. a) 11; b) 6 ¢ 17. a) 36;
b) 12;¢) 2;d) 1;e) 9/2; f) 4/3 @ 18. a) 1/3; b) 343/3; ¢) &; d) 5/6; e) 15/2 — 8In2; f)

1/12; g) 7’Hl—1; h) 11/6 © 20. a) 1;b) 2—+/2;¢) vV2—1e21. a)1/2;b)e—1;¢) 3

-e;d) 2r+4/3, 6m —4/3;e) m—2/3 @22, a) 3/2; 1; b) 2/3,2/3; ¢) 2/3; d) e - 1; €)
2/m; £) 2/m; ) 1/3; h) 1/e @ 23. a) 1,08 dolart, b) 1,32 dolart e 24. a) 16; b) 34; ¢) 25;
d) 25 ¢ 25. a) 1 m/min; b) 1,6 m/min; ¢) 3,8 m/min; d) 4,5 m/min; e) 5,3 m/min; f) 6
m/min e 26. 42 m, 2,8 m/sek. e 27. stiedni hloubka Zlabu je: a) h/2 (v ném &itka zlabu
(a+b)/4); b) 2h/3 e 28. a) 1,0448; b) 365,300 (asi 1,2167); ¢) 37/15 (asi 2,467)  29. 12
dolart e 30. a) 45 000 kg; b) 30 000 kg e 31. a) 300 baleni; b) 6 dolart e 32. 200 krabic
e 33. 1 dolar e 34. a) 600 baleni; b) 18 dolart e 35. 1la) 9 let; 1b) 12 150 dolarti; 2a)
8 let; 2b) 7168 dolari; 3a) 12 let; 3b) 28 800 dolaru; 4a) 10 let; 4b) 20 000 dolart e 36.
a) 15 let; b) 1687,5 dolart e 37. a) 12 let, 1008 dolari; b) 251n(8/3) (asi 24,5 mésici),
ptiblizné 4740,75 dolari e 38. a) 624 dolari; b) 1000 dolarii; ¢) 16001n2 dolari e 39. a)
751n(43/3) dolari; b) 800(1 — e~%°) dolart; ¢) 1250(1 — e %) dolari e 40. a) (go = 3)
36 dol.; b) (go = 3) 66 dol.; ¢) (go = 40) 1920 dol. e 41. a) (go = 36) 8001n 10 — 720; b)

~1
(qo = 25) 800(1 — e~ 125) — 286, 5 = 284,30 dol.; ¢) (qo = 25) T50°

. — 275 42, gy = 3,

po = 14 dolari, proto 18 dolaru e 43. gy = 2, py = 1 dolar, proto 16In2 — 8 dolari e 44.
a) 168 000 dolart; b) 704 000 dolari e 45. a) 170 704 dolart; b) 396 369 dolari e 46. a)
pokles o 1870 dolart, b) pokles o 1430 dolari e 47. a) 202 013,4 dolard, b) 408 107,74
dolari e 48. 1/6; 15,625 %, resp. 37,5 % e 49. a) 1/5; b) 3/10; ¢) 1/25; d) 3/25; e) 5/18;
f) 1/18; g) 1/6; pro kiivku a) 13,75 %, 35 %; pro kiivku b) 8,125 %, 27,5 % e

Pojmy, vztahy, oznac¢eni

Mira zmény a celkovi zména funkce na intervalu

Metody vypoc¢tu urcéitého integralu dané funkce na daném intervalu
Vlastnosti urc¢itého integralu

Urcity integral jako plo$ny obsah rovinné oblasti (Newtontv integral)
Plosné obsahy slozitéjSich oblasti

Stfedni hodnota (average value) funkce na daném intervalu

Aplikace urcitého integralu v ekonomii:

- Cisty pifebytek zisku z investovani (net excess profit)

- &isty vynos z vyrobniho zafizeni (net earning from industrial equipment)
- Lorenzova k¥ivka rozloZeni pfijmi

- spotiebitelsky a podnikatelsky pfebytek (consumer surplus, producer sur-

plus)

- problém skladovani (inventory problem)

4. unora 2004
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Opravy
Do textu tloh nebo do vysledkii byly zaneseny tyto opravy:

5. a) opraven vysledek: ma byt 69,61 vyrobku
26. v celém textu dlohy jednotky jsou m/sek.
41. b) opraven vysledek: ma byt 800(1 — e~ %) — 286, 5 = 284, 30 dol.

11



