
ZÁKLADY MATEMATIKY 2

3. SÉRIE: MATICE, DETERMINANTY

P°ípravní úlohy. V této sérii se p°edpokládá, ºe umíte °e²it soustavy lineárních
rovnic metodou GEM, speciáln¥ pomocí °ádkových úprav umíte upravovat matice. �e²te
úlohy 01 � 03:

01. Upravte následující matice na redukovaný tvar:

a)

 3 −2 0 1
2 −3 −1 4
0 2 −1 6

; b)
 0 3 −2 0 0

5 −2 −3 1 4
−1 0 2 −1 6

; c)


5 0 1
−5 −1 4
−2 −1 4

2 −3 6

; d)


10 20
20 −10

−15 40
30 0


02. Ur£ete v²echna °e²ení soustav lineárních rovnic:

a)
x1− x2 = 2

3x1+2x2− x3 = −2
4x1 +3x3 = 2

b)
x1− x2 = 0

3x1+2x2−x3 = 0
4x1+ x2−x3 = 0

c)
0, 3x1+0, 2x2 = 5
0, 1x1+0, 1x2 = 10
0, 2x1+0, 1x2 = 15

03. Ur£ete v²echny hodnoty reálných parametr· a, b, pro které má soustava rovnic
jediné °e²ení, resp. nekone£n¥ mnoho °e²ení, resp. °e²ení neexistuje. Ur£ete v²echna
existující °e²ení a prove¤te pro n¥ zkou²ku správnosti:

ax1+bx2 = 1
ax2+bx3 = a

ax1 +bx3 = b

1. �e²te maticovou rovnici A − 2 · X − 3B = En pro neznámou matici X, p°i£emº
matice A, B jsou (En je jednotková matice odpovídajícího typu):

a) A =

(
2 3

−1 10

)
, B =

(
10 30
10 0

)
; b) A =

(
a 0
0 a

)
, B =

(
0 b
b 0

)
;

c) A =

 12
18
16

, B =

 −12
24
36

; d) A =

 2 0 30
20 30 0
0 30 20

, B =

 0 0 −1
0 −1 0

−1 0 0


2. Ur£ete sou£iny matic:

a)
(

0 0
0 1

)
·
(

2 3
0 2

)
; b)

(
2 3 0
0 2 1

)
·

 0 2
1 0
1 5

; c)
 2 3 1

0 2 3
−1 0 0

 ·

 0 0 1
0 1 0
1 0 0


3. Ur£ete sou£iny matic:

a)
(

a b
c d

)
·
(

α β
γ δ

)
; b)

(
2 −3
4 −6

)
·
(

9 −6
6 −4

)
; c)

(
3 4 −1

)
·

 3 2
0 1
1 −1
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4. Permuta£ní matice. �tvercová matice P stupn¥ n se nazývá permuta£ní maticí,
jestliºe má v kaºdém °ádku a v kaºdém sloupci pouze jediný nenulový prvek rovný 1.

a) Kolik je permuta£ních matic stupn¥ 3? Napi²te je a interpretujte jejich význam.
b) Utvo°te tabulku sou£in· v²ech moºných dvojic permuta£ních matic stupn¥ 3.
c) Jaký ú£inek má násobení matice A permuta£ní maticí zprava, resp. zleva? Pro

A =

(
a1 b1 c1

a2 b2 c2

)
ur£ete sou£in A · P , resp. pro A =

 a1 b1

a2 b2

a3 b3

 ur£ete sou£in P · A;

P je libovolná permuta£ní matici stupn¥ 3.

d) Pro A =

 a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

 ur£ete sou£iny A · P , P · A (P je lib. permuta£ní matice

stupn¥ 3).

5. Ur£ete sou£iny matic:

a)
(

4 3
7 5

)
·
(
−28 93

38 −126

)
·
(

7 3
2 1

)
;

b)

 1 2 0
2 1 0
0 1 2

 ·

 0 1 −1
1 −1 0

−1 0 1

 ·

 2 3 4
2 3 0
2 0 0


6. Ur£ete mocniny matic:

a)
(

cos α − sin α
sin α cos α

)2

; b)
(

1 −2
3 4

)3

; c)
(

2 −1
3 −2

)4

; d)
(

1 1
0 1

)n

7. Ur£ete mocniny matice A2, A3 pro matici A =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0

 .

8. Rozhodn¥te, zda také pro dv¥ matice A, B platí vztah (A+B) · (A−B) = A2−B2.

Ur£ete matice (A + B) · (A −B), A2 −B2 pro A =

(
2 3

−3 0

)
, B =

(
−1 5
−5 1

)
.

9. K dané matici A ur£ete v²echny matice B takové, pro které platí: A · B = B · A;
matice B s touto vlastností se nazývá matice zam¥nitelná s A. �e²te pro matice A:

a)
(

1 2
3 4

)
; b)

(
7 −3
5 −2

)
; c)

 3 1 0
0 3 1
0 0 3


10. Hodnota skladovaného zboºí. Ur£itá spole£nost se zabývá prodejem 5 model·

po£íta£· A, B, C, D, E ve 3 prodejnách P1, P2, P3. Po£ty kus· kaºdého z po£íta£·, keré
se skladují v jednotlivých obchodech a jsou k dispozici zákazník·m, jsou zapsány v matici
S; velkoobchodní (V ) a maloobchodní (M) ceny v dolarech kaºdého z 5 model· po£íta£·
jsou zapsány v matici T :
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A B C D E

S =

 4 2 3 7 1
2 3 5 0 6

10 4 3 4 3

 v P1

v P2

v P3

V M

T =


700 840

1400 1800
1800 2400
2700 3300
3500 4900


A
B
C
D
E

a) Interpretujte °ádky, resp. sloupce uvedených matic S, T ; ur£ete postupn¥ pro
jednotlivé prodejny hodnotu v²ech skladovaných po£íta£· ve velkoobchodních cenách,
resp. v maloobchodních cenách.

b) Vypo£ítejte sou£in matic S · T a interpretujte jej.

11. Výpo£et spot°eby surovin. Spot°eba polotovar· P1, P2 v odpovídajících jednotkách
na výrobu výrobk· V1, V2, V3 je ur£ena produk£ní maticí

V1 V2 V3

A1 =
(

2, 7 1, 1 3, 0
4, 8 5, 1 2, 3

)
P1

P2

a spot°eba surovin S1, S2, S3 v odpovídajících jednotkách na výrobu polotovar· P1, P2 je
ur£ena produk£ní maticí

P1 P2

A2 =

 2, 3 2, 0
3, 1 3, 1
0, 1 2, 2

 S1

S2

S3

Ur£ete spot°ebu surovin S1, S2, S3 na výrobu 20 jednotek výrobku V1, 25 jednotek výrobku
V2 a 40 jednotek výrobku V2. Ur£ete produk£ní matici mezi výrobou a spot°ebou surovin.

12. Preference zákazníka. Dva �tness kluby se snaºí získat zákazníky. Te¤ má Fitness
Klub A 480 £len·, Fitness Klub B 720 £len·. P°esn¥ o rok pozd¥ji 40 % £len· Fitness
Klubu A p°e²lo do Fitness Klubu B a 30 % £len· Fitness Klubu B p°e²lo do Fitness Klubu
A. P°edpokládejme, ºe celkový po£et 1200 £len· obou klub· se nezm¥ní; kolik £len· bude
mít kaºdý z uvedených klub· v následujícím roce? Jestliºe se uvedený trend nebude
m¥nit, jaké po£ty £len· to budou o 2 roky pozd¥ji?

13. Lokalizace letadel. Ur£itá letecká spole£nost má 50 letadel na leti²tích 3 m¥st: 30
letadel v Los Angeles, 12 v St. Louis a 8 letadel v Dallasu. V pr·b¥hu 8 hodin dochází
v d·sledku provozu k t¥mto zm¥nám: 20 % z po£tu letadel v Los Angeles odletí do St.
Louis a 10 % do Dallasu; 25 % z po£tu letadel v St. Louis odletí do Los Angeles a 50 %
do Dallasu; 12,5 % z letadel v Dallasu odletí do Los Angeles a 50 % do St. Louis. Kolik
letadel bude po 8 hodinách v kaºdém ze t°í uvedených m¥st?

14. Preference. Dv¥ konkuren£ní �rmy F1, F2 se zabývají výkupem druhotných
surovin ve m¥ste s 28 700 obyvateli. Podmínky výkupu dlouhodob¥ zp·sobují zm¥ny
v po£tech lidí, kte°í si zvolí jednu nebo druhou �rmu. Po uplynutí období 1 m¥síce
10% zákazník· �rmy F1 zvolí rad¥ji F2, za stejné období obrácen¥ 25 % zákazník· �rmy
F2 p°ejde k F1. P°edpokládejme, ºe na za£átku má �rma F1 12 500 spolupracujících
zákazník· a �rma F2 má 16 200 zákazník·. Jestliºe budeme p°edpokládat stejný trend i
v dal²ích obdobích a celkový po£et obyvatel m¥sta z·stane stejný, vypo£ítejte procentní
a také absolutní zm¥ny v po£tech zákazník· obou �rem po 2, resp. 4 m¥sících.
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15. Inverzní matice. Ur£ete inverzní matice k maticím:

a)
(

1 −2
3 4

)
; b)

(
3 4
5 7

)
; c)

(
a b
c d

)
;

d)
(

1 2
−2 −4

)
; e)

 1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

; f)

 5 0 0
0 −2 0
0 0 4

;

g)

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

; h)

 2 3 −10
−1 −8 15

3 −2 −5

; i)


1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1


16. Ur£ete inverzní matici A−1 a matici inverzní k matici A2 (tj. (A2)−1) pro matici

A =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0

 .

17. Maticové rovnice - inverzní matice. Ur£ete matici X, pro kterou platí:

a)
(

1 2
3 4

)
·X =

(
3 5
5 9

)
; b)

(
3 −1
5 −2

)
·X ·

(
5 6
7 8

)
=

(
14 16
9 10

)
;

c) X ·
(

3 −2
5 −4

)
=

(
−1 2
−5 6

)
; d)

 1 2 −3
3 2 −4
2 −1 0

 ·X =

 1 −3 0
10 2 7
10 7 8


18. Maticové rovnice - inverzní matice. Ur£ete °e²ení soustavy lineární ch rovnic

pomocí inverzní matice A−1:

a)
(

5 −8
5 4

)
· x =

(
0
6

)
; b)

(
3 8

−7 5

)
· x =

(
−20
−48

)
;

c)

 1 1 1
0 1 1
0 0 1

 · x =

 5
3
0

; d)

 1 0 1
0 −1 0
1 0 0

 · x =

 10
20

−30


19. Ur£ete inverzní matici ke kaºdé z permuta£ních matic 3. stupn¥.

�e²ení úloh:

1. a), b), c), d): pokaºdé X =
1

2
(A − 3B − En) • 2. a)

(
0 0
0 2

)
; b)

(
3 4
3 5

)
; c) 1 3 2

3 2 0
0 0 −1

 • 3. a)
(

aα + bγ aβ + bδ
cα + dγ cβ + dγ

)
; b)

(
0 0
0 0

)
; c)

(
8 11

)
• 4. c), d)

násobení matice A n¥kterou permuta£ní maticí zprava (zleva) zp·sobí zm¥nu v po°adí
sloupc· (°ádk·) matice A do nového po°adí sloupc· (°ádk·) ur£eného sloupcovými (°ád-
kovými) indexy prvk· 1, jestliºe v p°íslu²né permuta£ní matici procházíme její sloupce
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(°ádky) zleva (shora) • 5. a)
(

2 0
0 3

)
; b)

 0 3 8
0 6 4
0 −6 −4

 • 6. a)
(

cos 2α − sin 2α
sin 2α cos 2α

)
;

b)
(
−35 −30

45 10

)
; c)

(
1 0
0 1

)
; d)

(
1 n
0 1

)
• 7. A2 =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 1 0

, A3 = E3 •

8. Rovnost obecn¥ neplatí: (A+B)(A−B) =

(
−61 −10
−32 −17

)
, A2−B2 =

(
−29 6
−6 −33

)

• 9. a)
(

a 2b
3b a + 3b

)
(a, b ∈ R lib.); b)

(
a 3b

−5b a + 9b

)
(a, b ∈ R lib.); c) a b c

0 a b
0 0 a

 (a, b, c ∈ R lib.) • 10. S · T =

 32000 40480
37000 50160
39300 50700

 (sloupce: hodnota

v²ech skladovaných po£íta£· ve velkoobch., resp. maloobch. cenách v jednotlivých prode-
jnách - °ádky) • 11. Jestliºe ozna£íme spot°ebu jednotlivých polotovar· jako sloupcový
vektor P , spot°ebu jednotlivých surovin jako sloupcový vektor S, mnoºství jednotlivých
výrobk· jako sloupcový vektor V , pak

P = A1 · V =

(
201, 5
315, 5

)
, S = A2 · P =

 1094, 45
1602, 70
714, 25

 a produk£ní matice je sou£in

A2 · A1 =

 15, 81 12, 73 11, 50
23, 25 19, 22 16, 43
10, 83 11, 33 5, 36

; proto S = (A2 · A1) · P • 12. Po£ty £len· po

1. roce v klubech: 504, resp. 696; po 2.roce: 511,2, resp. 688,8 • 13. 25, 13, 12 •
14. Po 2 m¥s.: F1 m 17 120 zák., F2 m 11 580 zák.; po 4 m¥s.: F1 m 19 072 zák., F2

m 9 628 zák. • 15. a)
(

0, 4 0, 2
−0, 3 0, 1

)
; b)

(
7 −4

−5 3

)
; c)

1

ad− bc
·
(

d −b
−c a

)
(existuje

pouze pro ad − bc 6= 0); d) neexistuje; e) 1/9 ·

 1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

; f)
 1/5 0 0

0 −1/2 0
0 0 1/4

;

g)

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

; h) neexistuje; i)


1 −1 0 0
0 1 −1 0
0 0 1 −1
0 0 0 1

 • 16. A−1 =


1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0

,

(A2)−1 = A • 17. a)
(
−1 −1

2 3

)
; b)

(
1 2
3 4

)
; c)

(
3 −2
5 −4

)
; d)

 6 4 5
2 1 2
3 3 3

 • 18. a)

(
0, 8
0, 5

)
; b)

(
4

−4

)
; c)

 2
3
0

; • d)

 10
20

−30

 • 19. •
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Pojmy, vztahy, ozna£ení

Matice, význa£né matice

Operace s maticemi: sou£et, rozdíl, násobek

Sou£in matic, vlastnosti sou£inu

Stochastické matice, pouºití

Matice inverzní k dané matici; podmínky existence, výpo£et

Permuta£ní matice, vlastnosti, pouºití

13. února 2004

Opravy

Do textu úloh nebo do výsledk· byly zaneseny tyto opravy:

6. b) opraven výsledek: má být
(
−35 −30

45 10

)

6. c) opraven výsledek: má být
(

1 0
0 1

)
Opraveno £íslování výsledk· úloh: za výsledky úlohy 6. následují výsledky úlohy 7.
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