ZAKLADY MATEMATIKY 2

4. SERIE: LINEARNI PROSTORY, ARITMETICKE VEKTORY

Piipravni dlohy V této sérii se predpoklada znalost maticového poctu — operaci
s maticemi, a rovnéz poznatky o realnych funkcich ze ZMATI1; potifebujeme vhled do
nékterych vlastnosti téchto funkci. Reste tlohy 01 — 02:

01. Meérent teploty — iloha na pouziti matic. V pitibéhu m dni jsme na uréitém misté
pravidelné n—krat denné mérili teplotu. Vysledky jsme zapsali do tabulky — matice typu
{m, n}. Zaznam nebo prvek t;; v této matici tudiz znamena teplotu naméfenou v j-tém
méfeni -tého dne. Vyfeste nasledujici tilohy v tomto smyslu:

— zapiSte s pouzitim potiebnych prvku matice nebo fadki, sloupcii této matice, co je
potieba vypocitat.

(1) Jaké byly v jednotlivych dnech primérné denni teploty?

(2) Jaké maximalni, resp. minimalni denni teploty se za obdobi méfeni dosahly v
jednotlivych dnech?

(3) Jaky je pramér vSech maximalnich dennich teplot?

Jaké je maximum v8ech minimalnich dennich teplot?

Urcete prumérné teploty namétené vidy ve stejnou dobu méfeni.

Ve kterych dnech teplota ani v jednom méteni nedosahla priumérnou denni teplotu?
Ktery den byl z hlediska primérné teploty nejteplejsim, resp. nejchladnéjsim

10) Ktery den byl z hlediska minimalni naméfené teploty nejchladnéj$im dnem?

11) Ve kterych dnech byly rozdily maximélnich a minimélnich teplot nejvétsi?

12) Ve kterych dnech teplota v prvnim méfeni byla nizsi nez v predchozim dni?
(13) Existovaly takové dva po sobé jdouci dny, ve kterych rozdil primérnych teplot

byl nejméné 10 st. C?

(Navod. Kupft. pro (1) potiebujeme vypoéitat pro kazdé i, 1 < i < m hodnoty

A = ib f:l tij, neboli uréit sloupcovy vektor obsahujici téchto m prvku.)
j=

02. Prodej zbozZi — iloha na pouziti matic. Vydavatel zaznamenal poc¢ty knih n riznych
titulli, které se prodavaly za konkrétni rok v siti m prodejen. Vysledky zapsal do tabulky
— matice typu {m, n}. Zaznam nebo prvek a;; v této matici znamend proto pocet knih
titulu j, 1 < j < n, prodanych v i-té prodejné, 1 < ¢ < m. Napiste formulemi, jak je
potieba prohledavat nebo jaké operace potiebujeme provést s prvky této matice, jejimi
rfadky nebo sloupci pro feseni tlohy:

(1) Prodala kazda prodejna alespoii jeden titul?

2) Ve které prodejné se néktery titul viibec neprodal?

3) Ktery z tituli se prodaval nejlépe v jednotlivych prodejnach?

4) Ktery z tituli se prodéaval nejlépe ve v8ech prodejnach dohromady?
5) Ve kterych prodejnéch se prodala stejnd mnozstvi 1. titulu?
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(6) Pokud se ve vsech prodejnach j-ty titul prodava za stejnou cenu p; K¢, 1 < j <mn,
jaké by byly trzby jednotlivych prodejen z prodeje vech tituli?

03. Necht f, g jsou dvé realné funkce proménné x definované na mnoziné M, necht c je
realné cislo. Predpokladejme, ze obé funkce f, ¢ maji na mnoziné M urcitou vlastnost v.
Rozhodnéte, zda funkce f 4+ g, ¢- f maji rovnéz tuto vlastnost v; pokud ano, zdivodnéte,
pokud ne, uved'te protiptiklad.

Reste pro nasledujici vlastnosti:

— funkce je nezaporna, — funkce je nenulova,

— f(z) >0 proz >0, — funkce je konstantni,

— funkce je lineérni, — funkce je omezena,

— funkce nema nulové body, — funkce je spojita (nespojita),

— ma pouze koneény pocet bodu nespojitosti, — funkce je suda (licha),

— funkce je periodicka, — funkce je prosté,

— funkce je rostouci (klesajici), - plati f(0) =0,

— plati f(x) =0 pro danou My, M; C M, - plati f(0) = 10,

— obé funkce maji stejnou ASS v oo, — obé funkce maji ASS v oo,

— funkce je konvexni (konkéavni), — plati xlg;pl() f(z) = le%lO g(x) = L.

1. Linedrni prostor. Zjistéte, zda uvedend mnozina s obvyklymi operacemi s¢itani a
nasobeni redlnym ¢islem tvori linedrni prostor:

a) Ey (resp. F3) — mnozina vSech dvojic (resp. trojic) realnych ¢isel — vektorii, operace
v F5 definujeme po slozkach;

b) V,, — mnozina v8ech n-tic realnych ¢isel (n-slozkovych vektort, n-rozmérnych vek-
tort) pro dané n, operace ve V,, definujeme po slozkach (R je mnozina vSech realnych ¢isel);

¢) Vno — mnozina v8ech n-rozmérnych vektoru s vlastnosti zy + xo + ... + 2, = 0;

d) V1 — mnozina v8ech n-rozmérnych vektora s vlastnosti x1 + xo + ... + z,, = 1;
e) Ay = {(x1, x2) : 21, 2 € R,x9 = ka1, k € R} pro k € R dané;
f) Ay = {(x1, 22) 1 w1, 10 € Ry20 =2 — 11}

g) As ={(z1, 22, 23) :x; € Ryi=1,2, 3, xzo =0};

h) mnozina F'(x) vsech funkci f : R — R;

i) mnozina F'(x) vSech funkci f : R — R, rostoucich na R;

j) mnozina P(z) v8ech polynomickych funkei s redlnymi koeficienty;

k) mnozina P,(z) v8ech polynomickych funkci s redlnymi koeficienty stupné nejvice
n, kde n je dané;

1) mnozina SF(x) v8ech funkci f : R — R, spojitych na R;

m) mnozina M,, vech ¢iselnych ¢tvercovych matic stupné n pro dané n;

n) mnozina SM,, v8ech ¢tvercovych symetrickych matic stupné n pro dané n;

0) mnoZina DM, viech ¢iselnych ¢tvercovych matic A stupné n pro dané n takovych,
7e det A =1,

p) mnozina RM, vSech ¢iselnych ¢tvercovych regularnich matic stupné n pro dané n.

2. Linedrni kombinace v linedrnim prostoru. Vyjadrete vektor x jako linearni kombi-
naci vektoru aq, as, ..., a, a urcete koeficienty této linedrni kombinace:

a) T = (07 3? _4>> ap = (17 _17 2); Qg = (27 17 0);
b) Tr = (07 37 _4)7 ap = <_37 27 1)7 g = (27 17 0)7



¢)x=1(0,0,0),a;=(1,2, 1), a0 =1(2, 1, —=1), a3 = (0, 1, 1);
d) z=(0,0,0), a1 =(—1,0,1), a2 = (0, 1, 1), a3 = (1, 1, 0);
e) T = (67 97 14)7 a; = (_L 07 1)7 g = (Oa 17 1)7 as = (17 L O);
fy x=1(0,0,0,0), a; = (1,2, =1, =2), aa = (2, 3,0, —1), a3 = (1, 2, 1, 3),
ay = (]., 3, —]., 0),
g)x=(-1,0,2,3),a;=(1,-1,0,2), a2 = (1, 2,0, 3), ag = (1 —4,2,1);
h) z=(4,4, =6, —18), a; = (1, 1,0, 1), ay = (0, =1, 2, 7), a3 = (2, —1, 0, 1);

yax=(1,-1),a =(1,3),a,=(5 —1), a3 = (1, 7).

3. Linedrni kombinace. Vyjadiete vektor f(z) = 42? + 2x — 14 jako linedrni kombi-
naci vektora fi(x), fo(z), f3(x) pro vSechna redlnd =z a urcete koeficienty této lineérni
kombinace:

a) filz) =x+1, folx) =2+ 2 -3, f3(x) =1— 2%
b) fi(z) =z, folz) =1+, f3(z) = (1 +x)2

4. Linedrni zdvislost (LZ), linedrni nezdvislost (LNZ). Rozhodnéte o linearni zévislosti
nebo nezavislosti vektori:

a) ay = (1 2 3) - (37 ) 7)7

b) a; = (47 ) ( ) 37 9)7

c)a = (2, — ) = (3, —1,5), a3 = (1, —1, 4);

d) a1 = (5, 4, ) (3, 3,2), a3 = (8, 1, 3);

e) a; = (0, 1, ), ( 0, 1), a3 = (1, 1, 0);

f) ay = (4’ ) 2, ) =(2, -2, 1, 3) = (67 -3, 3, 9) (47 -1, 5, 6);

g) = ( 27 3 ) (1 O 2) asz = (_1 77 9) a4 - ( 17 07 1):
b) 4 = (—2 —5, —7, —3). ay = (1. —1, 0, 0). a5 — (1, 0 —2, —3).

5. Linedrni zduvislost, linedrni nezdvislost. Rozhodnéte o linedrni zavislosti nebo
nezavislosti prvki linearniho prostoru Py(z):

a)l+ax, 1—x,24+x—2% b)l—w -2 221

6. Linedrni zduvislost, linedrni nezdvislost. Rozhodnéte o linedrni zavislosti nebo
nezavislosti prvki linedrntho prostoru Ps(x):

a) 1, 1+x, 1+2% 1+2% b)1—a, x—a2% 22— a3, 2% — 1;
Q)r,v+2t ?+ 2% 3+ 1, d) 142, 1—x 2%+ 22, 23 — 222

7. Linedrni zdvislost, linedrni nezduvislost. Nechz x, y, z jsou 3 linedrné nezavislé
vektory v linearnim prostoru L. Zjistéte, zda nasledujici vektory jsou linearné zavslé
nebo linearné nezavislé:

a)r+y, y+z z+x; b)r+2y y+ 3z, 2+ 4dx;

c)rr+y,xt+y+z d)r—y y—z z—ux;

e)r+y, x—y, x+y+z.

8. Linedrni zduvislost, linedrni nezdvislost. Nechz x, y, z, u jsou 4 linedrné nezvislé
vektory v linedrnim prostoru L. Zjistéte, zda nasledujici vektory jsou linearné zéavislé
nebo linearné nezavislé:

a)r+y, y+z, 2+ u u+tx;

b)rz+y+z,y+z4u z+ut+z, utz+uy;

rty+ztu,x—y+ztu,r+yt+z—u,r—y—+z—u.



9. Hodnost dané mnoZiny vektori (mazximdlni pocet LNZ vektori v této mnoZing).
Urcete hodnost mnoziny vektoru:
a) ar = (17 L, O)a az = (37 6, 7)7

¢) 1 , 1, 0);

d) a)p = (2, O, 0)7 a9 (0, —3, 0), as = (0, O, 4)7

e) a; = (10, 1, 1), as = (0, 10, 1), ag = (1, 0, 10);

f) ap=(3,0,1),a=(1,2,1), a3 =(1, 1, 1);

g) ay = (2,0, —1), ay = (-4, 0, 2), ag = (10, 0, —1);
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a)(i :2) b)(iié) c) 1 -1 0] 42 -1 3
-1 0 1 3 =5 4
230\ (reoy g > 111
234 H{21L0] g 445 L
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11. Frobeniova véta. Pomoci Frobeniovy véty rozhodnéte o existenci feSeni soustavy
line4drnich rovnic a urcete vSechna jeji feSeni; soustavy jsou zapsiny pomoci tabulky:

Ty To2 XT3 Ty Ty Ty T3 T4
3 1 -1 2 6 1 1 1 110
a) 2 0 1 -1 1 b) 2 3 -1 411
-5 1 3 —4 | —-12 —2 0 3 212
1 -5 3 =3 3 4 1 -1 =23

1 T2 XT3 Ty T

ot

X1 X2 X3 Xyq ‘

2 -1 0 010 1 3 -3 —6 22

¢ -1 2 -1 01]0 01)122_341
0 -1 2 —-110 2 5 2 -3 3|9
0O 0 -1 215

Ty T2 XT3 Ty

—1 1 3 -1

e) 2 0 4 -1
4 -2 =2 4

3 -1 1 0

= O 00

12. Frobeniova véta. Pomoci Frobeniovy véty rozhodnéte o existenci feseni soustavy
linearnich rovnic a urcete vSechna jeji feSeni; soustavy jsou zapsidny pomoci tabulky:

Ty T2 $3‘ L1 T2 I3‘

1 2 =210 3 =4 210
D9 4 o3l P 1 2 30

3 =2 110 -2 2 110



T i) I3 T4 T i) T3
) 2 1 —6/|0 2 -1 =210
¢ -2 1 -5 T7/0 4 2 -1 3|0
-5 =2 6 —11]0 4 =2 110
1 1 1 110 6 3 410

13. Hodnost matice. Vytvorte takovou matici vhodného typu, aby z jejiho tvaru bylo
ziejmé, Ze mé hodnost

a) 2;b) 3;¢)4;d) n

14. Hodnost matice. Urcete hodnost matice A v zévislosti na parametru p:
4 P> 3 2 1 11 p 1 —1

a)(]f ) Blo 14] o1 p1]| @ -1 p 1
p p —1 1 11 p 1 -1 »p

[a—
|
=
—_
— =

15. Badze linedrniho prostoru. Posudte, zda nasledujici vektory tvoii bazi prostoru
V3; jestlize ano, pak urcete souradnice vektoru z = (1, 2, 3) vzhledem k bézi:

a) a; = (2,0, 0), az = (0, 3, 0), ag = (0, 0, 4);

b) a; = (17 ]_, 1)7 a9 — (0, 1, ].), as = (O, 0, 1),

¢)a; = (3,0,1), as = (1, 2 1), a3 = (1, 1, 1);

d) a)p = (1, 1, 2)7 a9 = ( ), az = ( 1, —2)

16. Bdze linedrniho prostoru. Posudte, zda vektory tvoii béazi prostoru Vj:

a)a; = (1,5, 4,3),a = (1, 2, 1, 4), a3 = (—1, -3, -2, —1), a4 = (2, 1, 3, 2);

b)a; =(1,1,0, —=1), a2 = (2,0, 1, 2), a3 = (-1, 2,2, 1), ay = (3, 1, 1, 3);

¢)ar=(1,0,2,3),a,=(-1,1,0,0), a (257 3);

Aar=(21,-1,0),a=3212),a=(20,1,1), a = (3,0, 2, 1); jestlize ano,
pak urcete soufadnice vektoru x = (5, -1, 5, 3) vzhledem k teto béazi.

17. Baze linedrniho prostoru. V prostoru V3 oznaéme jednotkové vektory (1, 0, 0),
(0, L 0) (0 0, 1) (tvotici jeho standardni, nebo elementdrni, nebo také obvyklou bazi E)

jako i k: Urcete souradmce vektor— vzhledem k bézi:

a)f,j k v bazi {j, }
b) i, J, k:vbam{k j,l}
¢) i, j, k v bazi {22—|—3j+k 3z+4j+k z+2j+2k:}

d) i, j, kvbam{z—l—j J+k, z—l—k}

18. Zmeéna souradnic, matice piechodu od bdze k bdzi. Necht £ je standardni béaze
prostoru V5. Béaze B prostoru V; je uréena vektory by = (3, 2), by = (7, 5) (uvedené
soutadnice vektor— by, by se tedy vztahuji na bazi £).

a) Najdéte vyjadieni vektoru z = (9, 3) v bazi B.
b) Najdéte vyjadieni vektoru x = (10, 7)p v bazi € (zapis x = (10, 7)p znadi, ze 10,
7 jsou soufadnice vektoru x v bazi B).



19. Zmeéna souradnic, matice prechodu od bdze k bdzi. Pomoci matice prechodu
najdéte vyjadieni vektoru z = (2, 3, 4) v bazi:

a) B=1{(1,1,0), (1,0, 1), (0, 1, 1)};
b) C={(1,1,0), (0,1, 1), (1,0, 1)};
<) D=1{(2,0,0),(1,3,0), (1, 1, 4)}.

20. Zmeéna soutadnic, matice prechodu od bdze k bdzi. Pomoci matice prechodu
najdéte vyjadieni vektoru x € V5, resp. x € V3 vzhledem k bazim B, C, pfi¢emz tyto baze
jsou tvoreny vektory:

a) B = {<_1> 2)7 (07 1)}> C= {(17 3>> (17 4)};
b) B = {(1, 2, 1), (2, 3, 3), (3, 7, 1)}, C = {(3, 1, 4), (5, 2, 3), (1, 1, —6)}.

21. Zména soufadnic, matice prechodu od bdze k bdzi. Baze B, C prostoru V5 jsou
B={(—1,2), (0, 1)}, C={(1,3), (1, 4)}. Pomoci matice pfechodu najdéte soufadnice
vektori

a) T = (_77 8)37 Y= (27 1)37 Z = <_13, 1)3 v bézi C,
b) Tr = <_107 5)07 Yy = (17 2)07 Z = (O, 4)0 v bazi B.

Regeni tiloh:

1. d) f) i) o) p) ne; zbyvajici ano @ 2. a) © = —a; + az; b) x neni lin. kombinaci
(ptisl. soustava nema FeSeni); ¢) pouze nulové koeficienty; d) nekoneéné mnoho feseni:
x = ta; — tag + tas, t € R lib.; e) x neni lin. kombinaci (piisl. soustava nemd feSeni);
f) nekone¢né mnoho feSeni: = = (—2a; + as — a3 + az)t, t € R lib;; g) x nenf lin.
kombinaci (p¥isl. soustava nemé FeSeni); h) z = 2a; — 3ay+ag; i) nekoneéné& mnoho fesenti:
Tr = (2—9t)a1 +ta2+(4t—1)a3, t € Rlib. e 3. a) f = —2f1 +4f2; b) f = 12f1—18f2+4f3
e 4. a) LNZ; b) LZ; ¢) LNZ; d) LZ; e) LNZ; f) LZ: g) LZ; h) LNZ e 5. a) LNZ; b) LZ e 6.
a) LNZ, b) LNZ, ¢) LZ, d) LNZ ¢ 7. a) LNZ; b) LNZ; ¢) LNZ; d) LZ; ) LNZ @ 8. a) LZ; b)
LNZ;c)LZ 9. a)2;b) 2;¢) 3;d) 3;¢) 3;f) 3;g) 1;h) 40 10. a) 1;b) 2;¢) 3;d) 2;e) 3; f)

3;:g)4;h)2e11. a) h(A) = h(A) = 4, proto jediné feseni: x = (1, —1, 2, 3); b) h(A) = 3,

h(A) = 4, proto nema FeSeni; ¢) h(A) = h(A) = 4, proto jediné feSeni: = = (1, 2, 3, 4);

d) h(A) = h(A) = 3, z = (41 — 10,5u + 10v, =11 + 6,5u — 3v, 2 — u + v, 0,5u, v), u,
v € Rlib.; e) h(A) = h(A) =3, 2 = (4—2t,8—5t,t,0),t € R1lib. e 12. a) h(A) = 2,
(2t, 7t, 8t), t € R lib.; b) h(A) = 2, (8¢, Tt, 2t), t € R lib.; ¢) h(A) = 4, pouze trividlni
feseni (0, 0, 0, 0); d) h(A) = 3, pouze trivialni feSeni (0, 0, 0) ® 14. a) pro p # +2 je
h(A) = 2; pro p = +2 je h(A) = 1; b) pro p # 0, p # —2 je h(A) = 3; pro p = 0 nebo
pro p = —2je h(A) = 2; ¢) pro p # 1 je h(A) = 3; pro p =1 je h(A) = 1; d) pro p # 0
je h(A) = 3; pro p =0je h(A) = 2;e) prop # 3, p # —1 je h(A) = 4; pro p = 3 je
h(A) = 3; prop = —1 je h(A) = 1 @ 15. a) tvoii, x = 1/2a; + 2/3as + 3/4asz; b) tvoii,
r = aj + ag + ag; ¢) tvoii, x = a3 — 2ay + 6ag; d) mnozina uvedenych vektorii neni baze
V3 @ 16. a) ne; b) ano; ¢) ne; d) ano; = —a; + 2a3 + a4 ® 17. Soufadnice pro vektory
i, 7, k jsou trojice: a) 0,0,1; 1,0,0; 0,1,0; b) 0,0,1; 0,1,0; 1,0,0; ¢) —6, 4,1; 5, =3, —1;
—9, 1,1:d) 1/2, —1/2, 1/2; 1/2, 1/2, —1/2; —1/2,1/2,1/2 & 18. a) x = (24, —9)z; b)
z = (79, 55). 19. a) = = (1/2, 3/2, 5/2)m: b) x = (1/2, 5/2, 3/2)cs ¢) @ = (1/6, 2/3, 1)p
e 20. jestlize utvofime matice sestavajici v sloupcich z odpovidajicich bazovych vektoru
a oznac¢ime je B, C (jsou to matice prechodu od bdze k bdzi), pak xg = B™'- C - z¢, resp.



rec =C"1- B-xp, navic jesté plati C~' - B= (B~!'-C) Y a) B! C = ( -1l ); b)

5 6
—27 61 —41
Bl.C= 9 18 9 |e21.a)x= (34, —27)c, y = (=13, 11)¢, z = (77, —64)¢;
410 8

b) x = (5, —=20)g, y = (=3, 17)p, 2 =(—4, 24)p e

Pojmy, vztahy, oznaceni

Linearni prostor nad realnymi cisly, definice

Linearni prostor aritmetickych vektori

Linearni podprostor linearniho prostoru

Linearni kombinace vektori

Linearni obal podmnoZiny v lineArnim prostoru

Linearni zavislost, linearni nezavislost vektori v linearnim prostoru
Generatory a baze linearniho prostoru; soufadnice vektoru v dané bazi
Standardni baze lineadrniho prostoru aritmetickych vektora

Baze a dimenze linearniho prostoru

Matice pfechodu od béaze k jiné bazi linearniho prostoru

Hodnost matice, uréovani hodnosti matice
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