ZAKLADY MATEMATIKY 2

MATICE A DETERMINANTY

Matice a jejich pouziti

Motivace na pouziti matic vychazi opét z praxe:

Necht kupt. v urditém podniku se ze ¢tyf surovin s, S, S3, S4 vyrabi tii produkty
D1, P2, P3, pricemz k vyrobé jedné jednotky kazdého z produktu py, po, p3 je potieba tolik
jednotek jednotlivych surovin sy, s9, S3, S4, jak to urcuje tabulka:

P1 P2 D3
S1 5 6 2
S92 3 0 1
S3 0 2 4
Sq 2 3 2

(Tteti radek této tabulky se tyka suroviny sz a znadi: na vyrobu 1 jednotky produktu py,
Do, p3 je potieba 0, 2, resp. 4 jednotky suroviny s3. Druhy sloupec tykajici se produktu po
urcuje, Ze na vyrobu 1 jednotky toho produktu potifebuji mit 6, 0, 2, 3 jednotek uvedenych
surovin.)

Tuto ¢iselnou tabulku zapsanou do zavorek budeme oznacovat jako matice typu 4 x 3
(0 4 tadcich a 3 sloupcich); reprezentuje pravé vztah medzi 4 surovinami a 3 produkty
vyroby a v této tloze se nazyva také matici spotieby. Prvky této matice jsou ¢isla a na
jejich poloze v fadcich a sloupcich zalezi.

Uvedme jiny piiklad: piedstavme si 4 obce Oy, Oz, O3, O, a piedpokladejme, Ze z
obce

— Oy vede pfima cesta do Oy, O3, Oy,
— Oy vede pfima cesta pouze do Oy,
— O3 vede pfima cesta do Oq, Oy,

— Oy vede pfima cesta do O, Os.

(pfimou cestou se rozumi cesta neprochézejici Zadnou jinou obci). Dejme si za tkol
prehledné zapsat systém spojeni téchto obci pfimou cestou. Pouzijeme k tomu matici, a
to typu 4 x 4 (mame 4 obce); do fadku i-tého a sloupce j-tého pro 1 < i,5 < 4 v této
matici umistime 1, pokud existuje piiméa cesta z obce O; do O, jinak na tomto misté bude
symbol 0. (Lze pfedpokladat existenci ptimé cesty z O; do samotné O;.) Proto systém
piimych cest bude vyznacen matici

1 111
1100
= 1 011
1 011

Tato matice se nazyva incidencni matici neboli matice incidence. 7 jejiho tvaru lze zpétné
vytvofit jednoznacny popis sité — systému piimych spojeni obci za dodrzeni podminky
poradi obci O1, O,, O3, O4. Piehlednost zvoleného vyjadiFeni matici incidence by se
projevila zejména pro velky pocet objekti sité (u nas obci). Lze si predstavit sité objekti



svazanych také jinymi druhy spojeni, dopravni sité maji pfitom v aplikacich zvlastni
vyznam.

Proto definujeme obecné:

Definice. Matici A nazyvame m x n prvki (spec. realnych &isel) usporadanych do
obdélniku s m radky a n sloupci. Jestlize prvek v i-tém Fadku a j-tém sloupci matice A
oznac¢ime jako a;;, pak matici A lze zapsat ve tvaru

a1 cee A1y e Q1p
A= Qi1 cee Qg N
Qm1 - Amj -« Qmp

Cislo m urcuje pocet fadku matice A, ¢islo n urcuje pocet sloupci. Dvojice m, n urcuje
tzv. typ matice: Tikdme, ze uvedend matice A je typu m x n. Zkracené budeme nékdy
psat také A = (a;;), 1 <i<m, 1 <j <n;tedy i je index fadku, j je index sloupce.

Jestlize m = n, prisluSna matice se nazyva ctvercovd matice typu n X n nebo také
ctvercovd matice stupné n. Prvky a; ¢tvercové matice tvori hlavni diagondlu matice A a
tyto prvky se nazyvaji proky hlavni diagondly neboli diagondlnimi proky ("severozapadni
az jihovychodni roh, SZ - JV"). Druh& mozna diagonéla takové matice (SV - JZ) se
nazyva vedlejsi diagondlou. (Hlavni diagonala se zavadi také pro obecnou matici, tedy ne
nutné ¢tvercovou.)

Ctvercova matice A, ve které
a;; = aj; pro véechna i, j € {1, 2, ..., n} se nazyva symetrickou matict,
a;; = —aj; pro véechna i, j € {1, 2, ..., n} se nazyva antisymetrickou matici.

Matice typu m X n pro m = 1 nebo n = 1 se nazyva také vektor (Fddkovy pro m = 1,
sloupcovy pro n = 1).

Operace s maticemi

Podobné jako v ¢iselnych soustavach, definujme nejprve rovnost dvou matic, a to "po
prvcich":

Definice. Dvé matice A, B se rovnaji pravé tehdy, jestlize jsou stejného typu a jestlize
na odpovidajicich mistech maji stejné prvky. To znamend, Ze pokud typ obou matic je
m X n a prvky matic jsou a;;, resp. b;;, pak A = B pravé kdyz a;; = b;; pro vSechny
dvojice indexti i, j, 1 <i<m, 1 <5 < n.

Motivaéni piiklad 1. Necht P, P, jsou 2 prodejny motocykli, necht v obou se

prodavaji 4 modely motocyklu My, My, Ms, M. Obrat prodejen v tisicech dolara z
prodeje jednotlivych modeli za mésic srpen a zafi urc¢itého roku zapisme tabulkami:

srpen ‘ M1 MQ M3 M4 zari ‘ M1 M2 M3 M4
P12 6 0 9 P 0 9 0 13
P 12 3 2 19 P 10 6 4 10

a) Jaky byl obrat jednotlivych prodejen v srpnu a zafi dohromady sledovany pro
jednotlivé modely? b) Jak vzrostl obrat jednotlivych prodejen v za¥i ve srovnani s obratem
v srpnu?

c¢) Jestlize kazda z prodejen dostane 5% bonifikaci z obratu v zafi, kolik dostane



dohromady kazda z prodejen Py, P,?
Reseni. Tabulky ¢isel budeme povaZovat za matice; ozna¢me je jako A, B.

a) Obrat za srpen a zafi dohromady muzeme vyjadrit opét jako matici C' o 2 fadcich
a 4 sloupcich, kde na jednotlivd mista napiSeme soucet obrati jednotlivych prodejen za

jednotlivy model za oba mésice, tedy soucty "po prvecich na stejnych mistech v maticich
A, B":

0—12609+09013—1215022
12 3 2 19 10 6 4 10 ) \ 22 9 6 29
(kupt. v prodejné P, byl obrat z prodeje modelu M;z nulovy v srpnu a také v zafi, proto
také v souctu za oba mésice musi byt nulovy.)

b) Rist obratu v zaii vzhledem na obrat v srpnu muzeme také reprezentovat matici
D; piislugné prvky budou ted rozdily prvkia v matici B a v matici A nachazejicich se na
stejnych mistech:

D_ 090 1Y) (1260 9) [(-123 0 4

-\ 10 6 4 10 12 32 19) \ -2 32 -9
(kupt. v prodejné P, klesl obrat u modelu M;, My, a to o 2, resp. 9 tisic dolart, ale
vzrostl u modelia My, Mj o 3, resp. 2 tisice dolart.)

¢) Bonifikaci z prodeje stanovime matici, ktera vznikne z matice B nasobenim kazdého
jejitho prvku ¢islem 0,05; tim se urci bonifikace z prodeje jednotlivych modeld pro obé
prodejny:

0,05.320,05(0 9 0 13>:< 0 045 0 0,65>'

10 6 4 10 0,50 0,30 0,20 0,50

Interpretujme: prodejna P; (prvni fadek v této matici) dostala spolu za prodej vSech
modell bonifikaci 1,1 tisic dolart - to je soucet bonifikaci v prvnim #adku; prodejna P,
(druhy fadek matice) dostala bonifikaci 1,5 tisic dolari (Fadkovy soucet ¢isel ve druhém
iadku). e

Obecné definujeme:

Definice. Soucet dvou matic. Jestlize A = (a;;), B = (b;j) jsou dve matice shodného
typu m X n s prvky, kterymi jsou realna c¢isla, pak souctem matic A, B se nazyva matice
C = (¢ij) typu m x n, jejiz prvek ¢;; je souctem prvku: ¢; = a;; + bjj; tato matice se
oznacuje jako

C=A+B
a je utvofena ze souctu prvkiu na stejnych mistech v maticich A, B, tedy "po prvcich".
Protoze prvky matic A, B jsou realna ¢isla, s¢itani matic A, B je komutativni: plati
A+ B = B+ A. (Soutet dvou matic odlisnych typtu se nedefinuje!)

Definice. Ndsobek matice cislem. Necht ¢ je redlné ¢islo; pak c-ndsobkem matice A
typu m X n nazyvame matici D = (d;;) typu m x n, pro prvky které plati: d;; = ¢ a;;.
Jestlize ¢ = —1, pak matice s prvky —a;; se nazyva opacnd k matici A a oznacuje se jako
—A. Pro realna ¢isla ¢, d a matice A, B, obé typu m x n, plati distributivni zakony

c-(A+B)=c-A+c-B, (c+d)-A=c-A+d-A.

Nulovou matici typu m X n se nazyva matice, pro prvky které plati a;; = 0 pro vSechna



1<i<m,1<j<n. Jestlize A je nulovad matice typu m x n, pak pro libovolnou matici
B typu m x n plati A+ B = B+ A = B. Soucet matice A s matici, ktera je k ni opacné,
je nulova matice. Jednotkovd matice typu n X n: ¢tvercova matice A typu n X n takové,

ze a; = 1 pro viechna it =1, ..., n, a;; = 0 pro ¢ # j, 1 <4, j <n, se nazyva jednotkovou
matici typu n X n (nebo stupné n) a oznacuje se E,:
1 0 0 .. 0
0O 1 0 .. 0
E,=10 0 1 .. 0
0O 0 0 .. 1

Matice transponovand k dané matici: necht A = (a;;) je matice typu m x n. Matice
B = (b;j) typu n x m takova, ze b;; = aj; (v puvodni matici A vyménime jeji fadky za
sloupce a obricené), se nazyva transponovanou matici k matici A a znacime ji B = AT,
Kupf. transponujme matice

0 0 1 2
A:(S}_?),B: 0o -10]|,c=| 3
2 00 —4
2 0 0 0 2
AT=|1 1|, B"=[0 10|, CT=(23 —4).
0 —1 1 00

Z¥ejmé plati (A1) = A, (E,)T = E,, (A+ B)T = AT + B7; také AT = A pro kazdou
¢tvercovou symetrickou matici.

Soufin dvou matic

Motivaéni priklad 2. Exportéii F, Eo, F3, E4 dodavaji ur¢ité zbozi do nékterého
ze 3 velkoskladu Vi, V5, V3 podle prvni tabulky, ve ktoré symboly 1, 0 vyznacuji situace
"dodava", resp. "nedodava". Z velkoskladu se pak dodava zbozi do nékterych z 5 malo-
prodejen My, My, Ms, My, Ms podle druhé tabulky; symboly 1, 0 maji stejny vyznam.
Od kterého exportéra dostava zbozi jednotlivd maloprodejna z 5 uvedenych?

h V2 Vs | My M, Ms; My M;
E.[] 1 1 0

Vil 11 0 1 0
Ey| 0 0 1

Vo 0 0 1 1 0
B 101 Vil 10 0 0 1
E;l 0 0 1

Reseni. Tabulky ¢isel povazujme za matice A, B. Kvili pfehlednému uréeni vztahu
mezi 4 exportéry a 5 maloprodejnami vytvoiime opét matici C' (proto jeji typ musi byt
4 x 5); jeji prvky c;x budou ¢isla 1 nebo 0 s vyznamem "dodava zbozi", "nedodava zbozi".
Zjistime, kdy zbozi od i-tého exportéra bude dodano do k-té maloprodejny, 1 <7 <4,1 <
k <5, tedy kdy v i-tém radku a k-tém sloupci nové matice C' bude 1. K tomu je potfeba,
ale také staci, aby existoval alespon jeden, j-ty, velkosklad, do kterého zbozi dodava i-ty
exportér a z kterého odchézi zbozi do k-té maloprodejny. Tedy c;; = 1 pravé tehdy, jestlize
existuje index j, 1 < j < 3 takovy, Ze a;; = 1 a soucasné bj; = 1. Druhd moznost c;;, = 0
nastane, jestlize pro zadné j nedochéazi k takové shodé symboli 1, ¢ili pii postupném
prohledavani dvojic prvki v i-tém rfadku matice A a soucasné v k-tém sloupci matice B



najdeme pro kazdé 1 < j < 3 pouze nékterou dvojici z mnoZiny kombinaci {00, 10, 01}.
Timto zpusobem potfebujeme postupné kombinovat v8echny fddky pruni matice A (spolu
4 tadky) se sloupci druhé matice B (spolu 5 sloupci), az koneéné vytvofime 20 prvka
hledané matice C' = (cy):
(1) (1) 1 1010 (1) é
C= 1 1 001 10]|= 01
0 1 10 0 01

—_ =
O = O =
—_ == O

1
0
0
0 0 0

Kupt. c45 = 1 (E4 dodava zbozi do Ms), protoze existuje velkosklad, a to V3, kterému
dodava Ej a ze kterého se zasobuje zbozim Ms. e

Motivaéni ptiklad 3. Urcity vyrobni podnik vyrabi 3 produkty A;, As, A3 a na
jednotku jejich vyroby (j.v.) potfebuje urfitd mnozstvi 4 surovin sy, so, S3, S4, ktera jsou
v prvni tabulce nebo odpovidajici matici S spotieby. Predpokladejme, Ze existuji 2 mozné
varianty vyroby vy, vy produkti Ay, As, A3 zavislé na vyuzivani prostfedku podniku a
podle nich bude objem produkce urc¢en druhou tabulkou nebo matici V' vyroby:

Al Az A3 ‘ V1 (%)
81 8 0 0 Al 20 2
sy [ 100 05 5 Ay | 1000 2000
s3| 10 1 05 Az | 500 1000
54 200 2 2

Kolik jednotek surovin je potieba pii jednotlivych vyrobnich variantach?

Reseni. Hleddme vztah mezi mnozstvim kazdé ze 4 surovin a 2 vyrobnimi varianta-
mi; uréime proto prvky nové matice C, typ které pak musi byt 4 x 2, a to nasledovné.
Kombinujme znovu fadky matice S a sloupce matice V; jestlize se budeme zabyvat i—tou
surovinou (vezmeme i-ty fadek matice S) pot¥ebnou pro k—tou variantu vyroby (k-ty
sloupec matice V') a budeme tvofit soucet sou¢inii prvki na stejnych pozicich, pak vzhle-
dem k vyznamu prvka matic S, V hodnota souc¢tu soucint prvki v -tém fadku a k-tém
sloupci matice C' urc¢uje pravé celkové mnozstvi i-té suroviny potiebné pii k-té varianté
vyroby. ZapiSme ziskané vysledky jako vysledek operace maticového ndsobeni C =S -V

8 0 0 00 9 160 16
100 0,5 5 | 5000 6200
C=5-V=1 1 1 0,5 | 1500000 ?888 — | 1450 2520
200 2 2 7000 6400

(kupt. 2520 jednotek tieti suroviny pro druhou vyrobni variantu je potfeba jako soucin
10-241-2000 4 0,5 - 1000 p¥i rozpocitani na produkty Ay, As, As). e

Matice C z prikladu 2 nebo 3 se nazyva soucinem matic S, V. Definujme obecné
souc¢in dvou matic:

Definice. Necht A = (a;;) je matice typu m x n, B = (b;;;) je matice typu n x r. Pak
soucinem matic A, B nazyvame takovou matici C' = (¢) typu m X r, jejiz prvek cy. je

Cik = itbig + aiobo + ... + @b 4 ...+ b

Miuzeme tedy napsat matici C' = A - B s vyznacenim souctu soucinu prvki i—tého
rddku matice A s prvky k—tého sloupce matice B:



aiq a1 . Qip bll blr C11 ... Cik ... C1p
. bjl b]k bjr‘ = Ci1 Cik o Cip

O ¢ O M b ... . by, Cmil - Cmk - Cop

Jestlize pro s¢itani indexovanych veli¢in pouZijeme sumaé¢ni znak 3 (ve vyznamu kupf.

n
$1+ Sa+ ...+ 5, = > s;), pak pro ¢;; mizeme psat
j=1

Cik = Qb1 + @iobog + ... + bk + ...+ Qinbpr = X aijbjk.
j=1

Z definice sou¢inu dvou matic vyplyva, Ze soucin se definuje pouze pro dvé matice A,
B takovych typi, Ze pocet sloupcii matice A se rovna poctu fadka matice B. (Proto v
ptikl. 3 soudin matic V' - S neexistuje.)

Motivaéni priklad 4. Slévarna vyrabi 2 druhy bronzovych slitin Sy, S; potiebna
mnoZstvi médi (Cu), cinu (Sn) a zinku (Zn) na vyrobu jednotky mnoZstvi kazdé ze slitin
jsou uvedeny v prvni tabulce. Méd, cin a zinek muzZe slévarna koupit od 2 dodavatelu Dy,
Dy 7a ceny v dolarech za jednotku mnozstvi podle druhé tabulky:

D, D

‘ Cu Sn Zn ‘ : :
S, | 4800 600 300 g;l 2;3 2;8
Sy | 6000 1400 700 Zn | 0,40 0,50

Jak si méa slévarna vybrat z dodavatelu pii kalkulaci ceny?

Reseni. Necht ¢isla v tabulkach zna¢i matice M, N. Souéin téchto matic dava matici
C, kterd urtuje vztah medzi slitinami S; a Sy (fadky) a cenami od dodavatela Dy, Do
(sloupce):

6,50 6,70 | =
6000 1400 700 0.40 050 13880 13930

Jestlize slévarna upiednostni dodavatele Dy, pak mu musi zaplatit 7 620+ 13 880 = 21 700
dolaru (sloupcovy soucet), pro dodavatele Dy to bude 7 530 4+ 13 930 = 21 460 dol.

0,75 0,70
O M.N— ( 4800 6004 300 ) _ ( 7620 7530 )

Pozndmky. (1) Necht A, B jsou dvé ¢tvercové matice typu n x n; pak existuji oba
souciny téchto matic v poradi A- B a také B-A. Tyto souciny A- B, B - A se jako matice
obecné nerovnaji, jak to ukazuje jednoduchy piiklad:

vo-(4 ) (10)-(4 1)
pa=(v) (o )= )

Proto nésobeni matic neni komutativni: obecné A- B # B - A.

(2) Da se ovSem dokézat podle pravidla nasobeni matic, ze nasobeni matic je asocia-
tivné: pro matice A, B, C' vhodnych typu obecné plati (A-B)-C = A- (B - (). Plati
rovnéz dva distributivnd zdkony, a to pro nasobeni zprava, resp. zleva ve smyslu:



(A+B)-C=A-C+B-C, C-(A+B)=C-A+C-B.

(3) Jestlize E, je jednotkova matice typu n x n, pak pro libovolnou matici A typu
nxnplati A-E,=F,-A=A.

(4) Pro ¢tvercovou matici A typu n x n lze definovat jeji m—tou mocninu, a to indukei:

klademe A' = A, A™ = A™1. A, jestlize A™~! mame definovano; déle klademe
A =F,.

(5) Vysledkem nasobeni matice A typu m x n sloupcovym vektorem - matici B typu
n X 1 je opét sloupcovy vektor, tedy jejich souc¢in v poradi A - B je matice typu m X 1;
podobné, pro Fadkovy vektor - matici D typu 1 X m je sou¢inem v poiadi D - A fadkovy
vektor, tedy matice typu 1 x n.

(6) Souc¢inem matice typu 1 x n (fadkového vektoru) s matici typu n x 1 (se sloup-
covym vektorem) se interpretuje jako redlné cislo, tedy (obvykle) ne jako matice (zalezi
na aplikacich); nazyva se také skaldrnim soucinem dvou vektoru (anglicky termin je dot
product): kupf.

15
(—1 1 6)- 10 | = =154 10+ 60 = 55.
10

(7) Na rozdil od nasobeni dvou nenulovych realnych ¢isel, sou¢in dvou nenulovych
matic muze byt nulovd matice, kupft.:

eo-(32)(22)-(29)

Stochastické matice

Definice. Ctvercova matice A, jejiz prvky jsou nezapornd ¢isla, se nazyva stocha-
stickou matict, jestlize soucet prvkia v kazdém jejim sloupci je roven 1.

Pomoci pravidla pro nédsobeni matic se d4 dokazat: souc¢in A-A je rovnéz stochastickou
matici (a proto kazda mocnina stochastické matice je také stochastickou matici).

Motiva¢ni p¥iklad 5. Model preferenci zdkaznika (stochastickd matice).
Dva potravinové obchody usiluji ziskat zdkazniky. Ttebaze mala ¢ast zakaznikt kazdého z
obchodu zustava k nému lojalni, vétsina zadkazniki nakupuje v obou obchodech. Prazkum
ukéazal, ze 40 % zékaznikt nakupujicich v obchodé A se vrati na obvykly tydenni nakup
do obchodu A, zatimco 60 % z néj nakoupi v obchodé B. V obchodé¢ B 80 % jeho
zakaznikl se vrati do obchodu B, ale 20 % piijde nakoupit do obchodu A. Jestlize na
konci urc¢itého tydnu 3000 zakazniki nakupuje v obchodé A a 5000 nakupuje v obchodé
B, kolik zakazniki bude nakupovat v jednotlivych obchodech na konci dalsiho tydne?

RegSeni. Matice P reprezentujici pravdépodobnosti, s jakymi se uskuteéni piechod
zékazniki od obchodu k obchodu (tzv. matice prechodu) je stochastickou matici:

od A od B
p_ 0,4 0,2 do A
-\ 0,6 0,8 do B



0,375
0,625
matici. Proto matice X; (opét stochasticka), urcujici stav preferenci zakaznikt po uplynuti
1 tydne, je sou¢inem X; = P - X, (nazyva se stavovou matici):

0,4 0,2 0,375\ 0,275 A
Xﬁ_P.Xo(Oﬁ Q4>'(Q&5> (Q?%) B
(uskute¢nila se zména v preferencich: 2200 zakaznika v obchodé A, 5800 zakaznika v ob-
chod¢ B v dalsim tydnu). e

Motiva¢ni p¥iklad 6. Pohyb obyvatel (stochastickd matice). Mésto (city, C)
mé dvé okrajové ¢asti: Glen Park (G) a Walden (W). V pribéhu nékolika poslednich let
dochézi ke stéhovani obyvatel z mésta do okrajovych c¢asti, coz v procentech vyznacuje
matice P (je stochastickou matici):

zC zG zW

0,85 0,01 0,01 do C
P=1 0,07 0,9 0,02 do G

0,08 0,03 0,97 do W

ZacCatecni stav se da popsat matici Xg = . Tato matice je také stochastickou

V roce 1990 mélo mésto (C) 120 000 obyvatel, v Glen Parku (G) bydlelo 80 000 a ve
Waldenu (W) 50 000 obyvatel. Jestlize predpokladame, Ze cela méstska aglomerace ma
stejny pocet spolu 250 000 obyvatel, kolik obyvatel bude bydlet v jednotlivych ¢astech
v roce 19947

Reseni. Matice zacatecniho stavu (v procentech) z r. 1990 je

0,48 obyvatel C
Xo=1 0,32 obyvatel G
0,20 obyvatel W

Zmény ve velikosti populace nejprve v procentech ur¢ime nasledovné:

populace v r. 1991:

0,85 0,01 0,01 0,48 0,4132
Xi=P-Xo=1| 0,07 0,96 0,02 | -] 0,32 | =] 0,3448
0,08 0,03 0,97 0,20 0,2420

populace v r. 1992:
0,85 0,01 0,01
Xo=P-X;=1| 0,07 0,96 0,02
0,08 0,03 0,97

0,4132 0,3571
0,3448 | = | 0,3648
0, 2420 0,2781

populace v r. 1993:

0,85 0,01 0,01 0,3571 0, 3100
X3=P-Xo=1| 0,07 0,96 0,02 |- 0,3648 | = | 0,3807

0,08 0,03 0,97 0,2781 0, 3093
populace v r. 1994:

0,85 0,01 0,01 0,3100 0,2704
Xy=P-X5=1 0,07 0,96 0,02 |- 0,3807 | =1| 0,3934

0,08 0,03 0,97 0, 3093 0, 3362



Proto v r. 1994 bude ve mésté (C) bydlet 67 600 obyvatel, v Glen Parku 98 350 a ve
Waldenu 84 050 obyvatel. o
Matice inverzni k dané matici

Definice. Necht A je ¢tvercova matice stupné n. Jestlize existuje matice X, pro
kterou plati

A-X=X-A=F,,

pak matice X se nazyva inverzni matici k matici A a oznacuje se AL,
7 definice inverzni matice plyne:
(1) Inverzni matice A~! je rovnéz ¢tvercovou matici stupné n a plati pro ni vztahy
A A=A A=E,.
(2
(3
(4

(5) Inverzni matici k sou¢inu A - B je soudin jejich inverznich matic v opaéném pofadi,

tedy (A-B)"' =B~ AL,

Vijpocet inverzni matice: metodu urceni inverzni matice A~ k dané matici A zaloZenou
na tpravach matice A ukdZeme na matici stupné 3 (zobecnéni na stupen n lze provést
formélnim rozsifenim poctu prvki). Oznac¢me

Inverzni matice k dané matici (jestlize existuje) je uréena jednoznacéné.
Plati (A1)~ = A (inverzni matici k A~! je piavodni matice A).

Pro jednotkovou matici (trivialng) plati £,' = E,.

~— e e

a; b Ty 1 oz
_ -1 _ .
A= as by c , AT = T2 Y2 22 |;
az bs c3 T3 Yz =3

pro soucin matic ma byt A- A~! = Es. Jestlize sloupce inverzni matice oznaéime jako z,
y, 2, tedy zkracené A~! = (z y z), pak pfi oznaceni sloupci jednotkové matice E3 jako

1 0 0
€1 = 0 , €2 = 1 , €3 = 0
0 0 1

mame z rovnice A- A~! = E5 pro uréeni nezndmé inverzni matice fe§it 3 maticové rovnice
nebo 3 linearni soustavy

A-x=e, A-y=e, A-z=e3

se stejnou matici soustavy A. Regent provedeme pomoci GEM tpravou A na jednotkovou
matici (pokud je to mozné), a to najednou pro 3 pravé strany, tedy na pravé strané
formalné budeme mit jednotkovou matici F3; napiSseme vedle sebe A, E3, na A provadime
ERO vedouci na jednotkovou matici a stejné ipravy soucasné provadime také na Ej:

aq b1 C1 1 00
(A | E) = a9 bQ Co 010
as b3 C3 0 0 1
Timto algoritmem vznikne na misté puvodni matice A jednotkova matice E3 a na misté

ptivodni F3 bude inverzni matice A~'. Metoda se nazyva Jordanova metoda urcens in-
verzni matice, obecné pro matici A stupné n symbolicky



(A | En) — (En | A7),

Existence inverzni matice: protoze uvedenym postupem soucasné uréujeme k A jeji
redukovanou matici, inverzni matice existuje pouze k takové ¢tvercové matici A, jejiz
hodnost je v naSem piikladu 3, obecné tedy jeji hodnost je n.

Pozndmka. Soustavu m linedrnich rovnic o n neznamych s matici A a sloupcem
pravych stran b (tedy matici typu m x 1) muZeme zapsat pomoci maticového nasobeni
jako A - x = b, pficemz z je sloupcovy vektor nezndmych x1, o, ..., x,; uvedeny zapis
pfipominé zapis linedrni rovnice v redlnych &islech. Jestlize A je ¢tvercova matice, ke které
existuje matice inverzni A~!, pak feSeni této soustavy miiZeme najit pomoci sou¢inu matic:

x=A"1.b.

Obecnéji, maticovou rovnici A- X = B pro dané matice A, B, za pfedpokladu, 7e existuje
inverzni matice A~! k matici A, fe§ime pomoci inverzni matice: rovnici nasobime inverzni
matici A™! zleva a dostavame

A-X=B, A1 A-X=A"1.B, X=A"' B,

Analogicky, za uvedenych predpokladi maticovou rovnici X - A = B feSime nasobenim
inverzni matici A~ zprava:

X=DB-A"

Kombinace téchto postupt umozni najit rovnéz feSeni slozitejsich maticovych rovnic, kupft.
A-X . B = (O, piitemz predpokladame, Ze inverzni matice A=, B~! existuji: X =
A~t.C. B

Permutac¢ni matice

Definice. Ctvercova matice P stupné n se nazyva permutacni matici, jestlize v kazdém
jejim radku a soucasné v kazdém sloupci je pouze jediny nenulovy prvek rovnajici se 1.

Snadno lze zjistit, Ze kupi. pro n = 3 existuje pravé 6 permutacnich matic, pron =4
lze napsat pfesné 24 permutac¢nich matic. Obecné, souvislost poc¢tu permutacnich matic
stupné n s ¢islem n!, urc¢ujicim pocet vSech permutaci na konecné mnoziné s n prvky,
plyne z jejich definice. Pro umisténi ¢isla 1 v prvnim fadku matice mame totiz na vybér
jeden z n moznych sloupci, ¢ili celkové n moznosti; ¢islo 1 v druhém radku pak muze byt
pouze v nékterém ze sloupci vybiraném z (n — 1) moznych atd., az nakonec v poslednim
Ffadku zbyva pro polohu ¢isla 1 pouze jedind moznost neboli jediny zbyly sloupec, proto
existuje n! permutacnich matic stupné n. Tuto korespondenci lze vyuzit na reprezentovani
permutaci prvki kone¢né mnoziny pomoci permutac¢nich matic: permuta¢ni matici A =
(a;j) s ¢islem 1 na pevnych pozicich ij pro dvojice 4, j, ¢ = 1, ..., n, je jednozna¢né urcena
permutace kone¢né n-prvkové mnoziny

p:i— 73, 1 <1< n.

Trivialné, identickd permutace je reprezentovana jednotkovou matici E,. Snadno lze
rovnéz zjistit, ze soucin dvou permutacnich matice je opét permutac¢ni matici; jestlize
sledujeme sou¢in matic a interpretujeme pozice 1 ve smyslu permutovani — prostém zobra-
zovani prvki koneéné mnoziny, pak soucin dvou permutac¢nich matic odpovida slozenému
zobrazeni. Korespondence musi jit i dal: kazda permutacni matice P stupné n méa hod-
nost m, proto existuje k ni inverzni matice P!, je to opét permutacéni matice a tato P!
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odpovida inverzni permutaci k permutaci popsané puvodni permutac¢ni matici P.
Ale mnozina permutacnich matic ma zajimavé vlastnosti rovnéz vné této mnoziny

aq b1 C1
samotné: provedme pro matici A = | as by ¢ | nasobeni A- P, P - A pro nékterou
ag by c3
z permuta¢nich matic stupné 3 (ov8em riznou od identické matice E3): zvolme kupf.
0 01
=11 0 0 | apocitejme
010
aq bl C1 0 0 1 b1 C1 Qi
A-P=1| as by ¢ 10 0 |=|0b ¢ ay |,
as by c3 010 bs c3 as

protoze nasobeni fadktu matice A nejprve s prvnim sloupcem S; permutacni matice P se
redukuje vzhledem na tvar sloupce S; na vybér prvka v druhém sloupci matice A, nasobeni
Ffadkti druhym sloupcem Sy permutacni matice P vybira prvky v druhém sloupci matice
A, konecné nésobeni fadku tifetim sloupcem S; permuta¢ni matice P ponechava prvni
sloupec matice A. Sloupce matice A z puivodniho potradi 123 se dostali tedy do nového
poradi 231; toto pofadi plyne z permutace p 3-prvkové mnoziny {1, 2, 3} odpovidajici
matici P; jde o zobrazeni, které 1ze zapsat tabulkou:

x |1 2 3
px) |2 3 1

Analogicky lze zjistit, ze nasobeni matic A, P v opa¢ném potfadi P - A vede ke zméné
poradi sloupcii matice A, opét z piuvodniho 123 na nové 231.

Uvedeny poznatek lze zobecnit a analogickym zpusobem uvazovani dokizat, Ze pro
matici A a permutacni matici P, obé stupné n, bude sestavat matice

— A - P ze sloupcii

- P- Az fadki
puvodni matice A usporadanych do potfadi podle permutace p odpovidajici permuta¢ni
matici P. Timto zpusobem — nasobenim matice A vhodnou permuta¢ni matici zleva —
specialné Ize provést jeden druh elementarni fadkové operace na matici A, a to vzajemnou
vyménu dvou tadkli. Proto vznikd prirozend otazka, zda podobnym zplisobem nelze
provést rovnéz dalsi dva druhy z ERO operaci.

Determinanty

Ctvercova Ciselna matice a jeji determinant

V celém odstavci se budeme zabyvat vyhradné ¢tvercovymi ¢iselnymi maticemi. Pro
tyto matice piiradime uréitym zpisobem c¢islo, které se nazyva determinantem matice;
definuje se induktivnim postupem.

1. Pro matici A typu 2 x 2, kde A = < an

@12 , definujeme jeji determinant det A
Q21 Q22

det A = a11A92 — A21Q12.

Uvedeny determinant se nazyva determinantem 2. fadu (nékdy také 2. stupné) a pro
vyznaceni vztahu k puvodni matici pouzivime oznaceni
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det A — ai; az
Q21 Q22
v ) 2 4 o - 3 1 o . 0 1 o
Pr1k1ad.|1 9 =2-2—-4-1=0, 1 0 =3-0+1-1=1, 1 O|——1.

2. Determinant matice A typu 3 x 3 definujeme pomoci determinantu 2. stupné:

ailz aiz Aais

21 Q22
d@tA: 21 Q929 Q923 | = A11

a31 ass

Q21 Q23
a31 ass

a22 A23
agz2 as3

— Q12 + a3

az1 as2 0ass
Uvedeny vypocet determinantu 3. stupné vede na formuli, kterd se nazyva Sarrusovo
pravidlo (6 soucini, dva z n&j urcuji dvé diagonaly, hlavni a vedlejsi):
det A = a11a92a33 + 21032013 + 31012023 — 31022013 — 21012033 — 411032023
3. Determinant stupné n urc¢ime tzv. rozvojem podle Fdadku nebo rozvojem podle sloupce

na principu indukce vzhledem ke stupni n. Zavedme nejprve oznaceni: pro ¢tvercovou
matici A typu n x n budeme jeji determinant oznacovat jako

aix ... Q15 ... QAip
det A = Qi1 e Qi o Qg
ap1 ... Qpj ... Qnpp

a postup urceni det A je nésledovny. Vyberme indexy radku ¢, resp. sloupce j, pro
1<i<n, 1< 5 <n,ato libovolné, ale v dals§im

pevné. Jestlize vypustime i-ty fadek a j-ty sloupec v matici A, vznikne z matice A
¢tvercova matice typu (n — 1) X (n — 1); jeji determinant se nazyva minor nebo subdeter-
minant stupné n — 1 a oznacuje se M;;. Algebraickym dopliikem A;; patricim k proku a;;
matice A se nazyva determinant M;; spolu se znaménkem +1 nebo —1 podle pravidla

Ajj = (=1)"" - M.
Necht i je ted index libovolného, pevné vybraného fadku matice A. Pak determinant
det A je Cislo
n
d@tA = ailAil + ai2Ai2 4+ ...+ amAm = Zl aiinj
j:
Uvedeny zptisob vypoctu determinantu n-tého stupné se nazyva vypocet rozvojem deter-
minantu podle zvoleného Tddku, v uvedeném postupu tedy podle i-tého fadku. Postup
je zalozen na principu rekurence: vycisleni determinantu n-tého stupné redukujeme na

vycisleni determinanti stupné (n — 1), atd., az se dostaneme k determinantiim stupné 3
nebo 2 a tam pouzijeme Sarrusovo pravidlo.

Pozndmky. (1) Vypocet determinantu det A uvedenym zpisobem je korektny; indukei
lze dokazat, Ze hodnota determinantu nezavisi na vybéru radku.

(2) Vypocet det A mizeme provést také rozvojem podle nékterého sloupce (opét
nezavisle na jeho volb&). Rozvoj podle j-tého sloupce bude

d@tA = Cllelj + CLQjAQj —I— + anjAnj = Z CL”A”
=1

(3) Jako vhodny fadek nebo sloupec volime takovy, ktery obsahuje nejvice nul; tim se
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snizuje pocet sc¢itancu v prislusném rozvoji.
Piiklad 1. Pocitejme det A rozvojem podle: a) 1. fadku; b) 3. sloupce; ¢) 4. tadku;
A je matice

0O 2 0 O
1 -1 2 -1
A= 1 1 =3 -1
3 0 0 5
Regeni. a) V 1. fadku jsou tii prvky nulové, proto
1 2 -1 1 2 -1
detA=0+2-(-)"2.11 -3 -1 [4+0+0=-2-]1 =3 —1|=280.
3 0 5 3 0 5

b) Nebudeme psat s¢itance patfici k nulovym prvkim a;;; ve 3. sloupci to jsou dva
pI'ka a13 = Q43 = 0:

02 0 0o 2 0
det A=2-(—1)*3.| 1 1 —1|+3-(=1)33.|1 —1 —1|=32+48=80.
30 5 3 0 5
¢) Rozvoj podle 4. fadku je
2 0 0 0o 2 0
detA=3-(—1)"™1 .| =1 2 —1|+5-(-)™*-|1 =1 2[=30+50=20.
1 -3 -1 1 1 -3

Vlastnosti determinantd

Diikazy nésledujicich tvrzeni jsou v ucebnicich linearni algebry; daji se ilustrovat na
determinantech 3. stupné. Obecné se v ditkazech postupuje rozvojem determinantu (podle
fadku nebo sloupce).

Vlastnost (V1). Necht A je ¢tvercova matice, necht A je jeji transponovana matice.
Pak plati: det A = det AT (slovy: transponovani matice neméni jeji determinant).

Proto formulace vlastnosti determinanti pro fadky plati také pro sloupce; presto v
dalsim uvedeme kviili zdiraznéni obé formulace.

Vlastnost (V2). Jestlize z determinantu D utvoiime determinant D, tak, Ze vSechny
prvky nékterého fadku (sloupce) vynasobime ¢islem k, pak Dy = k- D.
Na ilustraci, pro determinant D; méame

30 60 90 12 3 1 2 3 113
Di=| 3 8 5|=3- 38 5|=30-6-{3 8 5|=30-6-2-13 4 5
120 18 12 0 18 2 0 3 2 0 3

Ziskany determinant mizeme pocitat piimo, a to pomoci Sarrusova pravidla, pri¢emz
pracujeme s mensimi ¢isly.

Vlastnost (V3). Ma-li determinant D néktery fadek (sloupec) nulovy, pak D = 0.
(Plyne z rozvoje podle nulového fadku (sloupce).)

Vlastnost (V4). Jsou-li v8echny prvky jednoho fadku (sloupce) determinantu D
souc¢tem dvou sc¢itancti, pak determinant D je souctem dvou determinanti Dy, D, takovych,
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ze v piislusném radku (sloupci) determinantu Dy, resp. D je prvni s¢itanec, resp. druhy
sCitanec.

Vlastnost (V5). Vznikne-li determinant D* z determinantu D zdménou pofadi dvou
fadka (sloupci), pak D* = —D.

Vlastnost (V6) (disledek (V5)). Jsou-li v determinantu D dva fadky (sloupce)
stejné, je D = 0.

Vlastnost (VT7) (dasledek (V6), (V2)). Jestlize néktery fadek (sloupec) determi-
nantu D je k-nasobkem jiného ¥adku (sloupce), pak D = 0.

Vlastnost (V8) (disledek (V4), (VT7)). Hodnota determinantu se nezméni, jestlize
k nékterému fadku (sloupci) pfipoc¢itame k-nasobek jiného radku (sloupce).

Proto pro velkd n vyhodné pocitame determinanty D tak, Ze:

(1) nejprve provadime upravy na determinantu, vyuzivame piitom vlastnosti (V1) —
(V8)7

(2) provedeme rozvoj determinantu (podle Fadku nebo sloupce).

Upravu determinantu D je vhodné provadét rovnéz takovym zpisobem, abychom
ziskali determinant det A, kde A je horni trojuhelnikovi matice; jeji determinant je sou¢inem
diagonalnich prvkii:

det A = a1 - Qg9 - ... - Gpp;

z toho také plyne, Ze determinant diagonélni matice - jeji nenulové prvky se nachazeji
pouze v hlavni diagonéle - je roven souc¢inu diagonalnich prvki, a determinant jednotkové
matice F, je roven 1.

Priklad 2. Pocitejme determinant D 4. stupné vhodnymi tpravami pro

10 23
21 -1 2
D= 02 30
3 3 -1 1

Regeni. Nejprve ke 2. fadku pfipocitame (—2)-nasobek 1. Fadku, ke 4. Fadku
pfipo¢teme (—3)-nasobek 1. fadku:

10 2 3 10 2 3
D 21 -12| |01 -5 —4
102 30| |02 3 0
33 -1 1 03 —7 -8
Ted provedeme rozvoj podle 1. sloupce:
10 2 3 1 —5 _4
01 =5 —4
=12 3 0
02 3 0 3 _7 _g
03 —7 -8

Ke 2. tadku jesté pripoc¢teme (—2)-nasobek 1. fadku, ke 3. fadku pfipo¢teme (—3)-
nasobek 1. fadku:

1 -5 —4 1 -5 -4

2 3 0]|=|0 13 8 |= '

‘:4-(—3):—12.
3 —7

-8 0 8 4
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Jako vhodné cviceni lze kup¥. dokézat, Ze pro nasledujici determinanty plati (a, b, c,
d, x jsou realna ¢isla):

1+a b c d
a 1+b6 ¢ d B '
a) 4 b ol4c d =1l+a+b+c+d;
a b c 1+d
a a a a
b) bbb b = 8abed;
c ¢ —c¢c —c
d —d —d —d

T z+1 2+2 x+3
) z+1 z+2 z+3 x+4 _ 0
V1242 243 z+4 45|

z+3 x+4 z+5 x+6

Pozndmka. Ulohou v praxi se ¢asto vyskytujici byva vypocet plosného obsahu geomet-
rického atvaru v roviné, ktery lze provést kupf. triangulaci této oblasti na konecny pocet
trojihelnikia. K vypoctu plosného obsahu trojihelniku lze odvodit pomoci vektorového
poctu vzorec pouzivajici determinant 3. stupné:

Plosny obsah A trojuhelniku A Py P,Ps s vrcholy Pilx;, yi], i = 1, 2, 3, je absolutni
hodnotou determinantu

1 1 3/1 1
A(A.Plpgpg) = 5 T2 Y2 1
r3 Y3 1

Vypocet inverzni matice pomoci determinanti

Inverzni matici k dané matici A = (a;;), 1 <4, j < n s determinantem riiznym od nuly
miizeme pocitat také pomoci determinanti, a to nasledovné:

All A21 Ail Anl
A12 AQQ ... Aig ... An2
1

:detA Alj Agj Aij Anj

-1

Ay, Asy o An o A
Inverzni matice tedy sestava z algebraickych doplitki takovym zptlisobem, Ze v jejim j-tém
fadku a i-tém sloupci se nachazi algebraicky doplnék A;; takového prvku a;;, ktery se v
puvodni matici A nachéazel v i-tém fadku a j-tém sloupci.

Inverzni matice A~! existuje pouze ke &tvercové matici
A, pro kterou det A # 0; takové matice se nazyvaji requldrni. Matice A s det A = 0
jsou tzv. singularni matice.

Piiklad 4. Vypocitejme inverzni matice k maticim A, B, kde

23 1
A:(_f _g),B: 79 5
343
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ReSeni. A je regularni: det A = —4 # 0. Algebraické doplitky jsou Ay = —2,
Ay =1, Ay = 0, Ayy = 2, proto inverzni matice A1 je

A—l__l' An An \ _ 1 (=20
4 A Ay | 4 1 2/

(5 4)-(1)
s () (2 )= (e D=0

b) Pro matici B mame det B = 54 + 28 4+ 45 — (27 4+ 40 + 63) = —3 # 0. Algebraické
dopliiky pfi stejném oznaceni A,;; jSOU'

1
1
1
1

9 5 31
7 5 1 2 1
A12__| 3 3 | _6 A2 _‘ 3 ‘_37 A32__‘ 7 5 ‘__37
79 2 2 3
A13_‘3 4‘:7 23 — — ’3 = 7 33:‘7 9‘:_37
1 A Ay Az 5 —6
B! = -3 Ag Ay Asy -3 3
Az Agz Asg -1 3
Ovéiime platnost B-B~! = B™1 . B = Fj:
2 31 1 -7 5 —6 1 00
B-B't'=|79 5 3 6 -3 3 |=(01°0]1,
3 4 3 -1 -1 3 001
1 -7 5 —6 2 31 1 00
B™'.B= 3 6 -3 3|-1795|=]1]01T0I 1e
-1 -1 3 3 4 3 0 01

Pozndmka. 7 predchoziho prikladu plyne, Ze matice A = ( CCL 2 ) je regularni pravé
tehdy, kdyz jeji det A = ad — be # 0.
Pro inverzni matici plati:

(1) Pro pro libovolné dvé ¢tvercové matice A, B stejného typu n x n plati pro de-
terminant jejich soucinu det (A - B) = det A - det B. Odtud plyne vztah pro determinant
matice a determinant jeji inverzni matice:

det A-det A=' = det E,, = 1.

(2) Jestlize A, B jsou dvé regularni matice stupné n x n, pak také matice A - B je
regularni a plati (A- B)™' = B~'. A™L.

( T()3)1 Jestlize det A # 0 a matice AT je transponovand k matici A, pak plati (A™1)T =
A f—

16



(4) Inverzni matice ke horni trojahelnikové matici je opét horni trojtihelnikovou matici.

Cramerovo pravidlo (obecny pfipad)

Uvedeme ted zobecnéni metody pro feseni ¢tvercové soustavy linedrnich rovnic nazy-
vané Cramerovym pravidlem, o kterém jsme se zminili zatim pouze pro soustavu dvou
nebo tif rovnic.

Véta (Cramerovo pravidlo). Necht A -z = b je soustava n linearnich rovnic o n
neznamych, necht D je determinant matice soustavy: D = det A. Jestlize D # 0, pak

soustava ma jediné feseni x = (z1, 22, ..., T,), pro jehoz slozky plati
D; .
T, = D 1=1, ..., n;

D; jsou determinanty, které vzniknou z determinantu D nahradou ¢-tého sloupce sloupcem
pravych stran, 1 = 1, ..., n.

Dikaz. Necht je splnéno D = det A # 0. Nejprve dokdzeme, ze pokud soustava
linearnich rovnic mé feseni, pak toto feseni je urceno jednozna¢né. Predpoklddejme proto,
7e dva vektory x, y jsou feSeni soustavy, tj. plati A-x = b a soucasné A -y =b. Z téchto
maticovych rovnic plyne

r=A1b y=A1.b tudizz=y.

Ted muZzeme hledat i-tou slozku vektoru feSeni; v soucinu matic rozepiSeme jesté
inverzni matici symbolicky jako matici prislusnych algebraickych dopliki délenou ¢islem
det A:

1
(A
det A (450)
Proto z; podle pravidla o sou¢inu matic, jako soucin i-tého fadku inverzni matice A~! se
sloupcem b, je

B 1
~det A

Ale zévorka (Ay; - by + Ag; - be + ... + Ay - by) je pravé takové ¢islo, které je hodnotou
determinantu D;, jestlize se D; urcuje rozvojem podle i-tého sloupce, : = 1,...,n. Proto

r=A"1.b= - b.

: (Alz by + Ay by + ...+ Ay bn)

X

Ti = <" @

D

Pozndmka. Pfi ur¢ovani feSeni soustav n linearnich rovnic pomoci Cramerova pravidla
potiebujeme tudiz ur¢it hodnoty (n + 1) determinantii n-tého stupné. Obvykle v téchto
determinantech provedeme vhodné operace s vyuzitim vlastnosti determinantii a nasledné
stanovime jejich hodnoty.

Soustavy linearnich rovnic s parametrem

Omezime se pouze na ¢tvercové soustavy; v ukazkovych tlohach zvolime postup feSeni
pomoci determinanti.

Priklad. Urceme vSechny hodnoty realného parametru p, pro které ma soustava
jediné, resp. zadné, resp. nekone¢né mnoho feSeni, a napiSme vSechna existujici reseni
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v zavislosti na hodnotich parametru p:

T1+ Tot+ XT3 = 1 T1+ Tot+ XT3 = 0
a) x1+prot+ w3 =1 b) x+pro+ x3=0
1+ To+pirs =1 T+ To+pPry =0

Regeni. a) Pocitejme determinant matice soustavy:

111 1 1 1
detA=|1p 1 |=|0 p—1 0 =(p-172-(p+1)
11 p? 0 0 p-1

Pro det A # 0, tedy pro p # 1, p # —1, ma soustava jediné FeSeni; uréimé jej pomoci
Cramerova pravidla:

1 1 1 1 1 1 1 1 11
T = 2 -1 P 1 = 17 To = 1 1 1 = T3 = 1 P 11=0

Jestlize p = 1, pak se soustava redukuje na jedinou rovnici xy + x5 + 3 = 1, proto
mé nekonecné mnoho FeSeni: (1 —xy — x3, T9, T3), kde x5, x3 jsou libovolné volitelné dvé
neznamé (jako parametry).

Pro p = —1 se soustava redukuje na dvé rovnice (tfeti a prvni rovnice jsou stejné):
napiSme je tabulkou a upravme podle GEM:

Ty T2 X3 ‘ Ty T2 X3 ‘
1 1 1]1 1 1 171
1 -1 1]1 0 -2 010

Proto o = 0, x1 = 1 — x3, kde x3 € R je libovolné; feseni je nekonec¢né mnoho trojic
(1 — x5, 0, x3), 3 € R libovolné.

b) Mame det A = (p — 1)*- (p + 1). Jestlize det A # 0, soustava jako homogenni mé
jediné feseni, a to trividlni: (0, 0, 0).

Pro p = 1 se soustava redukuje na jedinou rovnici z; + x5 + x3 = 0, proto existuje
nekoneéné mnoho feSeni (—xzy — x3, T2, 3), kde xq, 3 jsou libovolné volitelné nezndmé.

Pro p = —1 se soustava redukuje na dvé homogenni rovnice (zapiSeme je tabulkou):
Ty T2 X3 ‘ Ty T2 I3 ‘
1 1 110 1 1]0
1 -1 110 0 1 010

Reseni je nekone¢né mnoho trojic (x3, 0, —x3), kde x3 € R je libovolné volitelna neznama.
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Pojmy, vztahy, oznaceni

Matice, vyzna¢né matice

Operace s maticemi: soucet, rozdil, nasobek

Soucin matic, vlastnosti sou¢inu

Stochastické matice, pouziti

Matice inverzni k dané matici; podminky existence, vypocet
Permutaéni matice, vlastnosti, pouziti

Determinant ¢tvercové matice; Sarrusovo pravidlo
Vlastnosti determinanti

Vypodet determinantu pomoci rozvoje (podle fadku nebo podle sloupce)
Regularni, singularni matice

Vypodet inverzni matice pomoci determinanti (minorii)

Cramerovo pravidlo, obecny piipad
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