
ZÁKLADY MATEMATIKY 2

MATICE A DETERMINANTY

Matice a jejich pouºití

Motivace na pouºití matic vychází op¥t z praxe:
Nech´ kup°. v ur£itém podniku se ze £ty° surovin s1, s2, s3, s4 vyrábí t°i produkty

p1, p2, p3, p°i£emº k výrob¥ jedné jednotky kaºdého z produkt· p1, p2, p3 je pot°eba tolik
jednotek jednotlivých surovin s1, s2, s3, s4, jak to ur£uje tabulka:

p1 p2 p3

s1 5 6 2
s2 3 0 1
s3 0 2 4
s4 2 3 2

(T°etí °ádek této tabulky se týká suroviny s3 a zna£í: na výrobu 1 jednotky produktu p1,
p2, p3 je pot°eba 0, 2, resp. 4 jednotky suroviny s3. Druhý sloupec týkající se produktu p2

ur£uje, ºe na výrobu 1 jednotky toho produktu pot°ebují mít 6, 0, 2, 3 jednotek uvedených
surovin.)

Tuto £íselnou tabulku zapsanou do závorek budeme ozna£ovat jako matice typu 4× 3
(o 4 °ádcích a 3 sloupcích); reprezentuje práv¥ vztah medzi 4 surovinami a 3 produkty
výroby a v této úloze se nazýva také maticí spot°eby. Prvky této matice jsou £ísla a na
jejich poloze v °ádcích a sloupcích záleºí.

Uve¤me jiný p°íklad: p°edstavme si 4 obce O1, O2, O3, O4 a p°edpokládejme, ºe z
obce

� O1 vede p°ímá cesta do O2, O3, O4,
� O2 vede p°ímá cesta pouze do O1,
� O3 vede p°ímá cesta do O1, O4,
� O4 vede p°ímá cesta do O1, O3.

(p°ímou cestou se rozumí cesta neprocházející ºádnou jinou obcí). Dejme si za úkol
p°ehledn¥ zapsat systém spojení t¥chto obcí p°ímou cestou. Pouºijeme k tomu matici, a
to typu 4 × 4 (máme 4 obce); do °ádku i-tého a sloupce j-tého pro 1 ≤ i, j ≤ 4 v této
matici umístíme 1, pokud existuje p°ímá cesta z obce Oi do Oj, jinak na tomto míst¥ bude
symbol 0. (Lze p°edpokládat existenci p°ímé cesty z Oi do samotné Oi.) Proto systém
p°ímých cest bude vyzna£en maticí

I =


1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 1
1 0 1 1


Tato matice se nazývá inciden£ní maticí neboli matice incidence. Z jejího tvaru lze zp¥tn¥
vytvo°it jednozna£ný popis sít¥ � systému p°ímých spojení obcí za dodrºení podmínky
po°adí obcí O1, O2, O3, O4. P°ehlednost zvoleného vyjád°ení maticí incidence by se
projevila zejména pro velký po£et objekt· sít¥ (u nás obcí). Lze si p°edstavit sít¥ objekt·
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svázaných také jinými druhy spojení, dopravní sít¥ mají p°itom v aplikacích zvlá²tní
význam.

Proto de�nujeme obecn¥:

De�nice. Maticí A nazýváme m × n prvk· (spec. reálných £ísel) uspo°ádaných do
obdélníku s m °ádky a n sloupci. Jestliºe prvek v i-tém °ádku a j-tém sloupci matice A
ozna£íme jako aij, pak matici A lze zapsat ve tvaru

A =


a11 ... a1j ... a1n

... ... ... ... ...
ai1 ... aij ... ain

... ... ... ... ...
am1 ... amj ... amn


�íslo m ur£uje po£et °ádk· matice A, £íslo n ur£uje po£et sloupc·. Dvojice m, n ur£uje
tzv. typ matice: °íkáme, ºe uvedená matice A je typu m × n. Zkrácen¥ budeme n¥kdy
psát také A = (aij), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n; tedy i je index °ádku, j je index sloupce.

Jestliºe m = n, p°íslu²ná matice se nazýva £tvercová matice typu n × n nebo také
£tvercová matice stupn¥ n. Prvky aii £tvercové matice tvo°í hlavní diagonálu matice A a
tyto prvky se nazývají prvky hlavní diagonály neboli diagonálními prvky ("severozápadní
aº jihovýchodní roh, SZ - JV"). Druhá moºná diagonála takové matice (SV - JZ) se
nazývá vedlej²í diagonálou. (Hlavní diagonála se zavádí také pro obecnou matici, tedy ne
nutn¥ £tvercovou.)

�tvercová matice A, ve které
aij = aji pro v²echna i, j ∈ {1, 2, ..., n} se nazývá symetrickou maticí;
aij = −aji pro v²echna i, j ∈ {1, 2, ..., n} se nazývá antisymetrickou maticí.

Matice typu m× n pro m = 1 nebo n = 1 se nazývá také vektor (°ádkový pro m = 1,
sloupcový pro n = 1).

Operace s maticemi

Podobn¥ jako v £íselných soustavách, de�nujme nejprve rovnost dvou matic, a to "po
prvcích":

De�nice. Dv¥ matice A, B se rovnají práv¥ tehdy, jestliºe jsou stejného typu a jestliºe
na odpovídajících místech mají stejné prvky. To znamená, ºe pokud typ obou matic je
m × n a prvky matic jsou aij, resp. bij, pak A = B práv¥ kdyº aij = bij pro v²echny
dvojice index· i, j, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Motiva£ní p°íklad 1. Nech´ P1, P2 jsou 2 prodejny motocykl·, nech´ v obou se
prodávají 4 modely motocykl· M1, M2, M3, M4. Obrat prodejen v tisícech dolar· z
prodeje jednotlivých model· za m¥síc srpen a zá°í ur£itého roku zapi²me tabulkami:

srpen M1 M2 M3 M4

P1 12 6 0 9
P2 12 3 2 19

zá°í M1 M2 M3 M4

P1 0 9 0 13
P2 10 6 4 10

a) Jaký byl obrat jednotlivých prodejen v srpnu a zá°í dohromady sledovaný pro
jednotlivé modely? b) Jak vzrostl obrat jednotlivých prodejen v zá°í ve srovnání s obratem
v srpnu?

c) Jestliºe kaºdá z prodejen dostane 5% boni�kaci z obratu v zá°í, kolik dostane
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dohromady kaºdá z prodejen P1, P2?

�e²ení. Tabulky £ísel budeme povaºovat za matice; ozna£me je jako A, B.

a) Obrat za srpen a zá°í dohromady m·ºeme vyjád°it op¥t jako matici C o 2 °ádcích
a 4 sloupcích, kde na jednotlivá místa napí²eme sou£et obrat· jednotlivých prodejen za
jednotlivý model za oba m¥síce, tedy sou£ty "po prvcích na stejných místech v maticích
A, B":

C =

(
12 6 0 9
12 3 2 19

)
+

(
0 9 0 13

10 6 4 10

)
=

(
12 15 0 22
22 9 6 29

)
(kup°. v prodejn¥ P1 byl obrat z prodeje modelu M3 nulový v srpnu a také v zá°í, proto
také v sou£tu za oba m¥síce musí být nulový.)

b) R·st obratu v zá°í vzhledem na obrat v srpnu m·ºeme také reprezentovat maticí
D; p°íslu²né prvky budou te¤ rozdíly prvk· v matici B a v matici A nacházejících se na
stejných místech:

D =

(
0 9 0 13

10 6 4 10

)
−
(

12 6 0 9
12 3 2 19

)
=

(
−12 3 0 4
−2 3 2 −9

)
(kup°. v prodejn¥ P2 klesl obrat u model· M1, M4, a to o 2, resp. 9 tisíc dolar·, ale
vzrostl u model· M2, M3 o 3, resp. 2 tisíce dolar·.)

c) Boni�kaci z prodeje stanovíme maticí, která vznikne z matice B násobením kaºdého
jejího prvku £íslem 0,05; tím se ur£í boni�kace z prodeje jednotlivých model· pro ob¥
prodejny:

0, 05 ·B = 0, 05 ·
(

0 9 0 13
10 6 4 10

)
=

(
0 0, 45 0 0, 65

0, 50 0, 30 0, 20 0, 50

)
.

Interpretujme: prodejna P1 (první °ádek v této matici) dostala spolu za prodej v²ech
model· boni�kaci 1,1 tisíc dolar· - to je sou£et boni�kací v prvním °ádku; prodejna P2

(druhý °ádek matice) dostala boni�kaci 1,5 tisíc dolar· (°ádkový sou£et £ísel ve druhém
°ádku). •

Obecn¥ de�nujeme:
De�nice. Sou£et dvou matic. Jestliºe A = (aij), B = (bij) jsou dve matice shodného

typu m× n s prvky, kterými jsou reálná £ísla, pak sou£tem matic A, B se nazývá matice
C = (cij) typu m × n, jejíº prvek cij je sou£tem prvk·: cij = aij + bij; tato matice se
ozna£uje jako

C = A + B

a je utvo°ena ze sou£t· prvk· na stejných místech v maticích A, B, tedy "po prvcích".
Protoºe prvky matic A, B jsou reálná £ísla, s£ítání matic A, B je komutativní: platí
A + B = B + A. (Sou£et dvou matic odli²ných typ· se nede�nuje!)

De�nice. Násobek matice £íslem. Nech´ c je reálné £íslo; pak c-násobkem matice A
typu m × n nazýváme matici D = (dij) typu m × n, pro prvky které platí: dij = c · aij.
Jestliºe c = −1, pak matice s prvky −aij se nazýva opa£ná k matici A a ozna£uje se jako
−A. Pro reálná £ísla c, d a matice A, B, ob¥ typu m× n, platí distributivní zákony

c · (A + B) = c · A + c ·B, (c + d) · A = c · A + d · A.
Nulovou maticí typu m×n se nazývá matice, pro prvky které platí aij = 0 pro v²echna
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1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. Jestliºe A je nulová matice typu m× n, pak pro libovolnou matici
B typu m× n platí A + B = B + A = B. Sou£et matice A s maticí, která je k ní opa£ná,
je nulová matice. Jednotková matice typu n × n: £tvercová matice A typu n × n taková,

ºe aii = 1 pro v²echna i = 1, ..., n, aij = 0 pro i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n, se nazývá jednotkovou
maticí typu n× n (nebo stupn¥ n) a ozna£uje se En:

En =


1 0 0 ... 0
0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1


Matice transponovaná k dané matici: nech´ A = (aij) je matice typu m × n. Matice

B = (bij) typu n × m taková, ºe bij = aji (v p·vodní matici A vym¥níme její °ádky za
sloupce a obrácen¥), se nazývá transponovanou maticí k matici A a zna£íme ji B = AT .

Kup°. transponujme matice

A =

(
2 1 0
0 1 −1

)
, B =

 0 0 1
0 −1 0
2 0 0

 , C =

 2
3

−4

:

AT =

 2 0
1 1
0 −1

 , BT =

 0 0 2
0 −1 0
1 0 0

 , CT =
(

2 3 −4
)
.

Z°ejm¥ platí (AT )T = A, (En)T = En, (A + B)T = AT + BT ; také AT = A pro kaºdou
£tvercovou symetrickou matici.

Sou£in dvou matic

Motiva£ní p°íklad 2. Exporté°i E1, E2, E3, E4 dodávají ur£ité zboºí do n¥kterého
ze 3 velkosklad· V1, V2, V3 podle první tabulky, ve ktoré symboly 1, 0 vyzna£ují situace
"dodává", resp. "nedodává". Z velkosklad· se pak dodává zboºí do n¥kterých z 5 malo-
prodejen M1, M2, M3, M4, M5 podle druhé tabulky; symboly 1, 0 mají stejný význam.
Od kterého exportéra dostává zboºí jednotlivá maloprodejna z 5 uvedených?

V1 V2 V3

E1 1 1 0
E2 0 0 1
E3 1 0 1
E4 0 0 1

M1 M2 M3 M4 M5

V1 1 1 0 1 0
V2 0 0 1 1 0
V3 1 0 0 0 1

�e²ení. Tabulky £ísel povaºujme za matice A, B. Kv·li p°ehlednému ur£ení vztahu
mezi 4 exportéry a 5 maloprodejnami vytvo°íme op¥t matici C (proto její typ musí být
4×5); její prvky cik budou £ísla 1 nebo 0 s významem "dodává zboºí", "nedodává zboºí".
Zjistíme, kdy zboºí od i-tého exportéra bude dodáno do k-té maloprodejny, 1 ≤ i ≤ 4, 1 ≤
k ≤ 5, tedy kdy v i-tém °ádku a k-tém sloupci nové matice C bude 1. K tomu je pot°eba,
ale také sta£í, aby existoval alespo¬ jeden, j-tý, velkosklad, do kterého zboºí dodává i-tý
exportér a z kterého odchází zboºí do k-té maloprodejny. Tedy cik = 1 práv¥ tehdy, jestliºe
existuje index j, 1 ≤ j ≤ 3 takový, ºe aij = 1 a sou£asn¥ bjk = 1. Druhá moºnost cik = 0
nastane, jestliºe pro ºádné j nedochází k takové shod¥ symbol· 1, £ili p°i postupném
prohledávání dvojic prvk· v i-tém °ádku matice A a sou£asn¥ v k-tém sloupci matice B
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najdeme pro kaºdé 1 ≤ j ≤ 3 pouze n¥kterou dvojici z mnoºiny kombinací {00, 10, 01}.
Tímto zp·sobem pot°ebujeme postupn¥ kombinovat v²echny °ádky první matice A (spolu
4 °ádky) se sloupci druhé matice B (spolu 5 sloupc·), aº kone£n¥ vytvo°íme 20 prvk·
hledané matice C = (cik):

C =


1 1 0
0 0 1
1 0 1
0 0 1

 ·

 1 1 0 1 0
0 0 1 1 0
1 0 0 0 1

 =


1 1 1 1 0
1 0 0 0 1
1 1 0 1 1
1 0 0 0 1


Kup°. c45 = 1 (E4 dodává zboºí do M5), protoºe existuje velkosklad, a to V3, kterému
dodává E4 a ze kterého se zásobuje zboºím M5. •

Motiva£ní p°íklad 3. Ur£itý výrobní podnik vyrábí 3 produkty A1, A2, A3 a na
jednotku jejich výroby (j.v.) pot°ebuje ur£itá mnoºství 4 surovin s1, s2, s3, s4, která jsou
v první tabulce nebo odpovídající matici S spot°eby. P°edpokládejme, ºe existují 2 moºné
varianty výroby v1, v2 produkt· A1, A2, A3 závislé na vyuºívání prost°edk· podniku a
podle nich bude objem produkce ur£en druhou tabulkou nebo maticí V výroby:

A1 A2 A3

s1 8 0 0
s2 100 0,5 5
s3 10 1 0,5
s4 200 2 2

v1 v2

A1 20 2
A2 1000 2000
A3 500 1000

Kolik jednotek surovin je pot°eba p°i jednotlivých výrobních variantách?

�e²ení. Hledáme vztah mezi mnoºstvím kaºdé ze 4 surovin a 2 výrobními varianta-
mi; ur£íme proto prvky nové matice C, typ které pak musí být 4 × 2, a to následovn¥.
Kombinujme znovu °ádky matice S a sloupce matice V ; jestliºe se budeme zabývat i−tou
surovinou (vezmeme i-tý °ádek matice S) pot°ebnou pro k−tou variantu výroby (k-tý
sloupec matice V ) a budeme tvo°it sou£et sou£in· prvk· na stejných pozicích, pak vzhle-
dem k významu prvk· matic S, V hodnota sou£tu sou£in· prvk· v i-tém °ádku a k-tém
sloupci matice C ur£uje práv¥ celkové mnoºství i-té suroviny pot°ebné p°i k-té variant¥
výroby. Zapi²me získané výsledky jako výsledek operace maticového násobení C = S · V :

C = S · V =


8 0 0

100 0, 5 5
10 1 0, 5
200 2 2

 ·

 20 2
1000 2000
500 1000

 =


160 16
5000 6200
1450 2520
7000 6400


(kup°. 2520 jednotek t°etí suroviny pro druhou výrobní variantu je pot°eba jako sou£in
10 · 2 + 1 · 2000 + 0, 5 · 1000 p°i rozpo£ítání na produkty A1, A2, A3). •

Matice C z p°íkladu 2 nebo 3 se nazývá sou£inem matic S, V . De�nujme obecn¥
sou£in dvou matic:

De�nice. Nech´ A = (aij) je matice typu m×n, B = (bjk) je matice typu n× r. Pak
sou£inem matic A, B nazýváme takovou matici C = (cik) typu m× r, jejíº prvek cik je

cik = ai1b1k + ai2b2k + ... + aijbjk + ... + ainbnk

M·ºeme tedy napsat matici C = A · B s vyzna£ením sou£tu sou£in· prvk· i−tého
°ádku matice A s prvky k−tého sloupce matice B:
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
a11 ... a1j ... a1n

... ... ... ... ...
ai1 ... aij ... ain

... ... ... ... ...
am1 ... amj ... amn

·


b11 ... b1k ... b1r

... ... ... ... ...

bj1 ... bjk ... bjr

... ... ... ... ...

bn1 ... bnk ... bnr

 =


c11 ... c1k ... c1r

... ... ... ... ...
ci1 ... cik ... cir

... ... ... ... ...
cm1 ... cmk ... cmr


Jestliºe pro s£ítání indexovaných veli£in pouºijeme suma£ní znak Σ (ve významu kup°.

s1 + s2 + ... + sn =
n∑

j=1
sj), pak pro cik m·ºeme psát

cik = ai1b1k + ai2b2k + ... + aijbjk + ... + ainbnk =
n∑

j=1
aijbjk.

Z de�nice sou£inu dvou matic vyplývá, ºe sou£in se de�nuje pouze pro dv¥ matice A,
B takových typ·, ºe po£et sloupc· matice A se rovná po£tu °ádk· matice B. (Proto v
p°íkl. 3 sou£in matic V · S neexistuje.)

Motiva£ní p°íklad 4. Slévárna vyrábí 2 druhy bronzových slitin S1, S2; pot°ebná
mnoºství m¥di (Cu), cínu (Sn) a zinku (Zn) na výrobu jednotky mnoºství kaºdé ze slitin
jsou uvedeny v první tabulce. M¥¤, cín a zinek m·ºe slévárna koupit od 2 dodavatel· D1,
D2 za ceny v dolarech za jednotku mnoºství podle druhé tabulky:

Cu Sn Zn
S1 4800 600 300
S2 6000 1400 700

D1 D2

Cu 0,75 0,70
Sn 6,50 6,70
Zn 0,40 0,50

Jak si má slévárna vybrát z dodavatel· p°i kalkulaci ceny?

�e²ení. Nech´ £ísla v tabulkách zna£í matice M , N . Sou£in t¥chto matic dává matici
C, která ur£uje vztah medzi slitinami S1 a S2 (°ádky) a cenami od dodavatel· D1, D2

(sloupce):

C = M ·N =

(
4800 6004 300
6000 1400 700

)
·

 0, 75 0, 70
6, 50 6, 70
0, 40 0, 50

 =

(
7620 7530

13880 13930

)

Jestliºe slévárna up°ednostní dodavatele D1, pak mu musí zaplatit 7 620+13 880 = 21 700
dolar· (sloupcový sou£et), pro dodavatele D2 to bude 7 530 + 13 930 = 21 460 dol. •

Poznámky. (1) Nech´ A, B jsou dv¥ £tvercové matice typu n × n; pak existují oba
sou£iny t¥chto matic v po°adí A ·B a také B ·A. Tyto sou£iny A ·B, B ·A se jako matice
obecn¥ nerovnají, jak to ukazuje jednoduchý p°íklad:

A ·B =

(
1 −1
0 1

)
·
(

1 0
1 1

)
=

(
0 −1
1 1

)
;

B · A =

(
1 0
1 1

)
·
(

1 −1
0 1

)
=

(
1 −1
1 0

)
Proto násobení matic není komutativní: obecn¥ A ·B 6= B · A.

(2) Dá se ov²em dokázat podle pravidla násobení matic, ºe násobení matic je asocia-
tivní: pro matice A, B, C vhodných typ· obecn¥ platí (A · B) · C = A · (B · C). Platí
rovn¥º dva distributivní zákony, a to pro násobení zprava, resp. zleva ve smyslu:
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(A + B) · C = A · C + B · C, C · (A + B) = C · A + C ·B.

(3) Jestliºe En je jednotková matice typu n × n, pak pro libovolnou matici A typu
n× n platí A · En = En · A = A.

(4) Pro £tvercovou matici A typu n×n lze de�novat její m−tou mocninu, a to indukcí:

klademe A1 = A, Am = Am−1 · A, jestliºe Am−1 máme de�nováno; dále klademe
A0 = En.

(5) Výsledkem násobení matice A typu m× n sloupcovým vektorem - maticí B typu
n × 1 je op¥t sloupcový vektor, tedy jejich sou£in v po°adí A · B je matice typu m × 1;
podobn¥, pro °ádkový vektor - matici D typu 1×m je sou£inem v po°adí D ·A °ádkový
vektor, tedy matice typu 1× n.

(6) Sou£inem matice typu 1 × n (°ádkového vektoru) s maticí typu n × 1 (se sloup-
covým vektorem) se interpretuje jako reálné £íslo, tedy (obvykle) ne jako matice (záleºí
na aplikacích); nazývá se také skalárním sou£inem dvou vektor· (anglický termín je dot
product): kup°.

(
−1 1 6

)
·

 15
10
10

 = −15 + 10 + 60 = 55.

(7) Na rozdíl od násobení dvou nenulových reálných £ísel, sou£in dvou nenulových
matic m·ºe být nulová matice, kup°.:

A ·B =

(
1 0
0 0

)
·
(

0 0
1 0

)
=

(
0 0
0 0

)

Stochastické matice

De�nice. �tvercová matice A, jejíº prvky jsou nezáporná £ísla, se nazývá stocha-
stickou maticí, jestliºe sou£et prvk· v kaºdém jejím sloupci je roven 1.

Pomocí pravidla pro násobení matic se dá dokázat: sou£in A·A je rovn¥º stochastickou
maticí (a proto kaºdá mocnina stochastické matice je také stochastickou maticí).

Motiva£ní p°íklad 5. Model preferencí zákazníka (stochastická matice).
Dva potravinové obchody usilují získat zákazníky. T°ebaºe malá £ást zákazník· kaºdého z
obchod· z·stává k n¥mu lojální, v¥t²ina zákazník· nakupuje v obou obchodech. Pr·zkum
ukázal, ºe 40 % zákazník· nakupujících v obchod¥ A se vrátí na obvyklý týdenní nákup
do obchodu A, zatímco 60 % z n¥j nakoupí v obchod¥ B. V obchod¥ B 80 % jeho
zákazník· se vrátí do obchodu B, ale 20 % p°ijde nakoupit do obchodu A. Jestliºe na
konci ur£itého týdnu 3000 zákazník· nakupuje v obchod¥ A a 5000 nakupuje v obchod¥
B, kolik zákazník· bude nakupovat v jednotlivých obchodech na konci dal²ího týdne?

�e²ení. Matice P reprezentující pravd¥podobnosti, s jakými se uskute£ní p°echod
zákazník· od obchodu k obchodu (tzv. matice p°echodu) je stochastickou maticí:

od A od B

P =
(

0, 4 0, 2
0, 6 0, 8

)
do A
do B
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Za£áte£ní stav se dá popsat maticí X0 =
(

0, 375
0, 625

)
. Tato matice je také stochastickou

maticí. Proto matice X1 (op¥t stochastická), ur£ující stav preferencí zákazník· po uplynutí
1 týdne, je sou£inem X1 = P ·X0 (nazývá se stavovou maticí):

X1 = P ·X0 =
(

0, 4 0, 2
0, 6 0, 4

)
·
(

0, 375
0, 625

)
=

(
0, 275
0, 725

)
A
B

(uskute£nila se zm¥na v preferencích: 2200 zákazník· v obchod¥ A, 5800 zákazník· v ob-
chod¥ B v dal²ím týdnu). •

Motiva£ní p°íklad 6. Pohyb obyvatel (stochastická matice). M¥sto (city, C)
má dv¥ okrajové £ásti: Glen Park (G) a Walden (W). V pr·b¥hu n¥kolika posledních let
dochází ke st¥hování obyvatel z m¥sta do okrajových £ástí, coº v procentech vyzna£uje
matice P (je stochastickou maticí):

z C z G z W

P =

 0, 85 0, 01 0, 01
0, 07 0, 96 0, 02
0, 08 0, 03 0, 97

 do C
do G
do W

V roce 1990 m¥lo m¥sto (C) 120 000 obyvatel, v Glen Parku (G) bydlelo 80 000 a ve
Waldenu (W) 50 000 obyvatel. Jestliºe p°edpokládáme, ºe celá m¥stská aglomerace má
stejný po£et spolu 250 000 obyvatel, kolik obyvatel bude bydlet v jednotlivých £ástech
v roce 1994?

�e²ení. Matice za£áte£ního stavu (v procentech) z r. 1990 je

X0 =

 0, 48
0, 32
0, 20

 obyvatel C
obyvatel G
obyvatel W

Zm¥ny ve velikosti populace nejprve v procentech ur£íme následovn¥:

populace v r. 1991:

X1 = P ·X0 =

 0, 85 0, 01 0, 01
0, 07 0, 96 0, 02
0, 08 0, 03 0, 97

 ·

 0, 48
0, 32
0, 20

 =

 0, 4132
0, 3448
0, 2420


populace v r. 1992:

X2 = P ·X1 =

 0, 85 0, 01 0, 01
0, 07 0, 96 0, 02
0, 08 0, 03 0, 97

 ·

 0, 4132
0, 3448
0, 2420

 =

 0, 3571
0, 3648
0, 2781


populace v r. 1993:

X3 = P ·X2 =

 0, 85 0, 01 0, 01
0, 07 0, 96 0, 02
0, 08 0, 03 0, 97

 ·

 0, 3571
0, 3648
0, 2781

 =

 0, 3100
0, 3807
0, 3093


populace v r. 1994:

X4 = P ·X3 =

 0, 85 0, 01 0, 01
0, 07 0, 96 0, 02
0, 08 0, 03 0, 97

 ·

 0, 3100
0, 3807
0, 3093

 =

 0, 2704
0, 3934
0, 3362


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Proto v r. 1994 bude ve m¥st¥ (C) bydlet 67 600 obyvatel, v Glen Parku 98 350 a ve
Waldenu 84 050 obyvatel. •

Matice inverzní k dané matici

De�nice. Nech´ A je £tvercová matice stupn¥ n. Jestliºe existuje matice X, pro
kterou platí

A ·X = X · A = En,

pak matice X se nazývá inverzní maticí k matici A a ozna£uje se A−1.

Z de�nice inverzní matice plyne:

(1) Inverzní matice A−1 je rovn¥º £tvercovou maticí stupn¥ n a platí pro ni vztahy

A · A−1 = A−1 · A = En.

(2) Inverzní matice k dané matici (jestliºe existuje) je ur£ena jednozna£n¥.

(3) Platí (A−1)−1 = A (inverzní matici k A−1 je p·vodní matice A).

(4) Pro jednotkovou matici (triviáln¥) platí E−1
n = En.

(5) Inverzní maticí k sou£inu A ·B je sou£in jejich inverzních matic v opa£ném po°adí,
tedy (A ·B)−1 = B−1 · A−1.

Výpo£et inverzní matice: metodu ur£ení inverzní matice A−1 k dané matici A zaloºenou
na úpravách matice A ukáºeme na matici stupn¥ 3 (zobecn¥ní na stupe¬ n lze provést
formálním roz²í°ením po£tu prvk·). Ozna£me

A =

 a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

 , A−1 =

 x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

;
pro sou£in matic má být A ·A−1 = E3. Jestliºe sloupce inverzní matice ozna£íme jako x,
y, z, tedy zkrácen¥ A−1 = (x y z), pak p°i ozna£ení sloupc· jednotkové matice E3 jako

e1 =

 1
0
0

 , e2 =

 0
1
0

 , e3 =

 0
0
1


máme z rovnice A ·A−1 = E3 pro ur£ení neznámé inverzní matice °e²it 3 maticové rovnice
nebo 3 lineární soustavy

A · x = e1, A · y = e2, A · z = e3

se stejnou maticí soustavy A. �e²ení provedeme pomocí GEM úpravou A na jednotkovou
matici (pokud je to moºné), a to najednou pro 3 pravé strany, tedy na pravé stran¥
formáln¥ budeme mít jednotkovou matici E3; napí²eme vedle sebe A, E3, na A provádíme
ERO vedoucí na jednotkovou matici a stejné úpravy sou£asn¥ provádíme také na E3:

(A | E) =

 a1 b1 c1 1 0 0
a2 b2 c2 0 1 0
a3 b3 c3 0 0 1


Tímto algoritmem vznikne na míst¥ p·vodní matice A jednotková matice E3 a na míst¥
p·vodní E3 bude inverzní matice A−1. Metoda se nazývá Jordanova metoda ur£ení in-
verzní matice, obecn¥ pro matici A stupn¥ n symbolicky
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(A | En) −→ (En | A−1).

Existence inverzní matice: protoºe uvedeným postupem sou£asn¥ ur£ujeme k A její
redukovanou matici, inverzní matice existuje pouze k takové £tvercové matici A, jejíº
hodnost je v na²em p°íkladu 3, obecn¥ tedy její hodnost je n.

Poznámka. Soustavu m lineárních rovnic o n neznámých s maticí A a sloupcem
pravých stran b (tedy maticí typu m × 1) m·ºeme zapsat pomocí maticového násobení
jako A · x = b, p°i£emº x je sloupcový vektor neznámých x1, x2, ..., xn; uvedený zápis
p°ipomíná zápis lineární rovnice v reálných £íslech. Jestliºe A je £tvercová matice, ke které
existuje matice inverzní A−1, pak °e²ení této soustavy m·ºeme najít pomocí sou£inu matic:

x = A−1 · b.
Obecn¥ji, maticovou rovnici A ·X = B pro dané matice A, B, za p°edpokladu, ºe existuje
inverzní matice A−1 k matici A, °e²íme pomocí inverzní matice: rovnici násobíme inverzní
maticí A−1 zleva a dostáváme

A ·X = B, A−1 · A ·X = A−1 ·B, X = A−1 ·B.

Analogicky, za uvedených p°edpoklad· maticovou rovnici X · A = B °e²íme násobením
inverzní maticí A−1 zprava:

X = B · A−1.

Kombinace t¥chto postup· umoºní najít rovn¥º °e²ení sloºitej²ích maticových rovnic, kup°.
A · X · B = C, p°i£emº p°edpokládáme, ºe inverzní matice A−1, B−1 existují: X =
A−1 · C ·B−1.

Permuta£ní matice

De�nice. �tvercová matice P stupn¥ n se nazývá permuta£ní maticí, jestliºe v kaºdém
jejím °ádku a sou£asn¥ v kaºdém sloupci je pouze jediný nenulový prvek rovnající se 1.

Snadno lze zjistit, ºe kup°. pro n = 3 existuje práv¥ 6 permuta£ních matic, pro n = 4
lze napsat p°esn¥ 24 permuta£ních matic. Obecn¥, souvislost po£tu permuta£ních matic
stupn¥ n s £íslem n!, ur£ujícím po£et v²ech permutací na kone£né mnoºin¥ s n prvky,
plyne z jejich de�nice. Pro umíst¥ní £ísla 1 v prvním °ádku matice máme totiº na výb¥r
jeden z n moºných sloupc·, £ili celkov¥ n moºností; £íslo 1 v druhém °ádku pak m·ºe být
pouze v n¥kterém ze sloupc· vybíraném z (n− 1) moºných atd., aº nakonec v posledním
°ádku zbývá pro polohu £ísla 1 pouze jediná moºnost neboli jediný zbylý sloupec, proto
existuje n! permuta£ních matic stupn¥ n. Tuto korespondenci lze vyuºít na reprezentování
permutací prvk· kone£né mnoºiny pomocí permuta£ních matic: permuta£ní maticí A =
(aij) s £íslem 1 na pevných pozicích ij pro dvojice i, j, i = 1, ..., n, je jednozna£n¥ ur£ena
permutace kone£né n-prvkové mnoºiny

p : i −→ j, 1 ≤ i ≤ n.

Triviáln¥, identická permutace je reprezentována jednotkovou maticí En. Snadno lze
rovn¥º zjistit, ºe sou£in dvou permuta£ních matice je op¥t permuta£ní maticí; jestliºe
sledujeme sou£in matic a interpretujeme pozice 1 ve smyslu permutování � prostém zobra-
zování prvk· kone£né mnoºiny, pak sou£in dvou permuta£ních matic odpovídá sloºenému
zobrazení. Korespondence musí jít i dál: kaºdá permuta£ní matice P stupn¥ n má hod-
nost n, proto existuje k ní inverzní matice P−1, je to op¥t permuta£ní matice a tato P−1
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odpovídá inverzní permutaci k permutaci popsané p·vodní permuta£ní maticí P .
Ale mnoºina permuta£ních matic má zajímavé vlastnosti rovn¥º vn¥ této mnoºiny

samotné: prove¤me pro matici A =

 a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

 násobení A · P , P · A pro n¥kterou

z permuta£ních matic stupn¥ 3 (ov²em r·znou od identické matice E3): zvolme kup°.

P =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 a po£ítejme

A · P =

 a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

 ·

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 =

 b1 c1 a1

b2 c2 a2

b3 c3 a3

,
protoºe násobení °ádk· matice A nejprve s prvním sloupcem S1 permuta£ní matice P se
redukuje vzhledem na tvar sloupce S1 na výb¥r prvk· v druhém sloupci matice A, násobení
°ádk· druhým sloupcem S2 permuta£ní matice P vybírá prvky v druhém sloupci matice
A, kone£n¥ násobení °ádk· t°etím sloupcem S3 permuta£ní matice P ponechává první
sloupec matice A. Sloupce matice A z p·vodního po°adí 123 se dostali tedy do nového
po°adí 231; toto po°adí plyne z permutace p 3-prvkové mnoºiny {1, 2, 3} odpovídající
matici P ; jde o zobrazení, které lze zapsat tabulkou:

x 1 2 3
p(x) 2 3 1

Analogicky lze zjistit, ºe násobení matic A, P v opa£ném po°adí P · A vede ke zm¥n¥
po°adí sloupc· matice A, op¥t z p·vodního 123 na nové 231.

Uvedený poznatek lze zobecnit a analogickým zp·sobem uvaºování dokázat, ºe pro
matici A a permuta£ní matici P , ob¥ stupn¥ n, bude sestávat matice

� A · P ze sloupc·
� P · A z °ádk·

p·vodní matice A uspo°ádáných do po°adí podle permutace p odpovídající permuta£ní
matici P . Tímto zp·sobem � násobením matice A vhodnou permuta£ní maticí zleva �
speciáln¥ lze provést jeden druh elementární °ádkové operace na matici A, a to vzájemnou
vým¥nu dvou °ádk·. Proto vzniká p°irozená otázka, zda podobným zp·sobem nelze
provést rovn¥º dal²í dva druhy z ERO operací.

Determinanty

�tvercová £íselná matice a její determinant

V celém odstavci se budeme zabývat výhradn¥ £tvercovými £íselnými maticemi. Pro
tyto matice p°iradíme ur£itým zp·sobem £íslo, které se nazývá determinantem matice;
de�nuje se induktivním postupem.

1. Pro matici A typu 2× 2, kde A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, de�nujeme její determinant detA

detA = a11a22 − a21a12.

Uvedený determinant se nazývá determinantem 2. °ádu (n¥kdy také 2. stupn¥) a pro
vyzna£ení vztahu k p·vodní matici pouºíváme ozna£ení
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detA =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣.
P°íklad:

∣∣∣∣∣ 2 4
1 2

∣∣∣∣∣ = 2 · 2− 4 · 1 = 0,

∣∣∣∣∣ 3 1
−1 0

∣∣∣∣∣ = 3 · 0 + 1 · 1 = 1,

∣∣∣∣∣ 0 1
1 0

∣∣∣∣∣ = −1.

2. Determinant matice A typu 3× 3 de�nujeme pomocí determinantu 2. stupn¥:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣ a21 a22

a31 a33

∣∣∣∣∣.
Uvedený výpo£et determinantu 3. stupn¥ vede na formuli, která se nazývá Sarrusovo
pravidlo (6 sou£in·, dva z n¥j ur£ují dv¥ diagonály, hlavní a vedlej²í):

detA = a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23 − a31a22a13 − a21a12a33 − a11a32a23.

3. Determinant stupn¥ n ur£íme tzv. rozvojem podle °ádku nebo rozvojem podle sloupce
na principu indukce vzhledem ke stupni n. Zave¤me nejprve ozna£ení: pro £tvercovou
matici A typu n× n budeme její determinant ozna£ovat jako

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ... a1j ... a1n

... ... ... ... ...
ai1 ... aij ... ain

... ... ... ... ...
an1 ... anj ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a postup ur£ení detA je následovný. Vyberme indexy °ádku i, resp. sloupce j, pro
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, a to libovoln¥, ale v dal²ím

pevn¥. Jestliºe vypustíme i-tý °ádek a j-tý sloupec v matici A, vznikne z matice A
£tvercová matice typu (n− 1)× (n− 1); její determinant se nazývá minor nebo subdeter-
minant stupn¥ n− 1 a ozna£uje se Mij. Algebraickým dopl¬kem Aij pat°ícím k prvku aij

matice A se nazývá determinant Mij spolu se znaménkem +1 nebo −1 podle pravidla

Aij = (−1)i+j ·Mij.

Nech´ i je te¤ index libovolného, pevn¥ vybraného °ádku matice A. Pak determinant
detA je £íslo

detA = ai1Ai1 + ai2Ai2 + ... + ainAin =
n∑

j=1
aijAij

Uvedený zp·sob výpo£tu determinantu n-tého stupn¥ se nazývá výpo£et rozvojem deter-
minantu podle zvoleného °ádku, v uvedeném postupu tedy podle i-tého °ádku. Postup
je zaloºen na principu rekurence: vy£íslení determinantu n-tého stupn¥ redukujeme na
vy£íslení determinant· stupn¥ (n− 1), atd., aº se dostaneme k determinant·m stupn¥ 3
nebo 2 a tam pouºijeme Sarrusovo pravidlo.

Poznámky. (1) Výpo£et determinantu detA uvedeným zp·sobem je korektný; indukcí
lze dokázat, ºe hodnota determinantu nezávisí na výb¥ru °ádku.

(2) Výpo£et detA m·ºeme provést také rozvojem podle n¥kterého sloupce (op¥t
nezávisle na jeho volb¥). Rozvoj podle j-tého sloupce bude

detA = a1jA1j + a2jA2j + ... + anjAnj =
n∑

i=1
aijAij

(3) Jako vhodný °ádek nebo sloupec volíme takový, který obsahuje nejvíce nul; tím se
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sniºuje po£et s£ítanc· v p°íslu²ném rozvoji.

P°íklad 1. Po£ítejme detA rozvojem podle: a) 1. °ádku; b) 3. sloupce; c) 4. °ádku;
A je matice

A =


0 2 0 0
1 −1 2 −1
1 1 −3 −1
3 0 0 5


�e²ení. a) V 1. °ádku jsou t°i prvky nulové, proto

detA = 0 + 2 · (−1)1+2 ·

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1
1 −3 −1
3 0 5

∣∣∣∣∣∣∣+ 0 + 0 = −2 ·

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1
1 −3 −1
3 0 5

∣∣∣∣∣∣∣ = 80.

b) Nebudeme psát s£ítance pat°ící k nulovým prvk·m aij; ve 3. sloupci to jsou dva
prvky a13 = a43 = 0:

detA = 2 · (−1)2+3 ·

∣∣∣∣∣∣∣
0 2 0
1 1 −1
3 0 5

∣∣∣∣∣∣∣+ 3 · (−1)3+3 ·

∣∣∣∣∣∣∣
0 2 0
1 −1 −1
3 0 5

∣∣∣∣∣∣∣ = 32 + 48 = 80.

c) Rozvoj podle 4. °ádku je

detA = 3 · (−1)4+1 ·

∣∣∣∣∣∣∣
2 0 0

−1 2 −1
1 −3 −1

∣∣∣∣∣∣∣+ 5 · (−1)4+4 ·

∣∣∣∣∣∣∣
0 2 0
1 −1 2
1 1 −3

∣∣∣∣∣∣∣ = 30 + 50 = 80. •

Vlastnosti determinant·

D·kazy následujících tvrzení jsou v u£ebnicích lineární algebry; dají se ilustrovat na
determinantech 3. stupn¥. Obecn¥ se v d·kazech postupuje rozvojem determinantu (podle
°ádku nebo sloupce).

Vlastnost (V1). Nech´ A je £tvercová matice, nech´ AT je její transponovaná matice.
Pak platí: detA = detAT (slovy: transponování matice nem¥ní její determinant).

Proto formulace vlastností determinant· pro °ádky platí také pro sloupce; p°esto v
dal²ím uvedeme kv·li zd·razn¥ní ob¥ formulace.

Vlastnost (V2). Jestliºe z determinantu D utvo°íme determinant D1 tak, ºe v²echny
prvky n¥kterého °ádku (sloupce) vynásobíme £íslem k, pak D1 = k ·D.

Na ilustraci, pro determinant D1 máme

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣
30 60 90
3 8 5

12 0 18

∣∣∣∣∣∣∣ = 30 ·

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3
3 8 5

12 0 18

∣∣∣∣∣∣∣ = 30 · 6 ·

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3
3 8 5
2 0 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 30 · 6 · 2 ·

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 3
3 4 5
2 0 3

∣∣∣∣∣∣∣
Získaný determinant m·ºeme po£ítat p°ímo, a to pomocí Sarrusova pravidla, p°i£emº
pracujeme s men²ími £ísly.

Vlastnost (V3). Má-li determinant D n¥který °ádek (sloupec) nulový, pak D = 0.
(Plyne z rozvoje podle nulového °ádku (sloupce).)

Vlastnost (V4). Jsou-li v²echny prvky jednoho °ádku (sloupce) determinantu D
sou£tem dvou s£ítanc·, pak determinant D je sou£tem dvou determinant· D1, D2 takových,
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ºe v p°íslu²ném °ádku (sloupci) determinantu D1, resp. D2 je první s£ítanec, resp. druhý
s£ítanec.

Vlastnost (V5). Vznikne-li determinant D∗ z determinantu D zám¥nou po°adí dvou
°ádk· (sloupc·), pak D∗ = −D.

Vlastnost (V6) (d·sledek (V5)). Jsou-li v determinantu D dva °ádky (sloupce)
stejné, je D = 0.

Vlastnost (V7) (d·sledek (V6), (V2)). Jestliºe n¥který °ádek (sloupec) determi-
nantu D je k-násobkem jiného °ádku (sloupce), pak D = 0.

Vlastnost (V8) (d·sledek (V4), (V7)). Hodnota determinantu se nezm¥ní, jestliºe
k n¥kterému °ádku (sloupci) p°ipo£ítáme k-násobek jiného °ádku (sloupce).

Proto pro velká n výhodn¥ po£ítáme determinanty D tak, ºe:
(1) nejprve provádíme úpravy na determinantu, vyuºíváme p°itom vlastnosti (V1) �

(V8),
(2) provedeme rozvoj determinantu (podle °ádku nebo sloupce).
Úpravu determinantu D je vhodné provád¥t rovn¥º takovým zp·sobem, abychom

získali determinant detA, kde A je horní trojúhelníková matice; její determinant je sou£inem
diagonálních prvk·:

detA = a11 · a22 · ... · ann;
z toho také plyne, ºe determinant diagonální matice - její nenulové prvky se nacházejí
pouze v hlavní diagonále - je roven sou£inu diagonálních prvk·, a determinant jednotkové
matice En je roven 1.

P°íklad 2. Po£ítejme determinant D 4. stupn¥ vhodnými úpravami pro

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 2 3
2 1 −1 2
0 2 3 0
3 3 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�e²ení. Nejprve ke 2. °ádku p°ipo£ítáme (−2)-násobek 1. °ádku, ke 4. °ádku

p°ipo£teme (−3)-násobek 1. °ádku:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 2 3
2 1 −1 2
0 2 3 0
3 3 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 3
0 1 −5 −4
0 2 3 0
0 3 −7 −8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Te¤ provedeme rozvoj podle 1. sloupce:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 3
0 1 −5 −4
0 2 3 0
0 3 −7 −8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

1 −5 −4
2 3 0
3 −7 −8

∣∣∣∣∣∣∣
Ke 2. °ádku je²t¥ p°ipo£teme (−2)-násobek 1. °ádku, ke 3. °ádku p°ipo£teme (−3)-
násobek 1. °ádku:∣∣∣∣∣∣∣

1 −5 −4
2 3 0
3 −7 −8

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

1 −5 −4
0 13 8
0 8 4

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 13 8

8 4

∣∣∣∣∣ = 4 ·
∣∣∣∣∣ 13 2

8 1

∣∣∣∣∣ = 4 · (−3) = −12 •
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Jako vhodné cvi£ení lze kup°. dokázat, ºe pro následující determinanty platí (a, b, c,
d, x jsou reálná £ísla):

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a b c d

a 1 + b c d
a b 1 + c d
a b c 1 + d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 + a + b + c + d;

b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a a a a
b b b −b
c c −c −c
d −d −d −d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 8abcd;

c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x x + 1 x + 2 x + 3

x + 1 x + 2 x + 3 x + 4
x + 2 x + 3 x + 4 x + 5
x + 3 x + 4 x + 5 x + 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

Poznámka. Úlohou v praxi se £asto vyskytující bývá výpo£et plo²ného obsahu geomet-
rického útvaru v rovin¥, který lze provést kup°. triangulací této oblasti na kone£ný po£et
trojúhelník·. K výpo£tu plo²ného obsahu trojúhelníku lze odvodit pomocí vektorového
po£tu vzorec pouºívající determinant 3. stupn¥:

Plo²ný obsah A trojúhelníku ∆ P1P2P3 s vrcholy Pi[xi, yi], i = 1, 2, 3, je absolutní
hodnotou determinantu

A(∆ P1P2P3) =
1

2
·

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

Výpo£et inverzní matice pomocí determinant·

Inverzní matici k dané matici A = (aij), 1 ≤ i, j ≤ n s determinantem r·zným od nuly
m·ºeme po£ítat také pomocí determinant·, a to následovn¥:

A−1 =
1

detA
·



A11 A21 ... Ai1 ... An1

A12 A22 ... Ai2 ... An2

... ... ... ... ...
A1j A2j ... Aij ... Anj

... ... ... ... ... ...
A1n A2n ... Ain ... Ann


Inverzní matice tedy sestává z algebraických dopl¬k· takovým zp·sobem, ºe v jejím j-tém
°ádku a i-tém sloupci se nachází algebraický dopln¥k Aij takového prvku aij, který se v
p·vodní matici A nacházel v i-tém °ádku a j-tém sloupci.

Inverzní matice A−1 existuje pouze ke £tvercové matici
A, pro kterou detA 6= 0; takové matice se nazývají regulární. Matice A s detA = 0

jsou tzv. singulární matice.

P°íklad 4. Vypo£ítejme inverzní matice k maticím A, B, kde

A =

(
2 0

−1 −2

)
, B =

 2 3 1
7 9 5
3 4 3

 .
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�e²ení. A je regulární: detA = −4 6= 0. Algebraické dopl¬ky jsou A11 = −2,
A12 = 1, A21 = 0, A22 = 2, proto inverzní matice A−1 je

A−1 = −1

4
·
(

A11 A21

A12 A22

)
= −1

4
·
(
−2 0

1 2

)
.

Ov¥°íme:

A · A−1 = −1

4
·
(

2 0
−1 −2

)
·
(
−2 0

1 2

)
= −1

4
·
(
−4 0

0 −4

)
=

(
1 0
0 1

)
,

A−1 · A = −1

4
·
(
−2 0

1 2

)
·
(

2 0
−1 −2

)
= −1

4
·
(
−4 0

0 −4

)
=

(
1 0
0 1

)
.

b) Pro matici B máme detB = 54 + 28 + 45− (27 + 40 + 63) = −3 6= 0. Algebraické
dopl¬ky p°i stejném ozna£ení Aij jsou:

A11 =

∣∣∣∣∣ 9 5
4 3

∣∣∣∣∣ = 7, A21 = −
∣∣∣∣∣ 3 1

4 3

∣∣∣∣∣ = −5, A31 =

∣∣∣∣∣ 3 1
9 5

∣∣∣∣∣ = 6,

A12 = −
∣∣∣∣∣ 7 5

3 3

∣∣∣∣∣ = −6, A22 =

∣∣∣∣∣ 2 1
3 3

∣∣∣∣∣ = 3, A32 = −
∣∣∣∣∣ 2 1

7 5

∣∣∣∣∣ = −3,

A13 =

∣∣∣∣∣ 7 9
3 4

∣∣∣∣∣ = 1, A23 = −
∣∣∣∣∣ 2 3

3 4

∣∣∣∣∣ = 1, A33 =

∣∣∣∣∣ 2 3
7 9

∣∣∣∣∣ = −3;

B−1 = −1

3
·

 A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33

 =
1

3
·

 −7 5 −6
6 −3 3

−1 −1 3

 .

Ov¥°íme platnost B ·B−1 = B−1 ·B = E3:

B ·B−1 =

 2 3 1
7 9 5
3 4 3

 · 1

3
·

 −7 5 −6
6 −3 3

−1 −1 3

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

B−1 ·B =
1

3
·

 −7 5 −6
6 −3 3

−1 −1 3

 ·

 2 3 1
7 9 5
3 4 3

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 •

Poznámka. Z p°edchozího p°íkladu plyne, ºe matice A =

(
a b
c d

)
je regulární práv¥

tehdy, kdyº její detA = ad− bc 6= 0.

Pro inverzní matici platí:

(1) Pro pro libovolné dv¥ £tvercové matice A, B stejného typu n × n platí pro de-
terminant jejich sou£inu det (A · B) = detA · detB. Odtud plyne vztah pro determinant
matice a determinant její inverzní matice:

detA · detA−1 = detEn = 1.

(2) Jestliºe A, B jsou dv¥ regulární matice stupn¥ n × n, pak také matice A · B je
regulární a platí (A ·B)−1 = B−1 · A−1.

(3) Jestliºe detA 6= 0 a matice AT je transponovaná k matici A, pak platí (A−1)T =
(AT )−1.
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(4) Inverzní matice ke horní trojúhelníkové matici je op¥t horní trojúhelníkovou maticí.

Cramerovo pravidlo (obecný p°ípad)

Uvedeme te¤ zobecn¥ní metody pro °e²ení £tvercové soustavy lineárních rovnic nazý-
vané Cramerovým pravidlem, o kterém jsme se zmínili zatím pouze pro soustavu dvou
nebo t°í rovnic.

V¥ta (Cramerovo pravidlo). Nech´ A · x = b je soustava n lineárních rovnic o n
neznámých, nech´ D je determinant matice soustavy: D = detA. Jestliºe D 6= 0, pak
soustava má jediné °e²ení x = (x1, x2, ..., xn), pro jehoº sloºky platí

xi =
Di

D
, i = 1, ..., n;

Di jsou determinanty, které vzniknou z determinantu D náhradou i-tého sloupce sloupcem
pravých stran, i = 1, ..., n.

D·kaz. Nech´ je spln¥no D = detA 6= 0. Nejprve dokáºeme, ºe pokud soustava
lineárních rovnic má °e²ení, pak toto °e²ení je ur£eno jednozna£n¥. P°edpokládejme proto,
ºe dva vektory x, y jsou °e²ení soustavy, tj. platí A · x = b a sou£asn¥ A · y = b. Z t¥chto
maticových rovnic plyne

x = A−1 · b, y = A−1 · b, tudíº x = y.

Te¤ m·ºeme hledat i-tou sloºku vektoru °e²ení; v sou£inu matic rozepí²eme je²t¥
inverzní matici symbolicky jako matici p°íslu²ných algebraických dopl¬k· d¥lenou £íslem
detA:

x = A−1 · b =
1

detA
· (Aji) · b.

Proto xi podle pravidla o sou£inu matic, jako sou£in i-tého °ádku inverzní matice A−1 se
sloupcem b, je

xi =
1

detA
· (A1i · b1 + A2i · b2 + ... + Ani · bn).

Ale závorka (A1i · b1 + A2i · b2 + ... + Ani · bn) je práv¥ takové £íslo, které je hodnotou
determinantu Di, jestliºe se Di ur£uje rozvojem podle i-tého sloupce, i = 1, ..., n. Proto

xi =
Di

D
· •

Poznámka. P°i ur£ování °e²ení soustav n lineárních rovnic pomocí Cramerova pravidla
pot°ebujeme tudíº ur£it hodnoty (n + 1) determinant· n-tého stupn¥. Obvykle v t¥chto
determinantech provedeme vhodné operace s vyuºitím vlastností determinant· a následn¥
stanovíme jejich hodnoty.

Soustavy lineárních rovnic s parametrem

Omezíme se pouze na £tvercové soustavy; v ukázkových úlohách zvolíme postup °e²ení
pomocí determinant·.

P°íklad. Ur£eme v²echny hodnoty reálného parametru p, pro které má soustava
jediné, resp. ºádné, resp. nekone£n¥ mnoho °e²ení, a napi²me v²echna existující °e²ení
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v závislosti na hodnotách parametru p:

a)
x1+ x2+ x3 = 1
x1+px2+ x3 = 1
x1+ x2+p2x3 = 1

b)
x1+ x2+ x3 = 0
x1+px2+ x3 = 0
x1+ x2+p2x3 = 0

�e²ení. a) Po£ítejme determinant matice soustavy:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 p 1
1 1 p2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
0 p− 1 0
0 0 p2 − 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (p− 1)2 · (p + 1)

Pro detA 6= 0, tedy pro p 6= 1, p 6= −1, má soustava jediné °e²ení; ur£ím¥ jej pomocí
Cramerova pravidla:

x1 =
1

(p− 1)2(p + 1)
·

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 p 1
1 1 p2

∣∣∣∣∣∣∣ = 1, x2 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 1 1
1 1 p2

∣∣∣∣∣∣∣ = x3 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 p 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Jestliºe p = 1, pak se soustava redukuje na jedinou rovnici x1 + x2 + x3 = 1, proto
má nekone£n¥ mnoho °e²ení: (1− x2 − x3, x2, x3), kde x2, x3 jsou libovoln¥ volitelné dv¥
neznámé (jako parametry).

Pro p = −1 se soustava redukuje na dv¥ rovnice (t°etí a první rovnice jsou stejné):
napi²me je tabulkou a upravme podle GEM:

x1 x2 x3

1 1 1 1
1 −1 1 1

x1 x2 x3

1 1 1 1
0 −2 0 0

Proto x2 = 0, x1 = 1 − x3, kde x3 ∈ R je libovolné; °e²ení je nekone£n¥ mnoho trojic
(1− x3, 0, x3), x3 ∈ R libovolné.

b) Máme detA = (p − 1)2 · (p + 1). Jestliºe detA 6= 0, soustava jako homogenní má
jediné °e²ení, a to triviální: (0, 0, 0).

Pro p = 1 se soustava redukuje na jedinou rovnici x1 + x2 + x3 = 0, proto existuje
nekone£n¥ mnoho °e²ení (−x2 − x3, x2, x3), kde x2, x3 jsou libovoln¥ volitelné neznámé.

Pro p = −1 se soustava redukuje na dv¥ homogenní rovnice (zapí²eme je tabulkou):

x1 x2 x3

1 1 1 0
1 −1 1 0

x1 x2 x3

1 1 1 0
0 1 0 0

�e²ení je nekone£n¥ mnoho trojic (x3, 0, −x3), kde x3 ∈ R je libovoln¥ volitelná neznámá.
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Pojmy, vztahy, ozna£ení

Matice, význa£né matice

Operace s maticemi: sou£et, rozdíl, násobek

Sou£in matic, vlastnosti sou£inu

Stochastické matice, pouºití

Matice inverzní k dané matici; podmínky existence, výpo£et

Permuta£ní matice, vlastnosti, pouºití

Determinant £tvercové matice; Sarrusovo pravidlo

Vlastnosti determinant·

Výpo£et determinantu pomocí rozvoje (podle °ádku nebo podle sloupce)

Regulární, singulární matice

Výpo£et inverzní matice pomocí determinant· (minor·)

Cramerovo pravidlo, obecný p°ípad
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