ZAKLADY MATEMATIKY 2

SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Motivace. Jednou z elementarnich tloh stfedoskolské matematiky je urc¢ovani vSech
bodu P[z, y| spole¢nych 2 pfimkam p;, py v roviné. Zabyvejme se ji v nasledujici tloze
pro piimky py, ps uréené obecnymi rovnicemi:

p1: 20+ 2y =4, po: 3x — 2y = 11.

Reseni spociva v nalezeni takovych hodnot z, y, pro které jsou soucasné splnény obé
rovnice. Tyto rovnice jsou linearni v neznamych x, y:

2042y = 4
3r—2y =11

Mluvime proto o soustave dvou linedrnich rovnic s dvéma nezndmymi. Tuto soustavu
lze snadno vytesit, pokud si uvédomime, ze jakdkoliv dvojice hodnot z, y spliujici obé
rovnice musi spliiovat také rovnici, kterou lze ziskat jako soucet téchto rovnic, tj. rovnici

or =15

Odtud plyne x = 3 a dosazenim této hodnoty do prvni rovnice soustavy dostaneme
y = —1. Nasli jsme tedy TeSeni soustavy, kterym je usporddana dvojice z =3 a y = —1,
neboli zadané pifmky p;, p» maji spole¢ny bod Pz, y] = [3, —1]. Toto TeSeni je jediné,
coz plyne z postupu vypoctu; nalezeny bod je jediny spole¢ny bod obou pfimek. Proto
stejné feSeni dané soustavy linearnich rovnic bychom obdrzeli i pomoci jiné metody. Nami
pouzitd metoda spocivala v takové apravé rovnic soustavy (v nasem piipadé to bylo s¢itani
dvou rovnic), které vedlo k vylouceni (eliminaci) neznamé y a tim k moznosti snadného
vypoctu hodnoty zbyvajici nezndmé x.

Na zékladé geometrické interpretace lze ocekivat, Ze obecné tloha o urcovani bodu
spole¢nych 2 pfimkam v roviné muze mit

- jediné FeSeni (pfimky jsou riznobézné),

- 7&4dné Teseni (pfimky jsou rovnobé&zné riuzné),

- nekoneéné mnoho feSeni (piimky jsou rovnobézné totozné).

Druhou a t¥eti moznost ilustruji tyto soustavy linearnich rovnic:

x+ y=1 + y=1
dr+3y = 2 3r+3y =3

(Pokud soufadnice z, y néjakého spole¢ného bodu P[z, y| spliiuji levou stranu v prvni
rovnici kazdé z uvedenych soustav, pak leva strana druhé z rovnic tvori trojnasobek souctu
x, y; ale prava strana druhé rovnice v prvni soustavé neni trojndsobkem, proto soustava
se nemiize splnit. V druhé soustavé je evidentné druhé rovnice trojnasobkem prvni, proto
predstavuje rovnici totozné piimky.)

Matice a rozsifenad matice soustavy dvou linearnich rovnic

Zabyvejme se opét soustavou dvou lineadrnich rovnic; prikladech, takova soustava iplné
urc¢ena svymi Ciselnymi koeficienty aqq, aq2, ao1, a9, by, by — posledni dva z uvedenych



jsou koeficienty na pravych stranach rovnic. Jelikoz na oznaceni nezndmych nezalezi,
muzeme zkracené soustavu dvou linedrnich rovnic jednoznac¢né reprezentovat timto ob-
délnikovym systémem koeficientii, pro kazdou jednotlivou rovnici zapsanych do fadku.
Takové obdélnikové schema se nazyva matici.

Pro nasi soustavu sestavime matici A o 2 fadcich a 2 sloupcich koeficientu levych stran
rovnic, neboli matici koeficienti u neznamych; tato matice je pak typu 2 x 2 (2 fadky, 2
sloupce) a nazyva se matice soustavy. Doplnénim matice soustavy A o koeficienty pravych
stran rovnic soustavy se vytvo¥i roz§irend matice soustavy A; ma 2 fadky a 3 sloupce,

tudiz je typu 2 x 3:
a1l a2 1 ap ap | by
A= , A= .
Q21 A22 Az g | by
Matice soustavy je Casti matice rozSitené. Sloupec pravych stran lze v roz§ifené matici

psat oddéleny kviili zvyraznéni svislou ¢arou. Pokud pro sloupec pravych stran soustavy
linearnich rovnic pouzijeme symbolicky pismeno b, lze rovnéz symbolicky psat A = (A |b).

Elimina¢éni metoda — Givod

Piiklad. Mame investovat spolu 5 000 dolarii, ¢ast s urokem 5%, zbytek s turokem
10%. Jak rozlozit 5 000 dolarti, abychom p¥i vyuZziti obou uroceni ziskali na trocich piesné
400 dolaru?

ReSeni. Rozdélme 5 000 dolari na soucet dvou investic x, y dolari. Uloha vede na
urceni feseni soustavy dvou linearnich rovnic o dvou neznamych z, y:

4+ y = 5000
0,052+0, 1y = 400

Na zakladé rovnosti redlnych cisel v fadcich této soustavy misto druhé rovnice lze napsat
jeji dvacetinasobek:

z+ y = 5000
2+2y = 8000

K FeSeni se ted dostaneme tak, Ze od druhé rovnice ode¢teme prvni rovnici, tudiZ od obou
stran druhé rovnice odec¢teme stejné realné ¢islo. Mame novou soustavu, ve které se tim
vyloucila (eliminovala) v druhé rovnici neznama :

z+y = 5000
y = 3000

Pomoci y = 3000 ted z prvni rovnice vypoc¢teme x = 5000 — 3000 = 2000. Dvojice
(2000, 3000) splituje obé rovnice (Ize se o tom presvédcit dosazenim), proto tato dvojice
je teSenim puvodni soustavy, ale i dalSich z ni tpravami ziskanych soustav linearnich
rovnic, proto také nasi tlohy. e

Smyslem zna¢né podrobné popsanych tprav na dvou soustavach linedrnich rovnic v
nasich tlohéch bylo vylouceni — eliminace nékteré neznamé, coz vedlo ke zmenSeni poctu
nezndmych v soustavé. To bude cilem tiprav na soustavach obecné.

Operace provedené na rovnicich v soustavé tuto soustavu nezménily v takovém smyslu,
ze puvodni soustava a rovnéz z ni ziskané soustavy maji stejnou mnozinu feseni. Takové
soustavy rovnic se nazyvaji ekvivalentnimi.



Upravami na rovnicich lze postupovat pfi feseni zminéné tloze o spoleénych bodech
2 piimek; obecné rovnice piimky v roviné ax + by = ¢ je linearni v z, y. VyfeSme tuto
tlohu.

Priklad. Urceme vSechny spole¢né body dvojic primek:

a)pi: =3y =1, px2x+y=9;
b) ps: ¢+ 3y =2, ps 22+ 6y = 4;
c)ps: x—3y =2, pg 20— 6y=14.

ReSeni. V kazdé uloze nahradime soustavu linearnich rovnic ekvivalentni soustavou
tak, ze od druhé rovnice odec¢teme dvojnasobek prvni rovnice; tuto operaci lze chapat
jako vysledek slozeni dvou operaci, a to nejprve vytvoreni dvojnasobku prvni rovnice a
pak odecteni vzniklé prvni rovnice od druhé rovnice.

a) V soustavé dostaneme:

r—3y =1
Ty =17

tudiz y = 1, x = 1 + 3y = 4, proto dvojice (4, 1) je TeSeni soustavy rovnic. To znadi, ze
bod [4, 1] je jedinym spoleénym bodem piimek p;, po (pfimky se protinaji v bodg).

b) V této soustavé je:

r—3y = 2
0=25

Tato soustava nemé feSeni, jelikoz obsahuje spornou rovnici 0 = 5; pfimky ps, ps jsou
rovnobézné rizné.

¢) Ted mame

3y = 2
0=0

jako ekvivalentni soustavu, druhé& rovnice se v ni splni vzdy a lze ji vypustit. Proto
soustava se redukuje na jednu rovnici pro dvé neznamé z + 3y = 2 a ma nekone¢né mnoho
3
primky ps, pg jsou rovnobézné a totozné. e

Je vyznamné uvédomit si, Ze pii vSech tupravich rovnic jsme provadéli upravy na
koeficientech téchto rovnic, neboli na rozs§ifené matici soustavy. Pod tpravami na matici
i v dalsich postupech budeme mit na mysli ekvivalentni tpravy na rovnicich, které radky
téchto matic reprezentuji. Obracené, z nové ziskanych matic 1ze piislusné rovnice bez
problému napsat.

feSeni — dvojic (:1:, . Jsou to pravé vSechny body pfimky ps a soucCasné také pg;

VyteSme jesté tlohy o vzajemné poloze dvou, tii nebo vice rovin v prostoru. Jde o
zobecnéni predchozich tloh o pfimkach v roviné; obecna rovnice roviny ax + by + cz = d
v prostoru je linedrni v proménnych x, y, z. Specidlné, jestlize kazdé z redlnych ¢isel a,
b, ¢, d je nenulovym ¢islem, pak tato rovnice je rovnici roviny urc¢ené body Pld/a, 0, 0],
QI[0, d/b, 0], R[0, 0, d/c]. Uloha o vzajemné poloze tii rovin v prostoru vede na soustavu
tfi line4drnich rovnic o 3 nezndmych; ilustruje ji nasledujici piiklad.

Priklad. Urceme vSechny spolecné body tii rovin py, ps, p3 s obecnymi rovnicemi:
p1: 3 — 2y +42 =06, po: 20+ 3y —Hz = =8, p3: brx —4dy + 3z =T.



Reseni. Obecné rovnice rovin tvoii soustavu linearnich rovnic. Na soustavé provedeme
ekvivalentni operace s cilem eliminace nékterych neznamych.

dr—2y+4z = 6

204+3y—52z = =8

dr—4dy+3z = 7
Prvni rovnici ndsobime —2 a ke tfeti rovnici pak pripoc¢itejme takto upravenou prvni
rovnici:

—6x+4y—8z = —12

20+3y—5Hz = —8
dr—4y+3z = 7
—6x4+4y—8z = —12
204+3y—95z = —8
—T —Hz= —5

Ziejmé zaména poradi rovnic neméa vliv na feSeni. Nasobime tieti rovnici ¢islem (—1) a
napiSeme ji pak jako novou prvni rovnici:
T +5z = +5
—6r4+4y—8z = —12
2043y—5z = —8

Ke druhé rovnici ted pripo¢teme Sestindsobek prvni rovnice, ke tieti rovnici (—2)-nasobek
prvni rovnice:

r +5z= 5
4y+22z = 18
3y—1bz = —18
Vydélme druhou rovnici éislem 2, tieti rovnici ¢islem 3:
r + 5z= 5
2y+11z = 9
y— 5z = —6

K druhé rovnici pfipoc¢itejme (—2)-nésobek tteti rovnice a pak vyménime mezi sebou
druhou a ttfeti rovnici:

rT + 5z= O
y— 9z = —6
21z = 21

Pro trojici (z, y, z), ktera je feSenim této soustavy, mame
z=1,y=—-6+52=—-6+5=—-1,2=5—-52=5—-5=0.

Postup znadi, ze trojice (0, —1, 1) je jedinym FeSenim této soustavy; proto roviny pi, ps,
p3 maji jediny spole¢ny bod A[0, —1, 1]. e

Kromé uvedené moznosti jediného priseciku miize nastat pii zkouméni vzajemné polo-
hy t¥i rovin v prostoru jesté néktery z piipadii:

- tii roviny protinajici se v jedné piimce;

- tfi rovnobézné totozné roviny;

- 7za4dné spole¢né body: tfi navzajem rovnobézné ruzné roviny; nebo takové tii roviny,
ze kazdé dveé z nich se protinaji v pfimce a vSechny tfi nemaji spole¢ny bod; nebo dvé



rovnobézné a treti totozna s nékterou z nich; nebo dvé riiznobézné roviny protinajici se
v pfimce a tfeti rovina totozna s nékterou z nich.

Zptisob teseni odpovidajici soustavy musi dat moznost odlisit, ktera z téchto 7 situaci
nastane. Opét si v§imnéme, Ze upravy na rovnicich se provadéli pomoci tiprav na systému
koeficienti v jednotlivych fadcich.

Matice a rozsifena matice soustavy linearnich rovnic

Obecné soustava m linearnich rovnic o n nezndmych x4, ... , x,, mé tvar:

1121+ a19x9+...+ aljzj+...+ 1Ty = bl
211+ A922T2+...+ a2j$j+...+ Aonly — bg
a;1T1+ QoTo+...+ Clijl’j—i‘...—F Qinly = bz
A1 L1+ A2 To+ ... T+ AU Ty = by

Analogicky, k soustavée (S) nalezi matice soustavy A typu m xn, resp. rozsifend matice
soustavy A typu m X (n+ 1):

aj;r a2 iy Ain ajp a2 Qay ay | by
21 A22 a2 A2p, Qg1 A22 a2 Ao | by
A — s A —
;1 A2 Q5 Qip, Qi1 A2 Q5 Qi | b
m1 A2 (mj Ay, Um1 A2 (U Apmn, | O,
Regenim soustavy (S) nazyvame kazdou usporadanou n-tici ¢isel xq, 9, ... , T,, pro

kterou se po dosazeni do soustavy (S) splni kazda z rovnic soustavy. Na poradi ¢isel zélezi,
proto mluvime o uspofadané n-tici. Pro soustavu (S) v zavislosti na jejich koeficientech
miize nastat jedna ze t¥{ moznosti:

- jediné Feseni (jedinou n-tici (x1, xa, ..., T,)),

- nekone¢né mnoho feSeni (ve smyslu nekone¢né mnoho n-tic), nebo

- zadné TeSeni.

Jestlize m = n, pak ma soustava tolik rovnic, kolik je neznamych; mluvime o ctvercové
soustavé se ctvercovou matici soustavy typu n X n, nebo také fadu n.

Poznamenejme, Ze v dalsich kapitolach se budeme maticemi, jejich vlastnostmi a op-
eracemi s maticemi zabyvat mnohem podrobnéji. Zatim ndm o maticich staci tyto tvodni
pojmy a nasledujici interpretace: fadek rozsifené matice soustavy reprezentuje prislusnou
linearni rovnici ze soustavy, proto lze na néj pohlizet, pti dosazeni libovolného feseni, jako
na rovnost dvou realnych ¢isel. Pokud provadime tpravy s redlnymi ¢isly zachovavajice
rovnost dvou redlnych ¢isel, ma smysl napsat odpovidajici fadky vyjadiujici postup téch-
to dprav jako nové, postupné pozménéné "zaznamy" platnych vztaht rovnosti. Uvedme
také, Ze prvek matice a;; s rddkovygm indexem i a sloupcovym indexem j, 1 < i < m,
1 < 7 < n, je koeficientem u j-té neznamé v i-té rovnici soustavy. Prvky a; matice A
tvori tzv. hlavni diagondlu.

Dvé matice A, B se rovnaji neboli jsou shodné, (A = B), pokud jsou stejného typu a
pokud na stejnych pozicich maji stejné prvky. Rovnost matic odlinych typu se nedefinuje.

Zavedeme maticové oznaceni také pro sloupec n neznamych zq, o, ... , x, tvoricich



spolu slozky feSeni x, a pro m-slozkovy sloupec pravych stran rovnic by, by, ... , b, —
oznac¢me jej jako b: pujde o matice typu 1 x n, resp. 1 x m

T bl

T2 by
T = b=

ZT; ’ bz

L, bm

Poznamenejme, Ze z duvodi tspory mista v textu si je nékdy dovolime psat i jako radky;
jejich vyznam v soustavé je urcen kontextem tlohy, kup¥. vzdy mluvime o sloupci pravych
stran. Pokud budeme provadét apravy, zapis z, b sloupcem nelze vypustit.

Rozsffenou matici soustavy budeme psét také ve tvaru A = (A|b).

Gaussova eliminaéni metoda (GEM)

Necht (S) je soustava m linearnich rovnic s n nezndmymi, necht A, resp. A je matice,
resp. roz8ifend matice soustavy (S). Univerzalni metoda, pomoci které lze urcit reseni
soustavy (S), nazna¢ena i v nagich piikladech, se nazyva Gaussova elimina¢ni metoda.
Zaklada se na kone¢ném poctu postupné provadénych tprav na radcich rozsitené matice
A, které vedou k ekvivalentni soustavé rovnic s prehlednou rozsifenou matici; Fegeni této
ekvivalentni soustavy lze ziskat velmi jednoduchym zptisobem.

Elementdrni Fddkové upravy

Nasledujici t¥i druhy tprav na tadcich rozg§ifené matice A soustavy se nazyvaji ele-
mentdrni Fddkové dpravy (ERO):

(A) zaména dvou Fadki; jestlize zaménime mezi sebou i-ty a j-ty fadek R;, R;, sym-
bolicky k matici zapiSeme R; < Rj;

(B) néasobeni fadku redlnym ¢islem k # 0: pro i-ty fadek symbolicky budeme psat
kR; — R; (znak — zna¢i, Ze misto puvodniho fadku R; napiSeme novy fadek tvaru kR;);

(C) k nékterému fadku pFipo¢teme k-nésobek jiného radku; jestlize k i-tému fadku R;
pfipocteme k-nasobek j-tého radku R;, zapiSeme to symbolicky k matici jako R; +kR; —
R; (tim se zménil i-ty fadek matice A).

Radek matice A reprezentuje jednu rovnici ze soustavy (S), tudiz pii dosazeni libo-
volného feSeni dvé realna ¢isla, ktera se rovnaji. Zadn4 z elementarnich radkovych tprav
nema vliv na rovnost zminovanych ¢isel — jejich rovnost zachova. Elementarni radkové
upravy vytvoii soustavu linedrnich rovnic ekvivalentni s ptivodni soustavou. Vratme se k
iloham analogickym k tvodnim a tpravy providéné na soustavach oznac¢me podle typu
téchto dprav.

Piiklad. Resme soustavy linearnich rovnic:
a) Sz+4y =1 ) Jr+4y =1 o) Jr+4y =1
r—2y =7 6x+8y = 2 6z+8y = 3
Reseni. a) Budeme provadét ERO na rozsifené matici soustavy

- (3 41
(1))

Symboly tprav pripiSeme za matici a prechod na upravenou matici vyznac¢ime symbol-



em ~; timto symbolem oznacujeme vztah ekvivalence dvou matic. Ekvivalentni matice
reprezentuji soustavy linearnich rovnic se stejnou mnozinou FeSeni (nemusi jit o shodné
matice). Méme:

3 41 1 —27
(1—27>RlHR2N<3 41>R2_3Rl_>R2N
7 1 2| 7 10

1 -2 3
(052 Y oamm < (52 ) movamon (0] 2)

Posledni upravend matice je rozsifend matice soustavy ekvivalentni s pivodni soustavou;
vzhledem na jeji tvar rovnic pfimo ¢teme z odpovidajicich rovnic (jediné) feSeni soustavy:
r=3,y=-2

b) Soustava se po tpravé na druhé rovnici transformuje na soustavu:

3 4|1 3 41
(0812 ) om0
Z tvaru posledni soustavy je vidét, ze druha rovnice se splni vzdy a soustava mé nekonecné

mnoho FeSeni urcenych jedinou rovnici 3x 4+ 4y = 1. Proto feSeni predstavuji dvojice

1—4
< y’ y>, kde y je libovolné realné ¢islo.

3

¢) Stejné tprava na druhé rovnici nas ted ptivadi k soustaveé:

3 41 3 41
(6 ls) memm =~ (541

Druhé4 rovnice 0- = 1 nem4 reSeni. Proto ani soustava nemé reSeni. e
Redukovand matice soustavy

P1i feSeni soustav linedrnich rovnic budeme provadét apravy na rfadcich rozsifené mat-
ice A soustavy (S), a to tak, abychom matici A upravili na tzv. redukovanou matici (nebo
matici v redukovaném tvaru). Redukovanou matici ptitom rozumime matici, ve které jsou
rfadky néasledujictho tvaru:

1. Kazdy nulovy radek (t.j. fadek sestavajici ze samych nul) se nachazi pod libovolnym
nenulovym fadkem (t.j. Ffadkem, ve kterém je alespofi jeden nenulovy prvek).

2. Prvni nenulovy prvek v kazdém tadku je rovny 1.

3. Sloupec obsahujici takovy prvek 1 ma v pozicich nad a rovnéz pod touto 1 samé
nulové prvky.

4. Prvek 1 jako prvni nenulovy prvek v fadku se nachazi v pozici vzdy vpravo vzhledem
na prvek 1 jako na prvni nenulovy prvek v faddku nad nim.

Postup tipravy roziiené matice A soustavy (S) na redukovanou matici neni jednoz-
nacné urcen, ale vzdy je mozné ho provést. Lze dokazat, Ze kazda soustava s redukovanou
matici odvozenou z matice A je s ptivodni soustavou ekvivalentni. Ditivod spociva v
pouzivanych tpravach ERO.

Piiklad. ReSme soustavu linedrnich rovnic tpravou rozsifené matice soustavy na
redukovany tvar:



2.2131—21132—1- T3 = 3
31’1+ To— T3 = 7
I1—3$2+2LL’3 =0

ResSeni. Vyzna¢me podobné jako v predchozim piikladu apravy na rozsifené matici
soustavy a soucasné vzdy napiSeme nové vzniklou soustavu rovnic:

2 =2 113 131—3[L’2+2$3 =

3 1 —-11|7 Rl — Rg 3r1+ To— w3 =

1 -3 210 20129+ 3 =

1 -3 210 T1— 31'2+2£I?3 =0
3 1 —-1|7 RQ — 3R1 - R2 10372—7.173 =

2 =2 1]3 2[L’1— 21L’2+ T3 = 3
1 -3 210 Tr1— 3$2+2$3 =0
0 10 =7|7 | R3—2R; — R, 10z9—"T23 =

2 -2 1|3 Agy—31s =

1 -3 210 .T1—3.%'2+ 21’3 = 0
0 10 —7|7 | 0,1Ry — Ry 2o—7/10z3 = 7/10
0 4 —-313 4ZL’2— 31‘3 = 3
1 -3 2 0 171—3ZL‘2+ 21’3 = 0
0 1 —4/10|7/10 | Rs — 4Ry — Rs 2o—7/10z5 = 7/10
0 4 -3| 3 — 1/bxs = 1/5
1 -3 2 0 [L’1—3ZL’2—|— 21‘3 = 0
0 1 —7/10|7/10 | (=5)R; — Rs 2o—7/10z3 = 7/10
0 0 —1/5| 1/5 z3 = —1
1 -3 2 0 1’1—31’24—2%3 = 0
0 1 —7/10|7/10 | R2+0,7R3 — Ry T = 0
0 O 1 -1 r3 = —1
1 -3 2 0 231—3I2 = 2
0 1 0 0 Rl — 2R3 — R1 T2 = 0
0 0 1|-1 z5 = —1
1 =3 0| 2 1 = 2
0 1 0| O0|R+3R—1 o = 0
0 0 1|-1 r3 = —1

Rozsiten& matice posledni soustavy je v redukovaném tvaru; z ni a rovnéz z odpovidajici
soustavy linedrnich rovnic plyne, Ze soustava mé jediné feSeni x5 = —1, 29 =0, z1 = 2. @

Popis Gaussovy elimina¢ni metody

(1) Vyhledejte nenulovy sloupec v rozsifené matici A s nejmensim sloupcovym indexem
a pomoci vhodnych ERO vytvoite v jeho prvnim fadku prvek 1.

(2) Pomoci vhodnych nasobku prvniho fadku vytvoite pomoci ERO na vSech mistech
pod touto 1 samé nulové prvky.

(3) Opakujte kroky (1), (2) na podmatici, tj. na takové matici, ktera vznikne vynechanim
prvniho rfadku a prvniho sloupce posledni vytvorené matice; pokracujte, pokud se takovy



postup neukonc¢i vycerpanim fadkua nebo sloupcu.

(4) Uvazujte ted o celé ziskané matici. Zacnéte jejim poslednim nenulovym réadkem
a pokud neni soucasné prvnim, pak pomoci vhodnych nasobki vyuzitim ERO vytvoite
nad prvkem 1 s nejmensim sloupcovym indexem (tedy stojicim na hlavni diagonale) samé
nulové prvky. Pokracujte po fadcich nahoru az po prvni radek vcéetné.

Provedenim krokt (1) — (4) upravime rozsifenou matici A na redukovany tvar.

Vzhledem na tcel postupu, kterym je feSeni soustavy linearnich rovnic, poznamenejme:
jestlize na kterémkoliv kroku Gaussovy eliminace ziskdme tadek tvaru

0 0 ‘ ¢
pficemz ¢ # 0, ¢ili sporny fadek, pak postup zastavime: soustava nema TeSeni, protoze
obsahuje spornou rovnici.
Piiklad. Urcéeme koeficienty a, b, ¢ v rovnici paraboly y = a + bx + ca?, ktera je
ur¢end body A[l, —5|, B[-2, 7], C[3, 17].

Reseni. Napisme podminky vyjadiujici to, ze body A, B, C nalezi parabole; z téchto
podminek plyne, ze koeficienty a, b, ¢ v jeji rovnici musi byt feSenim linearni soustavy tii
line4rnich rovnic:

a+ b+ c= -5
a— b+dc= T
a+3b+9c = 17
fesime pomoci GEM tpravou jeji rozsitené matice na redukovany tvar:
1 1 1|-5
1 -2 4 7 RQ—R1—>R2, Rg—RlﬁRgN
1 3 9] 17
1 1 1|-5
~ 0 =3 3| 12 | (=1/3)Ry — Ra, (1/2)R3 — Ry ~
0 2 8| 22
11 1|-5
~ 01 —-1|-4 R3—2R2—>R3 ~
01 4|11
11 1|-5
~ 01 —1|—-4 | (1/5)R3 — R3 ~
0 0 5|15
11 1|-5
~ 01 —-1|—4 Rl—R3—>R1, R2+R3—>R2N
00 1| 3
11 0|-8
~ 01 0]-1 R1 — R2 — R1 ~
00 1] 3
10 0|-—7
~ 01 0]-1
0 0 1| 3
Posledni matice je uz v redukovaném tvaru; odtud plyne a = -7, b = —1, ¢ = 3 a
rovnice hledané paraboly je y = —7 — z + 32%. Tato tiloha se nazyva interpolacni tilohou

a nalezeny kvadraticky polynom je tzv. interpolacnim polynomem. (Postup lze zobecnit



a pro danych (n + 1) bodi urcovat interpola¢ni polynom stupné n.) e

Pozndamka. Neznamé a, b, ¢ v této soustavé rovnic je mozné vypocist uz z matice
ziskané po ¢tvrté upravé, tudiz ze soustavy

a+b+c = —5
b—c = —4
c= 3
Ze tieti rovnice dosadime ¢ = 3 do druhé rovnice: b — ¢ = —4, proto b = -4+ c = —1.
7 prvni rovnice pak a = —5 — b — ¢ = —7. Timto zpusobem lze postupovat také obec-

né a z popisu GEM vyuzivat pouze kroky (1), (2), (3), které se také oznacuji jako tzv.
primy chod metody; krok (4) je tzv. zpétny chod. Provedeni p¥imeho chodu nevytvoii
redukovanou matici, ale (pro pf¥ipadné vhodné pfeznaceni neznamych) tzv. horni tro-
juholnikovou matici (je to matice se vSemi prvky pod hlavni diagonélou rovnymi nule).

Existence a pocet feSeni soustavy linearnich rovnic

Necht A je matice soustavy (S) typu m X n, necht r je nejvétsi piirodzené ¢islo takové,
ze pomoci GEM se vytvoii jako ¢ast redukované matice jednotkova matice E, (jako jeji
podmatice). Pak redukovana matice mize mit pouze jeden ze t¥i nasledujicich tvari:

(1) r = n a jestlize v redukované matici existuje vic nez n fadki, jsou v8echny az po
m-ty Fadek nulové. Pak soustava (S) ma jediné feSeni.

(2) r < n, tudiz kromé sloupce odpovidajiciho pravym strandm rovnic existuje v re-
dukované matici s = n — r sloupcii; predpokladejme, Ze pokud existuje vic nez r radki,
jsou vSechny az po m-ty fadek nulové. Pak ma soustava (S) nekone¢né mnoho feSeni:
v naSem oznaleni neznameé x,.1, Tyi2, ... , Ty (spolu s neznamych) jsou libovolné volitel-
né a pomoci nich se urcuji neznamé x,, xs, ... , T,.

(3) Necht pro ¢islo s ve vyznamu jako v (2) je ted s > 0 a v redukované matici existuje
(r 4+ 1)-ty radek tvaru

0 .. 0]c
kde ¢ # 0. Pak soustava obsahuje spornou rovnici, proto nemé feSeni.

Pozndmka. Pomoci metod line4drni algebry 1ze dokazat, ze kazd& tuprava rozsitené
matice soustavy na redukovany tvar vede na stejny pocet nenulovych radka v redukované
matici, a to nezavisle na typu pouzivanych operaci nebo na jejich poradi. Proto lze
definovat tzv. hodnost h(A) matice A jako pocet nenulovych fadka v jeji redukované
matici.

Pozndamka. 'V ekonomickych aplikacich, zejména v tlohach tzv. linearniho pro-
gramovani, se zavadéji pro nékterd feSeni soustav linedrnich rovnic dalsi oznaceni majici
specidlni vyznam. Jde o soustavy linearnich rovnic, které maji nekone¢né mnoho fesent;
uvedme tuto terminologii pouze na piikladu nasledujici soustavy 2 linearnich rovnic pro
4 neznamé:

$1+l’2—|—3l’2—2$4 =1
201+To+ x3—314 = 4

Gaussova eliminace vede na redukovanou matici soustavy ve tvaru:
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10 -2 —-1| 3

01 5 —1|-=-2
Soustava ma nekonecné mnoho feSeni a pomoci volitelnych nezndmych x3, x, lze urcit
mnozinu téchto feSeni jako tzv. obecné resent ve tvaru

3+ 2553 + T4
—2 — 513+ 14 . (1 s
T = , 3, x4 lib. redlna cisla.
T3
Ty

Specidlni volbou x3 = x4 = 0 ziskdme z obecného FeSeni hodnoty zbyvajicich tzv. bdz-

ickych nebo zdkladnich proménngch x1 = 3, x9 = —2 (jsou to nevolitelné neznamé, jejich
hodnoty jsou ur¢eny nebo plynou z volby neznamych z3, z4) a tim vznikne feSeni
3
-2
xr = L
0

které se nazyva zdkladni reseni. Ale elimina¢ni metoda umoznuje vybrat dvojici volitel-
nych nezndmych i jinym zptsobem, proto od tohoto zakladniho feSeni lze udélat prechod
k jinému zakladnimu FeSeni. Vybereme-li kup¥. za bazické proménné x;, xz (volitelné
neznameé jsou s, 4), budeme upravovat pomoci ERO uz ziskanou redukovanou matici
soustavy tak, aby ve druhém tadku vznikl jednotkovy prvek 1 ve tietim sloupci; zapis
pomoci tabulky je:

T To X3 Ty
1 1 3 —2 1
0 1 5 —1 —2
1 1 3 —2 1
0 02 1 —0,2|-0,4

Pomoci volitelnych neznamych x5, x4 ted ziskdme obecné feSeni soustavy ve tvaru

2,2 - 074ZB2 + 1,4I4
T2

—0,4— 0,229 40,22, |
Ly

T = Zo, x4 lib. realna disla.

Volba x5 = x4 = 0 uréi hodnoty bazickych proménnych z; = 2,2, xr3 = —0,4 a zakladni
feSeni
2,2
0
—0,4
0

Pocet vSech moznosti vybéru dvojic volitelnych neznamych ze ¢tyf nezndmych v této
soustavé urci pocet vSech moznych zakladnich feSeni této soustavy; pocet téchto vybéra

8
|

je dan kombina¢nim cislem ( ;l ) = 6.

Na zakladé téchto tivah lze pro obecnou situaci usoudit, Ze:

1) soustava linearnich rovnic s nekoneénym poctem FeSeni ma kone¢ny pocet zaklad-
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nich feseni;
2) jestlize je h hodnost rozsifené matice soustavy a n pocet neznamych v soustavé,

pak pocet volitelnych neznamych je ( n ﬁ L ) = ( Z > a toto ¢islo soucasné urcuje

(maximalni) pocet zékladnich feSeni soustavy.

GEM pro homogenni soustavy

Soustava linearnich rovnic s nulovym sloupcem koeficienti pravych stran rovnic se
oznacuje jako homogenni soustava.

Na zakladé jejiho tvaru plati: homogenni soustava ma vzdy alespon jedno feSeni, a to
trividlni, sestavajici ze samych 0: (0, 0, ..., 0).

V postupu Gaussovy elimina¢ni metody uplatnéné na homogenni soustavu se totiz
nemiize vytvorit sporny fadek v redukované matici, ¢ili p¥ipad (3) v analyze existenci a
poc¢tu feSeni podle GEM ted nenastava. Proto pro pfipad » = n ma homogenni soustava
jediné teseni, které musi byt feSenim trivialnim. Jestlize nastane druha moznost r < n,
pak existuje s = n — r volitelnych neznamych, tudiz soustava mé nekonec¢ny pocet fesent;
volitelné neznamé mizeme zvolit i jako nenulové, proto soustava ma téz netrivialni feseni.

Piiklad. Urc¢eme vSechna feSeni homogenni soustavy:
1424 — 624 =0

21’1+ .’L’2+3$3 =0

7ZL’1+8I2+6J,’3—181’4 =0

Reseni. Na zapis Gaussovy elimina¢ni metody pouZijeme tabulku, popis jednotlivych
auprav ERO neuvadime:

I To X3 Ty 1 I9 Z3 Ty
1 2 0 —-610 1 2 0 =610
2 1 3 0]0 0 1 -1 —410
7 8 6 —1810 0 1 -1 —410
1 2 0 —-610 1 0 2 210
0 -3 3 1210 0 1 -1 —410
0 -6 6 2410

Systém ma nekone¢né mnoho feSeni; s = n — r = 2, proto 2 neznamé jsou volitelné
a dvojici neznamych lze vybrat (;1) = 6 zpusoby. Pokud je zvolme jako x3, x4, pak
pomoci téchto neznamych uréime zo = x3 + 4x4, 1 = —2x3 — 2x4. Proto feSeni soustavy
predstavuji ¢tverice tvaru (—2x3 — 2x4, o3 + 424, T3, T4).

Trivialni feseni (0, 0, 0, 0), které soustava musi mit, dostavame jako specialni piipad,
a to pri volbé x3 = x4 = 0. Jako specidlni pfipad dostavame dvé ¢tverice, které odpovidaji
volbam:

xg =1, x4 = 0: Ctvefice (=2, 1, 1, 0),

x3 =0, x4 = 1: Ctvefice (—2,4,0,1). o

Poznamka. Pro kazdou soustavu linearnich rovnic (nehomogenni, homogenni) lze
mnozinu feSen{ popsat urc¢itym obecné platnym zptsobem. Ukazeme takovy zpiisob pouze
na prikladu, ve kterém budeme hledat feseni nasledujici nehomogenni soustavy:
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r1 —2x3+dbry =7
To+ $3—33§'4 =35
Matice této soustavy je uz v redukovaném tvaru. Soustava mé nekoneéné mnoho feSent;
obecné Teseni je

T 7+ 2x3 — Bxy 7 2 -5

. T2 o 5 — T3 + 3.134 - 5 —1 3
T = v |~ s =1 0 + 1 T3+ 0 T4,

Ty Ta 0 0 1

x3, x4 lib. redlna ¢isla. Struktura obecného feseni je nasledujici. Vektor z obecného feSeni
nehomogenni soustavy je tvoren souctem dvou vektort:

7
— vektoru z* = o | jenz je TeSeni nehomogenni soustavy; dostaneme ho specialni
0
volbou volitelnych neznamych z3 = x4, = 0, proto ho lze pojmenovat jako partikuldrni
reseni nehomogenni soustavy;

2 -5
L . -1 3 .
— vektoru linedrni kombinace xj,, = N + g | % pro ktery lze snadno
0 1

nahlédnout, Ze predstavuje vSechna feSeni odpovidajici homogenni soustavy linearnich
rovnic nalezici k nasi nehomogenni soustavé, dostaneme ji nahrazenim pravych stran nu-
lami v pivodni soustaveé; kvili jeho tvaru se nazyva obecngm resenim homogenni soustavy.

Z postupu GEM pro libovolnou soustavu plyne tvrzeni o struktuie feSeni rovnéz obec-
né; bez diukazu proto uvedme, Ze

— vektor x obecného reseni nehomogenni soustavy je tvoren souctem jednoho, a to
libovolné zvoleného vektoru x* partikuldrniho Feseni dané nehomogenni soustavy a vektoru
Thom 0becného Fesent odpovidajici homogenni soustavy.

Tato formulace obsahuje rovnéz ptipad, kdy nehomogenni soustava linearnich rovnic ma
jediné teSeni: redukovanou matici soustavy tehdy musi byt matice ¢tvercova, splni se
podminky n = m = r, tudiZ homogenni soustava nalezici k nehomogenni soustavé mé
trividlni (nulové) feseni. Proto v struktuie souctu je vektor xp., nulovy. (Formulace
strukturntho tvrzeni pro pfipad homogenni soustavy je evidentni.)

Cramerovo pravidlo

Determinant 2. stupné

Zabyvejme se opét jednoduchou tlohou ze zacatku této kapitoly: elimina¢ni metodou
ur¢eme feSeni soustavy dvou linearnich rovnic pro dvé neznamé x,, xs obecné:
a1171+a1272 = by
a91T1+A20T2 = by
Prvni rovnici nasobime ¢islem asq, druhou rovnici ¢islem —aq; a seCteme je; tim vylouc¢ime

neznamou x; a ziskdme pouze jednu rovnici pro urceni nezndmé xs. Neznamé xq, xo lze
pak vyjadrit ve tvaru podili, ve kterych vystupuji koeficienty soustavy:
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biage — baaqs baair — brag
T = s Ty = .
Q11022 — Q21012 A11A22 — A210A12

Podminkou existence tohoto feSeni je ovSem nenulovy jmenovatel v téchto zlomcich:
a11G22 — Q21412 7’é 0.

Pravidelnost nebo symetrii pro ¢isla v téchto zlomcich lze vystihnout zapisem pomoci
Ctverice Cisel ve svislych ¢arach (podobné jako tomu bylo u matic obsahujicich koeficienty
soustavy) s nasledujicim pravidlem vypocétu: oznac¢ime

D= 11 Aiz2 |
= = 11022 — G21012,
Q21 Q22
by ao a; by
D, = b = biag — baajo, Dy = b = byay; — bras;.
2 a22 21 02

Cisla D, Dy, Dy se nazyvaji determinanty piislusnych matic a protoze jsou odvozeny ze
¢tvercovych matic typu 2 X 2, nazyvaji se determinanty 2. stupné; jsou to redlna c¢isla.

L2 4 B 3 1| B
Kupr.’1 9 =2-2—-4-1=0, 10 =3-04+1-1=1,
01 a b
’1 0 = —1, e d = ad — bc.

Proto teSeni soustavy dvou linearnich rovnic o dvou nezndmych 1, x5 lze zapsat ve tvaru
podilt dvou determinantii druhého stupné

_D
==,

D
T To = 52 , jestlize D # 0.

Determinant 3. stupné a Sarrusovo pravidlo

Ctvercové matici A typu 3 x 3 pritadme determinant D = det A jako ¢tvercové schema
sestavené z prvki matice a zapsané ve svislych ¢arach:

@11 a2 i3 a1; Aaiz2 Qi3
A= an axp a3 |, detA=]|axn axn ax
31 dAagzz G33 31 Aazz ass

Uvedeny symbol se nazyva determinantem 3. stupné nélezicim ke ¢tvercové matici 3.
fadu a je to Cislo, které se vypocita zptusobem nazyvanym Sarrusovo pravidlo:

det A = 11022033 + (21032013 + A31A12023 — A31A22013 — A21A12033 — 411032023

(soucet 6 ¢lent, polovina z nich ma znaménko + a polovina znaménko —). Cleny lze
prehledné najit tak, ze do uvedeného ¢tvercového schematu pripiSeme ¢tvrty a paty radek
zopakovanim prvntho a druhého rfadku matice a tvorime 3 souciny z diagondl zacina-
je soucinem ajjassass a z diagonal pod ni se znaménkem +; dalsi souciny z diagondly
aziaz2a13 a 7 diagonal pod ni maji znaménko —.

Priklad. Vypocitejme determinanty:

2 -1 1
a) D = 3 4 5 |=-48+30+40+ 32— 100 — 18 = —642;
-8 10 -6
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10 0 -1

b)D=| -1 10 0 |=1000-—1=999;
0 —1 10
1 2 3
c)D=|14 9|=108+24+18—-12—-"72—54 =12
1 8 27
a b c
d) D= 3 2 5| = —6a— 15¢ — 10b + 4c + 25a + 9b = 19a — b — 11ec.
-2 -5 -3

Cramerovo pravidlo (pfipady n =2, n = 3)

Elimina¢ni metoda v soustavach se ¢tvercovou matici A stupné n = 2 nebo n = 3, pro
kterou plati det A # 0, vede na zpusob feSeni, ktery pouziva determinanty a nazyva se
Cramerovo pravidlo. Na tom je zalozeno nésledujici tvrzeni, které uvedeme bez dikazu.

Cramerovo pravidlo. Necht (S) je soustava n linearnich rovnic pro n neznamych,
n = 2 nebo n = 3. Necht D je determinant matice soustavy: D = det A. Jestlize D # 0,

pak soustava ma jediné feseni, kterym je n-tice (z1, 2, ..., z,), kde
D; .
T, = D 1=1, ..., n,

a D; jsou determinanty, které vzniknou z determinantu D nahrazenim ¢-tého sloupce
sloupcem pravych stran, ¢ = 1, ..., n.

Pozndmka. V dalsi kapitole zavedeme pojem determinantu obecné pro libovolné n,
n > 2, a budeme sa zabyvat vlastnostmi determinantti podrobnéji. Platnost Cramerova
pravidla lze pak rozsitit, zachovavajice jeho forméalni podobu podle pravé uvedené for-
mulace, rovnéz pro libovolné n, n > 2, neboli pro nalezeni feSeni ¢tvercovych soustavy
sestavajicich z libovolného poc¢tu rovnic. Pro tcely této kapitoly postaci zatim omezeni
na n = 2 nebon = 3.

Piiklad. Soustavy line4drnich rovnic feSme Cramerovym pravidlem:

3I1+25L’2+ T3 — 5
b) 2:L’1+3I2+ I3 = 1
2[E1+ ZL‘2+3$3 =11

a) 7l’1+131’2 = -5
5I1+ 71‘2 =

Regeni. a) Determinant soustavy je det A = 49 — 65 = —16 # 0, proto soustava ma
jediné Teseni a podle Cramerova pravidla to je:

1 | -5 13| —35-13
xl_‘m" 1 7“‘ 6
:@:-1.‘7 5| _ T+2 _

16 |5 1 16 '

b) Opét je determinant soustavy det A = 12 # 0, proto xy, xo, 23 podle Cramerova
pravidla jsou:

=—=2
12

)

_ W N
W = =
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3 1
x2—112- 2 11 :_1224:—2,
2 11 3
132 %) 3
2 1 11

Soustavy linearnich rovnic s parametrem

Omezime se pouze na ¢tvercové soustavy a pii jejich feSeni budeme vyuzivat determi-
nanty. Pujde o tlohy formulované podobné jako v nésledujici uloze.

Piiklad. Urceme vSechny hodnoty reidlného parametru p, pro které ma soustava
jediné, resp. zadné, resp. nekonecéné mnoho feSeni, a najdémeé vSechna existujici feseni
v zavislosti na parametru p:

Ti1+ Tot+ X3 = 1 T1+ Tot+ X3 = 0 (2]) — 1>CL’1 —i—(p — 1)5(?3 =0
a) T1+pro+ w3 =1 b) z14+pro+ x3=0 <¢) T1+prot x3 =1
T1+ Totpirs =1 21+ zotpPry =0 (p— 1Dz +(p—1x3 =0
Regeni. a) Pocitejme determinant matice soustavy:
111 1 1 1
detA=|1p 1 |=|0 p—1 0 =@p-172-(p+1)
11 p? 0 0 p*-1

Jestlize det A # 0, tudiz p # 1, p # —1, pak soustava méa jediné feSeni, které vypocitame
pomoci Cramerova pravidla:

1

1
TESVHCESY ;

I =

2

1 11
=x3=|1 p 1|=0,
P 111

11 1 11
1 p 1|=1, a9=|11
11 p? 11
tudiz FeSenim soustavy je trojice (1, 0, 0).

Pro p = 1 se soustava redukuje na jedinou rovnici x1 +x9+x3 = 1, proto ma nekonec¢né
mnoho feSeni: (1 — xo — 23, 29, 73), kde x9, 23 jsou dvé libovolné volitelné nezname.

Pro p = —1 se soustava redukuje na dvé rovnice (tfeti rovnice je totozna s prvni
rovnici): zapiSme jeji koeficienty do tabulky a p¥islu$nou rozsifenou matici upravime

podle GEM:

I To I3
1 1 1)1
1 -1 1]1
1 1 1)1
0 =2 010

Proto x5 = 0, x1 = 1 — 23, kde x3 je libovolné volitelné realné ¢islo; feseni predstavuje
nekone¢né mnoho trojic (1 — x3, 0, x3), x3 libovolné.

b) Jde o soustavu z piedchozi tlohy a), ted jako homogenni. Jestlize
det A= (p—1)*-(p+1) #0,

pak soustava jako homogenni ma jediné feSeni, a to trivialni: (0, 0, 0).
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Jestlize p = 1, soustava se redukuje na jedinou rovnici x; + x2 + 3 = 0, proto ma
nekone¢né mnoho FeSeni (—xy — 3, To, x3), kde x9, x3 jsou libovolné volitelné neznamé.

Pro p = —1 se soustava redukuje na dvé homogenni rovnice zapsané do tabulky:
T Ty I3
1 1 110
1 =1 110
1 1 110
0 1 0]0

fesenim je nekone¢né mnoho trojic (x3, 0, —x3), kde z3 je libovolné volitelnd nezndma.

c) Pocitejme determinant soustavy det A: mame det A = p? - (p — 1).
Jestlize det A # 0, co nastava pro p # 0, p # 1, pak soustava mé jediné reSeni
(1, x9, x3), které lze uréit pomoci Cramerova pravidla:

1 00 p—1
rHn=—--—-|17p 1 =0,
pQ(p_l) 00 p—1
1 2p—1 0 p—1 1
7= ) 11 1 |=-,
BAE p—1 0 p-1] 7
1 2p—1 0 O
T3 = —5— - L p 1]=0
p(p 1) p—l 0 0

Pro p = 0 ma soustava tvar urcen tabulkou:

) 56’3‘

-1 0 —-1/0
1 0 111
-1 0 —-1/(0

Prvni dvé rovnice nelze splnit soucasné, proto soustava nemé zadné reSeni.

Pro p = 1 lze soustavu zapsanou v tabulce upravit pomoci GEM a méme:

ry To9 X3
1 0 0|0
11 11
0 0 010
1 0 0|0
0 1 111
Proto existuje nekonecné mnoho feSeni, ro = —x3, x3 libovolné, tudiz jsou to vSechny

trojice tvaru (0, 1 — x3, x3), x3 libovolné realné ¢islo. e

(Pozndmka: Pro D = 0 muze mit konkrétni soustava nekone¢né mnoho nebo zadné
feseni; analyzu provedeme pomoci GEM!)
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