
ZÁKLADY MATEMATIKY 2

SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC

Motivace. Jednou z elementárních úloh st°edo²kolské matematiky je ur£ování v²ech
bod· P [x, y] spole£ných 2 p°ímkám p1, p2 v rovin¥. Zabývejme se jí v následující úloze
pro p°ímky p1, p2 ur£ené obecnými rovnicemi:

p1: 2x + 2y = 4, p2: 3x− 2y = 11.

�e²ení spo£ívá v nalezení takových hodnot x, y, pro které jsou sou£asn¥ spln¥ny ob¥
rovnice. Tyto rovnice jsou lineární v neznámých x, y:

2x+2y = 4
3x−2y = 11

Mluvíme proto o soustav¥ dvou lineárních rovnic s dv¥ma neznámými. Tuto soustavu
lze snadno vy°e²it, pokud si uv¥domíme, ºe jakákoliv dvojice hodnot x, y spl¬ující ob¥
rovnice musí spl¬ovat také rovnici, kterou lze získat jako sou£et t¥chto rovnic, tj. rovnici

5x = 15

Odtud plyne x = 3 a dosazením této hodnoty do první rovnice soustavy dostaneme
y = −1. Na²li jsme tedy °e²ení soustavy, kterým je uspo°ádaná dvojice x = 3 a y = −1,
neboli zadané p°ímky p1, p2 mají spole£ný bod P [x, y] = [3, −1]. Toto °e²ení je jediné,
coº plyne z postupu výpo£tu; nalezený bod je jediný spole£ný bod obou p°ímek. Proto
stejné °e²ení dané soustavy lineárních rovnic bychom obdrºeli i pomocí jiné metody. Námi
pouºitá metoda spo£ívala v takové úprav¥ rovnic soustavy (v na²em p°ípad¥ to bylo s£ítání
dvou rovnic), které vedlo k vylou£ení (eliminaci) neznámé y a tím k moºnosti snadného
výpo£tu hodnoty zbývající neznámé x.

Na základ¥ geometrické interpretace lze o£ekávat, ºe obecn¥ úloha o ur£ování bod·
spole£ných 2 p°ímkám v rovin¥ m·ºe mít

- jediné °e²ení (p°ímky jsou r·znob¥ºné),
- ºádné °e²ení (p°ímky jsou rovnob¥ºné r·zné),
- nekone£n¥ mnoho °e²ení (p°ímky jsou rovnob¥ºné totoºné).

Druhou a t°etí moºnost ilustrují tyto soustavy lineárních rovnic:

x+ y = 1
3x+3y = 2

x+ y = 1
3x+3y = 3

(Pokud sou°adnice x, y n¥jakého spole£ného bodu P [x, y] spl¬ují levou stranu v první
rovnici kaºdé z uvedených soustav, pak levá strana druhé z rovnic tvo°í trojnásobek sou£tu
x, y; ale pravá strana druhé rovnice v první soustav¥ není trojnásobkem, proto soustava
se nem·ºe splnit. V druhé soustav¥ je evidentn¥ druhá rovnice trojnásobkem první, proto
p°edstavuje rovnici totoºné p°ímky.)

Matice a roz²í°ená matice soustavy dvou lineárních rovnic

Zabývejme se op¥t soustavou dvou lineárních rovnic; p°íkladech, taková soustava úpln¥
ur£ena svými £íselnými koe�cienty a11, a12, a21, a22, b1, b2 � poslední dva z uvedených
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jsou koe�cienty na pravých stranách rovnic. Jelikoº na ozna£ení neznámých nezáleºí,
m·ºeme zkrácen¥ soustavu dvou lineárních rovnic jednozna£n¥ reprezentovat tímto ob-
délníkovým systémem koe�cient·, pro kaºdou jednotlivou rovnici zapsaných do °ádku.
Takové obdélníkové schema se nazývá maticí.

Pro na²i soustavu sestavíme matici A o 2 °ádcích a 2 sloupcích koe�cient· levých stran
rovnic, neboli matici koe�cient· u neznámých; tato matice je pak typu 2× 2 (2 °ádky, 2
sloupce) a nazývá se matice soustavy. Dopln¥ním matice soustavy A o koe�cienty pravých
stran rovnic soustavy se vytvo°í roz²í°ená matice soustavy Ā; má 2 °ádky a 3 sloupce,
tudíº je typu 2× 3:

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, Ā =

(
a11 a12 b1

a21 a22 b2

)
.

Matice soustavy je £ástí matice roz²í°ené. Sloupec pravých stran lze v roz²í°ené matici
psát odd¥lený kv·li zvýrazn¥ní svislou £arou. Pokud pro sloupec pravých stran soustavy
lineárních rovnic pouºijeme symbolicky písmeno b, lze rovn¥º symbolicky psát Ā = (A | b).

Elimina£ní metoda � úvod

P°íklad. Máme investovat spolu 5 000 dolar·, £ást s úrokem 5%, zbytek s úrokem
10%. Jak rozloºit 5 000 dolar·, abychom p°i vyuºití obou úro£ení získali na úrocích p°esn¥
400 dolar·?

�e²ení. Rozd¥lme 5 000 dolar· na sou£et dvou investic x, y dolar·. Úloha vede na
ur£ení °e²ení soustavy dvou lineárních rovnic o dvou neznámých x, y:

x+ y = 5000
0, 05x+0, 1y = 400

Na základ¥ rovnosti reálných £ísel v °ádcích této soustavy místo druhé rovnice lze napsat
její dvacetinásobek:

x+ y = 5000
x+2y = 8000

K °e²ení se te¤ dostaneme tak, ºe od druhé rovnice ode£teme první rovnici, tudíº od obou
stran druhé rovnice ode£teme stejné reálné £íslo. Máme novou soustavu, ve které se tím
vylou£ila (eliminovala) v druhé rovnici neznámá x:

x+y = 5000
y = 3000

Pomocí y = 3000 te¤ z první rovnice vypo£teme x = 5000 − 3000 = 2000. Dvojice
(2000, 3000) spl¬uje ob¥ rovnice (lze se o tom p°esv¥d£it dosazením), proto tato dvojice
je °e²ením p·vodní soustavy, ale i dal²ích z ní úpravami získaných soustav lineárních
rovnic, proto také na²í úlohy. •

Smyslem zna£n¥ podrobn¥ popsaných úprav na dvou soustavách lineárních rovnic v
na²ich úlohách bylo vylou£ení � eliminace n¥které neznámé, coº vedlo ke zmen²ení po£tu
neznámých v soustav¥. To bude cílem úprav na soustavách obecn¥.

Operace provedené na rovnicích v soustav¥ tuto soustavu nezm¥nily v takovém smyslu,
ºe p·vodní soustava a rovn¥º z ní získané soustavy mají stejnou mnoºinu °e²ení. Takové
soustavy rovnic se nazývají ekvivalentními.
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Úpravami na rovnicích lze postupovat p°i °e²ení zmín¥né úloze o spole£ných bodech
2 p°ímek; obecná rovnice p°ímky v rovin¥ ax + by = c je lineární v x, y. Vy°e²me tuto
úlohu.

P°íklad. Ur£eme v²echny spole£né body dvojic p°ímek:

a) p1: x− 3y = 1, p2: 2x + y = 9;
b) p3: x + 3y = 2, p4: 2x + 6y = 4;
c) p5: x− 3y = 2, p6: 2x− 6y = 14.

�e²ení. V kaºdé úloze nahradíme soustavu lineárních rovnic ekvivalentní soustavou
tak, ºe od druhé rovnice ode£teme dvojnásobek první rovnice; tuto operaci lze chápat
jako výsledek sloºení dvou operací, a to nejprve vytvo°ení dvojnásobku první rovnice a
pak ode£tení vzniklé první rovnice od druhé rovnice.

a) V soustav¥ dostaneme:

x−3y = 1
7y = 7

tudíº y = 1, x = 1 + 3y = 4, proto dvojice (4, 1) je °e²ení soustavy rovnic. To zna£í, ºe
bod [4, 1] je jediným spole£ným bodem p°ímek p1, p2 (p°ímky se protínají v bod¥).

b) V této soustav¥ je:

x−3y = 2
0 = 5

Tato soustava nemá °e²ení, jelikoº obsahuje spornou rovnici 0 = 5; p°ímky p3, p4 jsou
rovnob¥ºné r·zné.

c) Te¤ máme

x+3y = 2
0 = 0

jako ekvivalentní soustavu, druhá rovnice se v ní splní vºdy a lze ji vypustit. Proto
soustava se redukuje na jednu rovnici pro dv¥ neznámé x+3y = 2 a má nekone£n¥ mnoho

°e²ení � dvojic
(
x,

2− x

3

)
. Jsou to práv¥ v²echny body p°ímky p5 a sou£asn¥ také p6;

p°ímky p5, p6 jsou rovnob¥ºné a totoºné. •
Je významné uv¥domit si, ºe p°i v²ech úpravách rovnic jsme provád¥li úpravy na

koe�cientech t¥chto rovnic, neboli na roz²í°ené matici soustavy. Pod úpravami na matici
i v dal²ích postupech budeme mít na mysli ekvivalentní úpravy na rovnicích, které °ádky
t¥chto matic reprezentují. Obrácen¥, z nov¥ získaných matic lze p°íslu²né rovnice bez
problém· napsat.

Vy°e²me je²t¥ úlohy o vzájemné poloze dvou, t°í nebo více rovin v prostoru. Jde o
zobecn¥ní p°edchozích úloh o p°ímkách v rovin¥; obecná rovnice roviny ax + by + cz = d
v prostoru je lineární v prom¥nných x, y, z. Speciáln¥, jestliºe kaºdé z reálných £ísel a,
b, c, d je nenulovým £íslem, pak tato rovnice je rovnicí roviny ur£ené body P [d/a, 0, 0],
Q[0, d/b, 0], R[0, 0, d/c]. Úloha o vzájemné poloze t°í rovin v prostoru vede na soustavu
t°í lineárních rovnic o 3 neznámých; ilustruje ji následující p°íklad.

P°íklad. Ur£eme v²echny spole£né body t°í rovin ρ1, ρ2, ρ3 s obecnými rovnicemi:
ρ1: 3x− 2y + 4z = 6, ρ2: 2x + 3y − 5z = −8, ρ3: 5x− 4y + 3z = 7.
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�e²ení. Obecné rovnice rovin tvo°í soustavu lineárních rovnic. Na soustav¥ provedeme
ekvivalentní operace s cílem eliminace n¥kterých neznámých.

3x−2y+4z = 6
2x+3y−5z = −8
5x−4y+3z = 7

První rovnici násobíme −2 a ke t°etí rovnici pak pripo£ítejme takto upravenou první
rovnici:

−6x+4y−8z = −12
2x+3y−5z = −8
5x−4y+3z = 7

−6x+4y−8z = −12
2x+3y−5z = −8
−x −5z = −5

Z°ejm¥ zám¥na po°adí rovnic nemá vliv na °e²ení. Násobíme t°etí rovnici £íslem (−1) a
napí²eme ji pak jako novou první rovnici:

x +5z = +5
−6x+4y−8z = −12

2x+3y−5z = −8

Ke druhé rovnici te¤ pripo£teme ²estinásobek první rovnice, ke t°etí rovnici (−2)-násobek
první rovnice:

x + 5z = 5
4y+22z = 18
3y−15z = −18

Vyd¥lme druhou rovnici £íslem 2, t°etí rovnici £íslem 3:

x + 5z = 5
2y+11z = 9
y− 5z = −6

K druhé rovnici p°ipo£ítejme (−2)-násobek t°etí rovnice a pak vym¥níme mezi sebou
druhou a t°etí rovnici:

x + 5z = 5
y− 5z = −6

21z = 21

Pro trojici (x, y, z), která je °e²ením této soustavy, máme

z = 1, y = −6 + 5z = −6 + 5 = −1, x = 5− 5z = 5− 5 = 0.

Postup zna£í, ºe trojice (0, −1, 1) je jediným °e²ením této soustavy; proto roviny ρ1, ρ2,
ρ3 mají jediný spole£ný bod A[0, −1, 1]. •

Krom¥ uvedené moºnosti jediného pr·se£íku m·ºe nastat p°i zkoumání vzájemné polo-
hy t°í rovin v prostoru je²t¥ n¥který z p°ípad·:

- t°i roviny protínající se v jedné p°ímce;
- t°i rovnob¥ºné totoºné roviny;
- ºádné spole£né body: t°i navzájem rovnob¥ºné r·zné roviny; nebo takové t°i roviny,

ºe kaºdé dv¥ z nich se protínají v p°ímce a v²echny t°i nemají spole£ný bod; nebo dv¥
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rovnob¥ºné a t°etí totoºná s n¥kterou z nich; nebo dv¥ r·znob¥ºné roviny protínající se
v p°ímce a t°etí rovina totoºná s n¥kterou z nich.

Zp·sob °e²ení odpovídající soustavy musí dát moºnost odli²it, která z t¥chto 7 situací
nastane. Op¥t si v²imn¥me, ºe úpravy na rovnicích se provád¥li pomocí úprav na systému
koe�cient· v jednotlivých °ádcích.

Matice a roz²í°ená matice soustavy lineárních rovnic

Obecn¥ soustava m lineárních rovnic o n neznámých x1, ... , xn má tvar:

(S)

a11x1+ a12x2+...+ a1jxj+...+ a1nxn = b1

a21x1+ a22x2+...+ a2jxj+...+ a2nxn = b2

... ... ... ... ... ... ...
ai1x1+ ai2x2+...+ aijxj+...+ ainxn = bi

... ... ... ... ... ... ...
am1x1+am2x2+...+amjxj+...+amnxn = bm

Analogicky, k soustav¥ (S) náleºí matice soustavy A typu m×n, resp. roz²í°ená matice
soustavy Ā typu m× (n + 1):

A =



a11 a12 ... a1j ... a1n

a21 a22 ... a2j ... a2n

... ... ... ... ... ...
ai1 ai2 ... aij ... ain

... ... ... ... ... ...
am1 am2 ... amj ... amn


, Ā =



a11 a12 ... a1j ... a1n b1

a21 a22 ... a2j ... a2n b2

... ... ... ... ... ... ...
ai1 ai2 ... aij ... ain bi

... ... ... ... ... ... ...
am1 am2 ... amj ... amn bm


�e²ením soustavy (S) nazýváme kaºdou uspo°ádanou n-tici £ísel x1, x2, ... , xn, pro

kterou se po dosazení do soustavy (S) splní kaºdá z rovnic soustavy. Na po°adí £ísel záleºí,
proto mluvíme o uspo°ádané n-tici. Pro soustavu (S) v závislosti na jejích koe�cientech
m·ºe nastat jedna ze t°í moºností:

- jediné °e²ení (jedinou n-tici (x1, x2, ..., xn)),
- nekone£n¥ mnoho °e²ení (ve smyslu nekone£n¥ mnoho n-tic), nebo
- ºádné °e²ení.

Jestliºe m = n, pak má soustava tolik rovnic, kolik je neznámých; mluvíme o £tvercové
soustav¥ se £tvercovou maticí soustavy typu n× n, nebo také °ádu n.

Poznamenejme, ºe v dal²ích kapitolách se budeme maticemi, jejich vlastnostmi a op-
eracemi s maticemi zabývat mnohem podrobn¥ji. Zatím nám o maticích sta£í tyto úvodní
pojmy a následující interpretace: °ádek roz²í°ené matice soustavy reprezentuje p°íslu²nou
lineární rovnici ze soustavy, proto lze na n¥j pohlíºet, p°i dosazení libovolného °e²ení, jako
na rovnost dvou reálných £ísel. Pokud provádíme úpravy s reálnými £ísly zachovávajíce
rovnost dvou reálných £ísel, má smysl napsat odpovídající °ádky vyjád°ující postup t¥ch-
to úprav jako nové, postupn¥ pozm¥n¥né "záznamy" platných vztah· rovnosti. Uve¤me
také, ºe prvek matice aij s °ádkovým indexem i a sloupcovým indexem j, 1 ≤ i ≤ m,
1 ≤ j ≤ n, je koe�cientem u j-té neznámé v i-té rovnici soustavy. Prvky aii matice A
tvo°í tzv. hlavní diagonálu.

Dv¥ matice A, B se rovnají neboli jsou shodné, (A = B), pokud jsou stejného typu a
pokud na stejných pozicích mají stejné prvky. Rovnost matic odli²ných typ· se nede�nuje.

Zavedeme maticové ozna£ení také pro sloupec n neznámých x1, x2, ... , xn tvo°ících
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spolu sloºky °e²ení x, a pro m-sloºkový sloupec pravých stran rovnic b1, b2, ... , bm �
ozna£me jej jako b: p·jde o matice typu 1× n, resp. 1×m

x =



x1

x2

...
xi

...
xn


, b =



b1

b2

...
bi

...
bm


Poznamenejme, ºe z d·vod· úspory místa v textu si je n¥kdy dovolíme psát i jako °ádky;
jejich význam v soustav¥ je ur£en kontextem úlohy, kup°. vºdy mluvíme o sloupci pravých
stran. Pokud budeme provád¥t úpravy, zápis x, b sloupcem nelze vypustit.

Roz²í°enou matici soustavy budeme psát také ve tvaru Ā = (A | b).

Gaussova elimina£ní metoda (GEM)

Nech´ (S) je soustava m lineárních rovnic s n neznámými, nech´ A, resp. Ā je matice,
resp. roz²í°ená matice soustavy (S). Univerzální metoda, pomocí které lze ur£it °e²ení
soustavy (S), nazna£ena i v na²ich p°íkladech, se nazývá Gaussova elimina£ní metoda.
Zakládá se na kone£ném po£tu postupn¥ provád¥ných úprav na °ádcích roz²í°ené matice
Ā, které vedou k ekvivalentní soustav¥ rovnic s p°ehlednou roz²í°enou maticí; °e²ení této
ekvivalentní soustavy lze získat velmi jednoduchým zp·sobem.

Elementární °ádkové úpravy

Následující t°i druhy úprav na °ádcích roz²í°ené matice Ā soustavy se nazývají ele-
mentární °ádkové úpravy (ERO):

(A) zám¥na dvou °ádk·; jestliºe zam¥níme mezi sebou i-tý a j-tý °ádek Ri, Rj, sym-
bolicky k matici zapí²eme Ri ↔ Rj;

(B) násobení °ádku reálným £íslem k 6= 0: pro i-tý °ádek symbolicky budeme psát
kRi → Ri (znak → zna£í, ºe místo p·vodního °ádku Ri napí²eme nový °ádek tvaru kRi);

(C) k n¥kterému °ádku p°ipo£teme k-násobek jiného °ádku; jestliºe k i-tému °ádku Ri

p°ipo£teme k-násobek j-tého °ádku Rj, zapí²eme to symbolicky k matici jako Ri +kRj →
Ri (tím se zm¥nil i-tý °ádek matice Ā).

�ádek matice Ā reprezentuje jednu rovnici ze soustavy (S), tudíº p°i dosazení libo-
volného °e²ení dv¥ reálná £ísla, která se rovnají. �ádná z elementárních °ádkových úprav
nemá vliv na rovnost zmi¬ovaných £ísel � jejich rovnost zachová. Elementární °ádkové
úpravy vytvo°í soustavu lineárních rovnic ekvivalentní s p·vodní soustavou. Vra´me se k
úlohám analogickým k úvodním a úpravy provád¥né na soustavách ozna£me podle typu
t¥chto úprav.

P°íklad. �e²me soustavy lineárních rovnic:

a)
3x+4y = 1
x−2y = 7

b)
3x+4y = 1
6x+8y = 2

c)
3x+4y = 1
6x+8y = 3

�e²ení. a) Budeme provád¥t ERO na roz²í°ené matici soustavy

Ā =

(
3 4 1
1 −2 7

)
Symboly úprav p°ipí²eme za matici a p°echod na upravenou matici vyzna£íme symbol-
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em ∼; tímto symbolem ozna£ujeme vztah ekvivalence dvou matic. Ekvivalentní matice
reprezentují soustavy lineárních rovnic se stejnou mnoºinou °e²ení (nemusí jít o shodné
matice). Máme:(

3 4 1
1 −2 7

)
R1 ↔ R2 ∼

(
1 −2 7
3 4 1

)
R2 − 3R1 → R2 ∼

∼
(

1 −2 7
0 10 −20

)
0, 1R2 → R2 ∼

(
1 −2 7
0 1 −2

)
R1 + 2R2 → R1 ∼

(
1 0 3
0 1 −2

)

Poslední upravená matice je roz²í°ená matice soustavy ekvivalentní s p·vodní soustavou;
vzhledem na její tvar rovnic p°ímo £teme z odpovídajících rovnic (jediné) °e²ení soustavy:
x = 3, y = −2.

b) Soustava se po úprav¥ na druhé rovnici transformuje na soustavu:(
3 4 1
6 8 2

)
R2 − 2R1 → R2 ∼

(
3 4 1
0 0 0

)
Z tvaru poslední soustavy je vid¥t, ºe druhá rovnice se splní vºdy a soustava má nekone£n¥
mnoho °e²ení ur£ených jedinou rovnicí 3x + 4y = 1. Proto °e²ení p°edstavují dvojice(

1− 4y

3
, y

)
, kde y je libovolné reálné £íslo.

c) Stejná úprava na druhé rovnici nás te¤ p°ivádí k soustav¥:(
3 4 1
6 8 3

)
R2 − 2R1 → R2 ∼

(
3 4 1
0 0 1

)
Druhá rovnice 0· = 1 nemá °e²ení. Proto ani soustava nemá °e²ení. •

Redukovaná matice soustavy

P°i °e²ení soustav lineárních rovnic budeme provád¥t úpravy na °ádcích roz²í°ené mat-
ice Ā soustavy (S), a to tak, abychom matici Ā upravili na tzv. redukovanou matici (nebo
matici v redukovaném tvaru). Redukovanou maticí p°itom rozumíme matici, ve které jsou
°ádky následujícího tvaru:

1. Kaºdý nulový °ádek (t.j. °ádek sestávající ze samých nul) se nachází pod libovolným
nenulovým °ádkem (t.j. °ádkem, ve kterém je alespo¬ jeden nenulový prvek).

2. První nenulový prvek v kaºdém °ádku je rovný 1.
3. Sloupec obsahující takový prvek 1 má v pozicích nad a rovn¥º pod touto 1 samé

nulové prvky.
4. Prvek 1 jako první nenulový prvek v °ádku se nachází v pozici vºdy vpravo vzhledem

na prvek 1 jako na první nenulový prvek v °ádku nad ním.

Postup úpravy roz²í°ené matice Ā soustavy (S) na redukovanou matici není jednoz-
na£n¥ ur£en, ale vºdy je moºné ho provést. Lze dokázat, ºe kaºdá soustava s redukovanou
maticí odvozenou z matice Ā je s p·vodní soustavou ekvivalentní. D·vod spo£ívá v
pouºívaných úpravách ERO.

P°íklad. �e²me soustavu lineárních rovnic úpravou roz²í°ené matice soustavy na
redukovaný tvar:
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2x1−2x2+ x3 = 3
3x1+ x2− x3 = 7
x1−3x2+2x3 = 0

�e²ení. Vyzna£me podobn¥ jako v p°edchozím p°íkladu úpravy na roz²í°ené matici
soustavy a sou£asn¥ vºdy napí²eme nov¥ vzniklou soustavu rovnic: 2 −2 1 3

3 1 −1 7
1 −3 2 0

 R1 ↔ R3

x1−3x2+2x3 = 0
3x1+ x2− x3 = 7
2x1−2x2+ x3 = 3 1 −3 2 0

3 1 −1 7
2 −2 1 3

 R2 − 3R1 → R2

x1− 3x2+2x3 = 0
10x2−7x3 = 7

2x1− 2x2+ x3 = 3 1 −3 2 0
0 10 −7 7
2 −2 1 3

 R3 − 2R1 → R2

x1− 3x2+2x3 = 0
10x2−7x3 = 7
4x2−3x3 = 3 1 −3 2 0

0 10 −7 7
0 4 −3 3

 0, 1R2 → R2

x1−3x2+ 2x3 = 0
x2−7/10x3 = 7/10

4x2− 3x3 = 3 1 −3 2 0
0 1 −4/10 7/10
0 4 −3 3

 R3 − 4R2 → R3

x1−3x2+ 2x3 = 0
x2−7/10x3 = 7/10
− 1/5x3 = 1/5 1 −3 2 0

0 1 −7/10 7/10
0 0 −1/5 1/5

 (−5)R3 → R3

x1−3x2+ 2x3 = 0
x2−7/10x3 = 7/10

x3 = −1 1 −3 2 0
0 1 −7/10 7/10
0 0 1 −1

 R2 + 0, 7R3 → R2

x1−3x2+2x3 = 0
x2 = 0

x3 = −1 1 −3 2 0
0 1 0 0
0 0 1 −1

 R1 − 2R3 → R1

x1−3x2 = 2
x2 = 0

x3 = −1 1 −3 0 2
0 1 0 0
0 0 1 −1

 R1 + 3R2 → R1

x1 = 2
x2 = 0

x3 = −1

Roz²í°ená matice poslední soustavy je v redukovaném tvaru; z ní a rovn¥º z odpovídající
soustavy lineárních rovnic plyne, ºe soustava má jediné °e²ení x3 = −1, x2 = 0, x1 = 2. •

Popis Gaussovy elimina£ní metody

(1) Vyhledejte nenulový sloupec v roz²í°ené matici Ā s nejmen²ím sloupcovým indexem
a pomocí vhodných ERO vytvo°te v jeho prvním °ádku prvek 1.

(2) Pomocí vhodných násobk· prvního °ádku vytvo°te pomocí ERO na v²ech místech
pod touto 1 samé nulové prvky.

(3) Opakujte kroky (1), (2) na podmatici, tj. na takové matici, která vznikne vynecháním
prvního °ádku a prvního sloupce poslední vytvo°ené matice; pokra£ujte, pokud se takový
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postup neukon£í vy£erpáním °ádk· nebo sloupc·.
(4) Uvaºujte te¤ o celé získané matici. Za£n¥te jejím posledním nenulovým °ádkem

a pokud není sou£asn¥ prvním, pak pomocí vhodných násobk· vyuºitím ERO vytvo°te
nad prvkem 1 s nejmen²ím sloupcovým indexem (tedy stojícím na hlavní diagonále) samé
nulové prvky. Pokra£ujte po °ádcích nahoru aº po první °ádek v£etn¥.

Provedením krok· (1) � (4) upravíme roz²í°enou matici Ā na redukovaný tvar.

Vzhledem na ú£el postupu, kterým je °e²ení soustavy lineárních rovnic, poznamenejme:
jestliºe na kterémkoliv kroku Gaussovy eliminace získáme °ádek tvaru

0 ... 0 c

p°i£emº c 6= 0, £ili sporný °ádek, pak postup zastavíme: soustava nemá °e²ení, protoºe
obsahuje spornou rovnici.

P°íklad. Ur£eme koe�cienty a, b, c v rovnici paraboly y = a + bx + cx2, která je
ur£ená body A[1, −5], B[−2, 7], C[3, 17].

�e²ení. Napi²me podmínky vyjád°ující to, ºe body A, B, C náleºí parabole; z t¥chto
podmínek plyne, ºe koe�cienty a, b, c v její rovnici musí být °e²ením lineární soustavy t°í
lineárních rovnic:

a+ b+ c = −5
a− b+4c = 7
a+3b+9c = 17

°e²íme pomocí GEM úpravou její roz²í°ené matice na redukovaný tvar: 1 1 1 −5
1 −2 4 7
1 3 9 17

R2 −R1 → R2, R3 −R1 → R3 ∼

∼

 1 1 1 −5
0 −3 3 12
0 2 8 22

 (−1/3)R2 → R2, (1/2)R3 → R3 ∼

∼

 1 1 1 −5
0 1 −1 −4
0 1 4 11

 R3 − 2R2 → R3 ∼

∼

 1 1 1 −5
0 1 −1 −4
0 0 5 15

 (1/5)R3 → R3 ∼

∼

 1 1 1 −5
0 1 −1 −4
0 0 1 3

 R1 −R3 → R1, R2 + R3 → R2 ∼

∼

 1 1 0 −8
0 1 0 −1
0 0 1 3

 R1 −R2 → R1 ∼

∼

 1 0 0 −7
0 1 0 −1
0 0 1 3


Poslední matice je uº v redukovaném tvaru; odtud plyne a = −7, b = −1, c = 3 a
rovnice hledané paraboly je y = −7− x + 3x2. Tato úloha se nazývá interpola£ní úlohou
a nalezený kvadratický polynom je tzv. interpola£ním polynomem. (Postup lze zobecnit
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a pro daných (n + 1) bod· ur£ovat interpola£ní polynom stupn¥ n.) •
Poznámka. Neznámé a, b, c v této soustav¥ rovnic je moºné vypo£íst uº z matice

získané po £tvrté úprav¥, tudíº ze soustavy

a+b+c = −5
b−c = −4

c = 3

Ze t°etí rovnice dosadíme c = 3 do druhé rovnice: b − c = −4, proto b = −4 + c = −1.
Z první rovnice pak a = −5 − b − c = −7. Tímto zp·sobem lze postupovat také obec-
n¥ a z popisu GEM vyuºívat pouze kroky (1), (2), (3), které se také ozna£ují jako tzv.
p°ímý chod metody; krok (4) je tzv. zp¥tný chod. Provedení p°ímeho chodu nevytvo°í
redukovanou matici, ale (pro p°ípadn¥ vhodné p°ezna£ení neznámých) tzv. horní tro-
juholníkovou matici (je to matice se v²emi prvky pod hlavní diagonálou rovnými nule).

Existence a po£et °e²ení soustavy lineárních rovnic

Nech´ A je matice soustavy (S) typu m×n, nech´ r je nejv¥t²í p°irodzené £íslo takové,
ºe pomocí GEM se vytvo°í jako £ást redukované matice jednotková matice Er (jako její
podmatice). Pak redukovaná matice m·ºe mít pouze jeden ze t°í následujících tvar·:

(1) r = n a jestliºe v redukované matici existuje víc neº n °ádk·, jsou v²echny aº po
m-tý °ádek nulové. Pak soustava (S) má jediné °e²ení.

(2) r < n, tudíº krom¥ sloupce odpovídajícího pravým stranám rovnic existuje v re-
dukované matici s = n − r sloupc·; p°edpokládejme, ºe pokud existuje víc neº r °ádk·,
jsou v²echny aº po m-tý °ádek nulové. Pak má soustava (S) nekone£n¥ mnoho °e²ení:
v na²em ozna£ení neznámé xr+1, xr+2, ... , xn (spolu s neznámých) jsou libovoln¥ volitel-
né a pomocí nich se ur£ují neznámé x1, x2, ... , xr.

(3) Nech´ pro £íslo s ve významu jako v (2) je te¤ s ≥ 0 a v redukované matici existuje
(r + 1)-tý °ádek tvaru

0 ... 0 c

kde c 6= 0. Pak soustava obsahuje spornou rovnici, proto nemá °e²ení.

Poznámka. Pomocí metod lineární algebry lze dokázat, ºe kaºdá úprava roz²í°ené
matice soustavy na redukovaný tvar vede na stejný po£et nenulových °ádk· v redukované
matici, a to nezávisle na typu pouºívaných operací nebo na jejich po°adí. Proto lze
de�novat tzv. hodnost h(A) matice A jako po£et nenulových °ádk· v její redukované
matici.

Poznámka. V ekonomických aplikacích, zejména v úlohách tzv. lineárního pro-
gramování, se zavád¥jí pro n¥která °e²ení soustav lineárních rovnic dal²í ozna£ení mající
speciální význam. Jde o soustavy lineárních rovnic, které mají nekone£n¥ mnoho °e²ení;
uve¤me tuto terminologii pouze na p°íkladu následující soustavy 2 lineárních rovnic pro
4 neznámé:

x1+x2+3x2−2x4 = 1
2x1+x2+ x3−3x4 = 4

Gaussova eliminace vede na redukovanou matici soustavy ve tvaru:
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(
1 0 −2 −1 3
0 1 5 −1 −2

)
Soustava má nekone£n¥ mnoho °e²ení a pomocí volitelných neznámých x3, x4 lze ur£it
mnoºinu t¥chto °e²ení jako tzv. obecné °e²ení ve tvaru

x =


3 + 2x3 + x4

−2− 5x3 + x4

x3

x4

, x3, x4 lib. reálná £ísla.

Speciální volbou x3 = x4 = 0 získáme z obecného °e²ení hodnoty zbývajících tzv. báz-
ických nebo základních prom¥nných x1 = 3, x2 = −2 (jsou to nevolitelné neznámé, jejich
hodnoty jsou ur£eny nebo plynou z volby neznámých x3, x4) a tím vznikne °e²ení

x =


3

−2
0
0

,
které se nazývá základní °e²ení. Ale elimina£ní metoda umoº¬uje vybrat dvojici volitel-
ných neznámých i jiným zp·sobem, proto od tohoto základního °e²ení lze ud¥lat p°echod
k jinému základnímu °e²ení. Vybereme-li kup°. za bázické prom¥nné x1, x3 (volitelné
neznámé jsou x2, x4), budeme upravovat pomocí ERO uº získanou redukovanou matici
soustavy tak, aby ve druhém °ádku vznikl jednotkový prvek 1 ve t°etím sloupci; zápis
pomocí tabulky je:

x1 x2 x3 x4

1 1 3 −2 1
0 1 5 −1 −2
1 1 3 −2 1
0 0,2 1 −0, 2 −0, 4

Pomocí volitelných neznámých x2, x4 te¤ získáme obecné °e²ení soustavy ve tvaru

x =


2, 2− 0, 4x2 + 1, 4x4

x2

−0, 4− 0, 2x2 + 0, 2x4

x4

, x2, x4 lib. reálná £ísla.

Volba x2 = x4 = 0 ur£í hodnoty bázických prom¥nných x1 = 2, 2, x3 = −0, 4 a základní
°e²ení

x =


2, 2
0

−0, 4
0

.
Po£et v²ech moºností výb¥ru dvojic volitelných neznámých ze £ty° neznámých v této
soustav¥ ur£í po£et v²ech moºných základních °e²ení této soustavy; po£et t¥chto výb¥r·

je dán kombina£ním £íslem
(

4
2

)
= 6.

Na základ¥ t¥chto úvah lze pro obecnou situaci usoudit, ºe:

1) soustava lineárních rovnic s nekone£ným po£tem °e²ení má kone£ný po£et základ-

11



ních °e²ení;
2) jestliºe je h hodnost roz²í°ené matice soustavy a n po£et neznámých v soustav¥,

pak po£et volitelných neznámých je
(

n
n− h

)
=

(
n
h

)
a toto £íslo sou£asn¥ ur£uje

(maximální) po£et základních °e²ení soustavy.

GEM pro homogenní soustavy

Soustava lineárních rovnic s nulovým sloupcem koe�cient· pravých stran rovnic se
ozna£uje jako homogenní soustava.

Na základ¥ jejího tvaru platí: homogenní soustava má vºdy alespo¬ jedno °e²ení, a to
triviální, sestávající ze samých 0: (0, 0, ..., 0).

V postupu Gaussovy elimina£ní metody uplatn¥né na homogenní soustavu se totiº
nem·ºe vytvo°it sporný °ádek v redukované matici, £ili p°ípad (3) v analýze existencí a
po£tu °e²ení podle GEM te¤ nenastává. Proto pro p°ípad r = n má homogenní soustava
jediné °e²ení, které musí být °e²ením triviálním. Jestliºe nastane druhá moºnost r < n,
pak existuje s = n− r volitelných neznámých, tudíº soustava má nekone£ný po£et °e²ení;
volitelné neznámé m·ºeme zvolit i jako nenulové, proto soustava má téº netriviální °e²ení.

P°íklad. Ur£eme v²echna °e²ení homogenní soustavy:

x1+2x2 − 6x4 = 0
2x1+ x2+3x3 = 0
7x1+8x2+6x3−18x4 = 0

�e²ení. Na zápis Gaussovy elimina£ní metody pouºijeme tabulku, popis jednotlivých
úprav ERO neuvádíme:

x1 x2 x3 x4

1 2 0 −6 0
2 1 3 0 0
7 8 6 −18 0
1 2 0 −6 0
0 −3 3 12 0
0 −6 6 24 0

x1 x2 x3 x4

1 2 0 −6 0
0 1 −1 −4 0
0 1 −1 −4 0
1 0 2 2 0
0 1 −1 −4 0

Systém má nekone£n¥ mnoho °e²ení; s = n − r = 2, proto 2 neznámé jsou volitelné
a dvojici neznámých lze vybrát

(
4
2

)
= 6 zp·soby. Pokud je zvolme jako x3, x4, pak

pomocí t¥chto neznámých ur£íme x2 = x3 + 4x4, x1 = −2x3 − 2x4. Proto °e²ení soustavy
p°edstavují £tve°ice tvaru (−2x3 − 2x4, x3 + 4x4, x3, x4).

Triviální °e²ení (0, 0, 0, 0), které soustava musí mít, dostáváme jako speciální p°ípad,
a to pri volb¥ x3 = x4 = 0. Jako speciální p°ípad dostáváme dv¥ £tve°ice, které odpovídají
volbám:

x3 = 1, x4 = 0: £tve°ice (−2, 1, 1, 0),
x3 = 0, x4 = 1: £tve°ice (−2, 4, 0, 1). •
Poznámka. Pro kaºdou soustavu lineárních rovnic (nehomogenní, homogenní) lze

mnoºinu °e²ení popsat ur£itým obecn¥ platným zp·sobem. Ukáºeme takový zp·sob pouze
na p°íkladu, ve kterém budeme hledat °e²ení následující nehomogenní soustavy:
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x1 −2x3+5x4 = 7
x2+ x3−3x4 = 5

Matice této soustavy je uº v redukovaném tvaru. Soustava má nekone£n¥ mnoho °e²ení;
obecné °e²ení je

x =


x1

x2

x3

x4

 =


7 + 2x3 − 5x4

5− x3 + 3x4

x3

x4

 =


7
5
0
0

+


2

−1
1
0

x3 +


−5

3
0
1

x4,

x3, x4 lib. reálná £ísla. Struktura obecného °e²ení je následující. Vektor x obecného °e²ení
nehomogenní soustavy je tvo°en sou£tem dvou vektor·:

� vektoru x? =


7
5
0
0

, jenº je °e²ení nehomogenní soustavy; dostaneme ho speciální

volbou volitelných neznámých x3 = x4 = 0, proto ho lze pojmenovat jako partikulární
°e²ení nehomogenní soustavy;

� vektoru lineární kombinace xhom =


2

−1
1
0

x3 +


−5

3
0
1

x4, pro který lze snadno

nahlédnout, ºe p°edstavuje v²echna °e²ení odpovídající homogenní soustavy lineárních
rovnic náleºící k na²í nehomogenní soustav¥, dostaneme ji nahrazením pravých stran nu-
lami v p·vodní soustav¥; kv·li jeho tvaru se nazývá obecným °e²ením homogenní soustavy.

Z postupu GEM pro libovolnou soustavu plyne tvrzení o struktu°e °e²ení rovn¥º obec-
n¥; bez d·kazu proto uve¤me, ºe

� vektor x obecného °e²ení nehomogenní soustavy je tvo°en sou£tem jednoho, a to
libovoln¥ zvoleného vektoru x? partikulárního °e²ení dané nehomogenní soustavy a vektoru
xhom obecného °e²ení odpovídající homogenní soustavy.

Tato formulace obsahuje rovn¥º p°ípad, kdy nehomogenní soustava lineárních rovnic má
jediné °e²ení: redukovanou maticí soustavy tehdy musí být matice £tvercová, splní se
podmínky n = m = r, tudíº homogenní soustava náleºící k nehomogenní soustav¥ má
triviální (nulové) °e²ení. Proto v struktu°e sou£tu je vektor xhom nulový. (Formulace
strukturního tvrzení pro p°ípad homogenní soustavy je evidentní.)

Cramerovo pravidlo

Determinant 2. stupn¥

Zabývejme se op¥t jednoduchou úlohou ze za£átku této kapitoly: elimina£ní metodou
ur£eme °e²ení soustavy dvou lineárních rovnic pro dv¥ neznámé x1, x2 obecn¥:

a11x1+a12x2 = b1

a21x1+a22x2 = b2

První rovnici násobíme £íslem a21, druhou rovnici £íslem −a11 a se£teme je; tím vylou£íme
neznámou x1 a získáme pouze jednu rovnici pro ur£ení neznámé x2. Neznámé x1, x2 lze
pak vyjád°it ve tvaru podíl·, ve kterých vystupují koe�cienty soustavy:
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x1 =
b1a22 − b2a12

a11a22 − a21a12
, x2 =

b2a11 − b1a21

a11a22 − a21a12
.

Podmínkou existence tohoto °e²ení je ov²em nenulový jmenovatel v t¥chto zlomcích:
a11a22 − a21a12 6= 0.

Pravidelnost nebo symetrii pro £ísla v t¥chto zlomcích lze vystihnout zápisem pomocí
£tve°ice £ísel ve svislých £arách (podobn¥ jako tomu bylo u matic obsahujících koe�cienty
soustavy) s následujícím pravidlem výpo£tu: ozna£íme

D =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a21a12,

D1 =

∣∣∣∣∣ b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣∣ = b1a22 − b2a12, D2 =

∣∣∣∣∣ a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣∣ = b2a11 − b1a21.

�ísla D, D1, D2 se nazývají determinanty p°íslu²ných matic a protoºe jsou odvozeny ze
£tvercových matic typu 2× 2, nazývají se determinanty 2. stupn¥; jsou to reálná £ísla.

Kup°.

∣∣∣∣∣ 2 4
1 2

∣∣∣∣∣ = 2 · 2− 4 · 1 = 0,

∣∣∣∣∣ 3 1
−1 0

∣∣∣∣∣ = 3 · 0 + 1 · 1 = 1,

∣∣∣∣∣ 0 1
1 0

∣∣∣∣∣ = −1,

∣∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣∣ = ad− bc.

Proto °e²ení soustavy dvou lineárních rovnic o dvou neznámých x1, x2 lze zapsat ve tvaru
podíl· dvou determinant· druhého stupn¥

x1 =
D1

D
, x2 =

D2

D
, jestliºe D 6= 0.

Determinant 3. stupn¥ a Sarrusovo pravidlo

�tvercové matici A typu 3×3 p°i°a¤me determinant D = detA jako £tvercové schema
sestavené z prvk· matice a zapsané ve svislých £arách:

A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 , det A =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣
Uvedený symbol se nazývá determinantem 3. stupn¥ náleºícím ke £tvercové matici 3.
°ádu a je to £íslo, které se vypo£ítá zp·sobem nazývaným Sarrusovo pravidlo:

detA = a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23 − a31a22a13 − a21a12a33 − a11a32a23

(sou£et 6 £len·, polovina z nich má znaménko + a polovina znaménko −). �leny lze
p°ehledn¥ najít tak, ºe do uvedeného £tvercového schematu p°ipí²eme £tvrtý a pátý °ádek
zopakováním prvního a druhého °ádku matice a tvo°íme 3 sou£iny z diagonál za£ína-
je sou£inem a11a22a33 a z diagonál pod ní se znaménkem +; dal²í sou£iny z diagonály
a31a22a13 a z diagonál pod ní mají znaménko −.

P°íklad. Vypo£ítejme determinanty:

a) D =

∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 1
3 4 5

−8 10 −6

∣∣∣∣∣∣∣ = −48 + 30 + 40 + 32− 100− 18 = −642;
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b) D =

∣∣∣∣∣∣∣
10 0 −1
−1 10 0

0 −1 10

∣∣∣∣∣∣∣ = 1 000− 1 = 999;

c) D =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3
1 4 9
1 8 27

∣∣∣∣∣∣∣ = 108 + 24 + 18− 12− 72− 54 = 12;

d) D =

∣∣∣∣∣∣∣
a b c
3 2 5

−2 −5 −3

∣∣∣∣∣∣∣ = −6a− 15c− 10b + 4c + 25a + 9b = 19a− b− 11c.

Cramerovo pravidlo (p°ípady n = 2, n = 3)

Elimina£ní metoda v soustavách se £tvercovou maticí A stupn¥ n = 2 nebo n = 3, pro
kterou platí detA 6= 0, vede na zp·sob °e²ení, který pouºívá determinanty a nazývá se
Cramerovo pravidlo. Na tom je zaloºeno následující tvrzení, které uvedeme bez d·kazu.

Cramerovo pravidlo. Nech´ (S) je soustava n lineárních rovnic pro n neznámých,
n = 2 nebo n = 3. Nech´ D je determinant matice soustavy: D = detA. Jestliºe D 6= 0,
pak soustava má jediné °e²ení, kterým je n-tice (x1, x2, ..., xn), kde

xi =
Di

D
, i = 1, ..., n,

a Di jsou determinanty, které vzniknou z determinantu D nahrazením i-tého sloupce
sloupcem pravých stran, i = 1, ..., n.

Poznámka. V dal²í kapitole zavedeme pojem determinantu obecn¥ pro libovolné n,
n ≥ 2, a budeme sa zabývat vlastnostmi determinant· podrobn¥ji. Platnost Cramerova
pravidla lze pak roz²í°it, zachovávajíce jeho formální podobu podle práv¥ uvedené for-
mulace, rovn¥º pro libovolné n, n ≥ 2, neboli pro nalezení °e²ení £tvercových soustavy
sestávajících z libovolného po£tu rovnic. Pro ú£ely této kapitoly posta£í zatím omezení
na n = 2 nebo n = 3.

P°íklad. Soustavy lineárních rovnic °e²me Cramerovým pravidlem:

a)
7x1+13x2 = −5
5x1+ 7x2 = 1

b)
3x1+2x2+ x3 = 5
2x1+3x2+ x3 = 1
2x1+ x2+3x3 = 11

�e²ení. a) Determinant soustavy je detA = 49 − 65 = −16 6= 0, proto soustava má
jediné °e²ení a podle Cramerova pravidla to je:

x1 = − 1

16
·
∣∣∣∣∣ −5 13

1 7

∣∣∣∣∣ = − − 35− 13

16
= 3,

x2 = − 1

16
·
∣∣∣∣∣ 7 −5

5 1

∣∣∣∣∣ = −7 + 25

16
= −2.

b) Op¥t je determinant soustavy detA = 12 6= 0, proto x1, x2, x3 podle Cramerova
pravidla jsou:

x1 =
1

12
·

∣∣∣∣∣∣∣
5 2 1
1 3 1

11 1 3

∣∣∣∣∣∣∣ =
24

12
= 2,

15



x2 =
1

12
·

∣∣∣∣∣∣∣
3 5 1
2 1 1
2 11 3

∣∣∣∣∣∣∣ =
− 24

12
= −2,

x3 =
1

12
·

∣∣∣∣∣∣∣
3 2 5
2 3 1
2 1 11

∣∣∣∣∣∣∣ =
36

12
= 3. •

Soustavy lineárních rovnic s parametrem

Omezíme se pouze na £tvercové soustavy a p°i jejich °e²ení budeme vyuºívat determi-
nanty. P·jde o úlohy formulované podobn¥ jako v následující úloze.

P°íklad. Ur£eme v²echny hodnoty reálného parametru p, pro které má soustava
jediné, resp. ºádné, resp. nekone£n¥ mnoho °e²ení, a najd¥m¥ v²echna existující °e²ení
v závislosti na parametru p:

a)
x1+ x2+ x3 = 1
x1+px2+ x3 = 1
x1+ x2+p2x3 = 1

b)
x1+ x2+ x3 = 0
x1+px2+ x3 = 0
x1+ x2+p2x3 = 0

c)
(2p− 1)x1 +(p− 1)x3 = 0

x1+px2+ x3 = 1
(p− 1)x1 +(p− 1)x3 = 0

�e²ení. a) Po£ítejme determinant matice soustavy:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 p 1
1 1 p2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
0 p− 1 0
0 0 p2 − 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (p− 1)2 · (p + 1)

Jestliºe detA 6= 0, tudíº p 6= 1, p 6= −1, pak soustava má jediné °e²ení, které vypo£ítáme
pomocí Cramerova pravidla:

x1 =
1

(p− 1)2(p + 1)
·

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 p 1
1 1 p2

∣∣∣∣∣∣∣ = 1, x2 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 1 1
1 1 p2

∣∣∣∣∣∣∣ = x3 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 p 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

tudíº °e²ením soustavy je trojice (1, 0, 0).

Pro p = 1 se soustava redukuje na jedinou rovnici x1+x2+x3 = 1, proto má nekone£n¥
mnoho °e²ení: (1− x2 − x3, x2, x3), kde x2, x3 jsou dv¥ libovoln¥ volitelné neznámé.

Pro p = −1 se soustava redukuje na dv¥ rovnice (t°etí rovnice je totoºná s první
rovnicí): zapi²me její koe�cienty do tabulky a p°íslu²nou roz²í°enou matici upravíme
podle GEM:

x1 x2 x3

1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 1 1
0 −2 0 0

Proto x2 = 0, x1 = 1 − x3, kde x3 je libovoln¥ volitelné reálné £íslo; °e²ení p°edstavuje
nekone£n¥ mnoho trojic (1− x3, 0, x3), x3 libovolné.

b) Jde o soustavu z p°edchozí úlohy a), te¤ jako homogenní. Jestliºe

detA = (p− 1)2 · (p + 1) 6= 0,

pak soustava jako homogenní má jediné °e²ení, a to triviální: (0, 0, 0).
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Jestliºe p = 1, soustava se redukuje na jedinou rovnici x1 + x2 + x3 = 0, proto má
nekone£n¥ mnoho °e²ení (−x2− x3, x2, x3), kde x2, x3 jsou libovoln¥ volitelné neznámé.

Pro p = −1 se soustava redukuje na dv¥ homogenní rovnice zapsané do tabulky:

x1 x2 x3

1 1 1 0
1 −1 1 0
1 1 1 0
0 1 0 0

°e²ením je nekone£n¥ mnoho trojic (x3, 0, −x3), kde x3 je libovoln¥ volitelná neznámá.

c) Po£ítejme determinant soustavy detA: máme detA = p2 · (p− 1).
Jestliºe detA 6= 0, co nastává pro p 6= 0, p 6= 1, pak soustava má jediné °e²ení

(x1, x2, x3), které lze ur£it pomocí Cramerova pravidla:

x1 =
1

p2(p− 1)
·

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 p− 1
1 p 1
0 0 p− 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

x2 =
1

p2(p− 1)
·

∣∣∣∣∣∣∣
2p− 1 0 p− 1

1 1 1
p− 1 0 p− 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

p
,

x3 =
1

p2(p− 1)
·

∣∣∣∣∣∣∣
2p− 1 0 0

1 p 1
p− 1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

Pro p = 0 má soustava tvar ur£en tabulkou:

x1 x2 x3

−1 0 −1 0
1 0 1 1

−1 0 −1 0

První dv¥ rovnice nelze splnit sou£asn¥, proto soustava nemá ºádné °e²ení.

Pro p = 1 lze soustavu zapsanou v tabulce upravit pomocí GEM a máme:

x1 x2 x3

1 0 0 0
1 1 1 1
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 1 1

Proto existuje nekone£n¥ mnoho °e²ení, x2 = −x3, x3 libovolné, tudíº jsou to v²echny
trojice tvaru (0, 1− x3, x3), x3 libovolné reálné £íslo. •

(Poznámka: Pro D = 0 m·ºe mít konkrétní soustava nekone£n¥ mnoho nebo ºádné
°e²ení; analýzu provedeme pomocí GEM!)
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