Derivace

1. Uzitim definice derivace vypoctéte derivaci funkce v daném bodé z.

a) f(z) =222 —2+5, 29=3 b) f(z) = 2% —da, 1o =1
c) f(x) =sinz, 20=0 d) f(z) = cosz, x():%
e) f(x):i o — £) f(z) = /7, 20 = 1

2. Najdéte derivaci funkce v libovolném bodé definiéniho oboru.

a)y=4r* —z+1 b) y = 2sinz + 3cosx
¢)y=+vz+a? d)y=6vz—5

e)y=3lnz—9logx f) y = tgx + 1lcotgr
g) y =3"+ 2¢°

3. Najdéte derivaci funkce v libovolném bodé definiéniho oboru. (Nejprve
upravte predpis funkce, pak teprve derivujte.)

% 4+ 2)? - (T —5/x
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T
cos 2z sin2x + 1
c)y:—. d)y:,—
COST — SInx sinx + cosx

4. Derivujte funkce podle pravidel pro derivaci souc¢inu a podilu.

a)y =x-sinx b)y=(x*+1)- -sinx
c) y =sinz-cosx d)y=¢e"-Inz
) 20 — 1 £ sinx + cosx
(§] = = -
Y x4+ 3 Y sinx — cosx
2+ 22 e’ -Inx
= h =
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5. Vypocitejte derivace slozenych funkei.
a) y = (¢ +1)*

c) y = cos(2x +4)

) 1

e frg

y Ccos 2x
g) y = sinz?

i)y =tg(3z — Z)

k) y =V + Vb

b) y = (V223 —1+2)°
d) y = Vcos 2z

f) y = sin®x

h) y = V/cos2z + 2
j) y =Insinz

1) y = In(3sinx — 8)

6. Najdéte rovnice tecny t a normély n ke grafu funkce f(z) v bodé x,

jestlize:

a) f(x) = —2°+42+7, 2, =4

c) f(z) =wxe", 2, =0
Vr+1 .

o) fla) = Y,
§) @)= e 7= 1

3
b) f(z) = m o= —1
d)f(I):(ZE—Q)%7J]O:2
12 3 1
) fla) = —+ 5= a0 =1

7. Najdéte rovnici teény ke grafu paraboly uréené rovnici y = 2% — 2z — 3,

pokud te¢na

a) je rovnobézna s piimkou 4z —y + 10 = 0,

b) je kolmé na pfimku = + 2y = 5,
c) svird s piimkou 2z + y = 2 thel 45°,
d

) najdéte vSechny body, ve kterych je tecna k této funkei rovnobézna s osou o,.



8. Vypoctéte derivaci 4. fadu fIV(z), jestlize:

a) f(x) =2 + 52t + 22° — 2 b) f(z) = 2x1—1
c) flx) =zl d) f(z) =2 27"
) flz) =V ) f2) =

9. Znazornéte ve stejném souradnicovém systému funkei f(x) a jeji derivaci

f'(z).
a) f(x) =3z —38 b) f(x) =2*+1
) f(z) =2’ Q) fr) = -
¢) f(#) =vr+1 f) fla) =2
g) f(z) =Inz h) f(z) =1+sinz

i) f(zx) =]z — 1|+ |z + 1]

10. Necht f(z) = 2* — 4x — 7. Zakreslete graf této funkce.

a) NapiSte rovnici tecny ¢ ke grafu této funkce v bodé, v némz x = —2.

b) Na grafu funkce najdéte vSechny body, ve kterych je te¢na ¢ ke grafu
rovnobézna s osou o,.

c) Na grafu funkce najdéte vSechny body, ve kterych mé tecna t ke grafu
smeérnici rovnou 3.

d) Na grafu funkce najdéte vSechny body, ve kterych je te¢na t rovnobé&zna
s pfimkou y = 7 — 2z.

11. Nacrtnéte graf alespon jedné funkce takové, Ze jeji derivace mé vSechny
nasledujici vlastnosti:

a) f'(z) >0prox < laproz >5
b) f'(x) <Oprol <z <5
c) f'(x) = f'(x) =0



12. Urcity objekt se pohybuje po pfimce tak, Ze po t minutach je jeho vzda-
lenost od vychoziho bodu D(t) = 10t + o metru.
x

a) Jakou rychlosti se pohybuje objekt na konci 4. minuty?
b) Jakou vzdélenost projel objekt v pribéhu 5. minuty?

13. Z jednoho mista vychazeji soucasné dvé auta: prvni ptimo na sever, druhé
pfimo na zapad. Prvni auto se pohybuje rychlosti 30 km/h, druhé rychlosti
40 km /h. Zjistéte, jakou rychlosti se od sebe auta vzdaluji.

14. Zebiik dlouhy 13 m se jednim koncem A opiré o zed a druhym koncem
B o podlahu. Zebiik zatne padat tak, ze bod B se vzdaluje ode zdi rychlosti
1,6 m/min. Zjistéte, jakou rychlosti se pohybuje bod A v okamziku, kdy bod
B je ode zdi vzdélen 5 m.

(Navod. Vyuzijte vztah z? + y? = 132, déle znate 2/(t) = 1,6 m/min. a na
feSeni ulohy potiebujete vypocitat y'(t)).

15. Osoba 1,80 m vysoka jde smérem k budové rychlosti 0,6 m/s budova ma
vysku 30 m a na jejim $titu je svétlo. Jakou rychlosti se zkracuje délka stinu
jdouci osoby?

(Navod. Znéazornéni pohybu osoby a jejiho stinu vede na podobnost dvou
pravotuhlych trojihelnik, v niz pro velikost stinu s a vzdélenost x + s konce
stinu od paty budovy plati vztah 30s = 1, 8(x + s); potfebujete vypocitat %,
jestlize vite, ze % = —0,6m/s.)

16. Balon tvaru koule zmensSuje sviij priumeér rovnomérné rychlosti 2 cm/s.
Vypoctéte, jakou rychlosti se zmensuje objem balénu v okamziku, kdy jeho
polomeér je 1,6 m.



17. Presvédcte se, ze nasledujici limity muzete vypocitat I’Hospitalovym pra-

vidlem, a urcete je:
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Optimalizace

18. Ktery obdélnik s plosnym obsahem 16m? m4 nejmensi obvod? Jaky je
ten obvod?

19. Naklady vyrobce na vyrobu jednoho radiopfijimace jsou 5 €. Jestlize se
radia budou prodéavat za cenu x €, pak se jich denné proda 20 — x kust. Jak
stanovit cenu za jedno radio, aby se dosahl maximélni denni zisk? Znézornéte
graficky.

20. Obchod prodava skateboardy za 40 € a pfi této cené se proda 50 kusu
za meésic. Majitel obchodu chce zvysit cenu a ocekava, ze kazdé € zvyseni
ceny prinese snizeni prodeje o 2 skateboardy za mésic. Jestlize majitel naku-
puje skateboardy za 25 €, pii jaké cené bude jeho zisk za mésic maximalni?
Znazornéte graficky.

21. Na malé drubezi farmé chova majitel 120 slepic, kazda z nich snese za
rok 250 vajec. Jestlize se do ohrady pro slepice umisti vic slepic, dojde k
prilisSnému zaplnéni ohrady, coz mé za nasledek nizsi nosnost slepic. P1i kazdé
slepici navic se tak produkce vajec snizi vzdy o jedno vejce na kazdou slepici
za rok.

a) Urete maximalni moznou produkei vajec a pocet slepic, které zaru¢i tuto
maximélni produkeci.

b) Reste stejnou tlohu, pricemz predpokladejte snizeni produkce o 2 vejce
na kazdou slepici za rok.

c) Reste pro predpoklddané snizeni produkce o 3 vejce na kazdou slepici za
rok.

22. Poradatel rockového koncertu miize prodat na koncert 20 000 vstupenek
za 10 € za jednu vstupenku. Predpoklada se, ze za kazdé 2 € zvySeni ceny
nad 10 € se proda o 200 vstupenek méné. Jak ma poradatel stanovit cenu
vstupenky, aby dosdhl maximalni mozny piijem? Jaky bude ten maximé&lni
prijem a kolik vstupenek se tehdy proda?

23. Dopravni spole¢nost pronajimé na urcitou trasu autokary skupinam
o nejmensim poc¢tu 35 osob za téchto podminek: jestlize je skupina presné
35-¢lenna, pak kazdy zaplati 60 dolarti; pro vétsi skupinu se poplatek kazdého



cestujictho snizuje tolikrat o pil dolaru, o kolik pocet osob v skupiné presa-
huje 35. Urcete piijem dopravni spole¢nosti v zavislosti na velikosti skupiny
a vypoctéte, pro jakou skupinu bude piijem spole¢nosti nejveétsi.

24. Chceme pouzit 450 metra pletiva na oploceni dvou sousednich obdélni-
kovych pozemku o stejném plosném obsahu (na strané, kde sousedi, povede
jen jedno oploceni). Jak stanovit jejich rozméry, aby soucet plosnych obsahu
pozemki byl co nejvétsi? Jaky bude ten nejvétsi soucet plosnych obsahii?

25. Mésto Bory je 10 km vychodné od mésta Akaty a mésto Cédry je 3 km
jizné od Borii. Z A do C se méa postavit spojeni silnici, a to tak, ze se vyuzije
stavba délnice z A do B, pficemz se do C odbo¢i v néjakém misté P na trase
A — B. Néklady na dalnici jsou 4 miliony K¢ na 1 km, zatimco cena na
stavbu silnice kdekoli jinde je 5 miliont K¢ na 1 km. Kam se ma umistit bod
P, aby se minimalizovaly naklady?

26. Z elektrarny na jedné strané feky sSiroké 1200 metru je tifeba vést kabel
do tovarny 2400 metra niz po proudu feky. Naklady na polozeni kabelu pod
vodou jsou 25 € na jeden metr a po zemi 20 € na jeden metr. Jakou trasu
zvolit pro poloZzeni kabelu, aby naklady na jeho vedeni byly minimalni? Jaké
budou ty miniméalni naklady?

27. Na grafu paraboly y* = 18z uréete bod P = [z; yo], jehoZz vzdalenost od
primky 3z — 4y + 69 = 0 je minimalni. Vypoctéte tuto minimalni vzdalenost.

28. 7Z valcovitého kmenu s kruhovym prifezem o poloméru r se ma vytesat
tram co nejveétsi nosnosti; nosnost tramu je uréena vztahem y = k- s-v?, kde
k je materidlova konstanta, s je Sitka a v je vyska tramu. Jaké rozméry s a v
mé mit priarez tramu, aby jeho nosnost byla nejvétsi?

29. Urcete obdélnik nejvétsiho plosného obsahu se stranami rovnobéznymi
se soufadnicovymi osami, ktery je mozné vepsat

a) do kruhu uréeného kruzniciz® + y* = r%;

b) do polokruhu uréeného kruzniciz® + y* = r?ay > 0;

Y
c) do ehpsyg + i L.



30. Z kartonu sitky 0,8 m a délky 1,5 m se ma vyrobit oteviena pravoihla
krabice tak, ze v rozich kartonu se odfiznou malé ¢tverce a okraje pak ohneme
nahoru. Jak mame odfezat ¢tverce v rozich, aby objem vzniklé krabice byl
nejvetsi? Jaky je ten nejvétsi mozny objem?

31. Do zdi potfebujeme vysekat otvor pro okno tvaru obdélniku, na ktery
je nahoru nasazen polokruh. Obvod celého okna dohromady s polokruhovou
c¢asti ma byt 8 m. Jaké maji byt rozméry okna, aby propoustélo co nejvic
svétla?

32. Jakou rychlosti se méni polomér bubliny tvaru koule, jestlize se do ni
vhéani vzduch rychlosti 10 cm3/s?



1 Vysledky

1.a) 11b) —2¢) 1d) —5e) —& f) 3

2.a)y —Sx—lb) Y —2cosx—381nx ©)y =g7-20"d)y =2Va-
e) y - 5_ xlnlO f) y - 00512x B S'm2 g) y =3 In3 + 2¢”
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6.a)t:y=—-4r+23n:y=5+6b)t:2y+3=0n:2=-1c)
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7.2) y =4z -3) b) y+3=2a—2)c) y+ 5 =55 d) [-1;0]
8. a) 36027 + 120 b) 5% ©) 5 d) e “(a® — 1227 +36:):—24) ) 1;15% f)
5040 ’
9.
10. a) t: 8x+y+11=0 b) [2,-11] ¢) [7/2,-35/4] d) [1,-10]
11.
12. a) 9,8m/min. b) 9,83 m
13. 50 km/h
14. —%
15. —0,03829m/s
16. —100 - 2'%cm?/s
17.a) —2b) 2 ¢) & d) +ooe) 0f) 1 g) +ooh) 41) 0j) 0k) In21) o0
m) 0 n) +o00 0) k
18. ¢tverec o strané 4 m
19. 12,5 €
20. 45 €
21. a) 185 slepic s produkei 34 225 vajec za rok; b) 122 nebo 123 slepic se
stejnou produkei 30 012 vajec za rok; ¢) priblizné 102 slepic s produkei 31 008




vajec za rok;

22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

zisk bude 1102 500€ prii cené 105 € za vstupenku

77 nebo 78 osob s piijmem 2 886 dolartu

a= %E’m, b= T5m,S = 8437, 5m?

4km od mésta Bory

pod vodou 2000 metri a pak 800 metri po sousi s nédklady 66 000 €

P = [8,12], vzdalenost je 63/4 metra

s — 2\/§T7U: 2V6r

3
a) 2r? b) r? ¢) 2ab

¢tverce o strané % m, objem je %m
16 . _8

4+57r’ 4+m
rZ Cm/S

3
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