Priklady — Grafy a sité, Teorie grafu

6. decembra 2020

1. Grafy, zakladné pojmy:

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.
1.12.

Kolko réznych bipartitnych grafov G[A, B] existuje, ak |A| = n, |B| = m.
Rozlisujeme oznacenie vrcholov.

Uvedte ¢o najmensi (vzhladom na pocet vrcholov) priklad grafu so Siestimi
vrcholmi stupna 3, ostatnymi vrcholmi stupna najviac 2 a s 12 hranami.

Nech graf G mé 9 vrcholov, pricom kazdy z nich je stupna 5 alebo 6.
Dokazte, ze G ma aspon 5 vrcholov stupna 6 alebo aspon 6 vrcholov stupna
5.

Néjdite najmensi mozny priklad (s minimalnym poctom vrcholov) dvoch
neizomorfnych savislych grafov s rovnakou postupnostou stuptiov ich vr-
cholov.

Dokéazte, ze v kazdom grafe je pocet vrcholov neparneho stupna parny.

Existuje graf s n > 2 vrcholmi, ktorych stupne st navzajom rézne? Svoju
odpoved odovodnite.

Dokéazte, ze ak graf obsahuje prave dva vrcholy neparneho stupna, tak v
grafe existuje cesta spajajuca tieto dva vrcholy.

Urcte vSetky dvojice prirodzenych ¢isel (r, n) takych, ze existuje r-regularny
graf na n vrcholoch.

Nech G[X,Y] je r-regularny bipartitny graf, » > 1. Aky je vztah medzi
mohutnostami particii | X| a |Y].

n—1
Dokazte, ze ak G je graf s n vrcholmi, pricom §(G) > 5 tak G je
suvisly.
Urcte maximalny pocet hran grafu, ktory méa n vrcholov a k komponentov.

Rozhodnite, ¢i dand postupnost je grafova. Ak ano, ndjdite priklad daného
grafu.

a) (1,1,1,2,2,5)

b) (1,0,1,0,2,3,3,2,4,4)

c) (1,7,3,6,3,4,3,1)

d) (1,1,1,1,1,1,5,5)



1.13.

1.14.

1.15.
1.16.
1.17.
1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.
1.23.

1.24.

1.25.
1.26.

1.27.

1.28.

e) (4,2,3,5,3,4,2,3)

Dokazte, ze kazdy graf G je vrcholovo indukovany podgraf A(G)-regularneho
grafu.

Dokazte, ze Tubovolné dve najdlhsie cesty v stuvislom grafe maju spolo¢ny
vrchol. Musia mat aj spolo¢nti hranu?

Nech G je 3-regularny graf. Dokézte, ze G' ma kruznicu parnej dizky.
Dokazte, ze ak §(G) > 2, tak graf G obsahuje kruznicu.
Dokazte, ze kazdy graf G obsahuje cestu dlzky 6(G).

Rozhodnite o platnosti nasledujiceho tvrdenia: V Tubovolnom stvislom
grafe maju vSetky najdlhsie cesty spolo¢ny vrchol.
_2|E(O)
— V(G)]

Dokéazte, ze ak graf G neobsahuje K3 ako podgraf, tak |V (G)| > §(G) +
A(G).

Dokazte, ze pre kazdy graf G plati §(G) < A(G).

VG

Dokéazte, ze ak G je bipartitny graf, tak |E(G)| < 1

N4jdite vsetky bipartitné grafy G, ktorych komplement G je tiez bipartitny.

Graf G sa nazyva autokomplementarny, ak G = G, t.j. G je izomorfny so
svojim komplementom (. Dokéazte, ze ak G je autokomplementarny graf s
n vrcholmi, tak n = 0 (mod 4) alebo n =1 (mod 4).

Je mozné, aby autokomplementarny graf so 100 vrcholmi mal prave jeden
vrchol stupna 507

Dokazte, 7e pre kazdy graf G je bud G alebo G suvisly.

Overte, Ze pre vietky grafy G, G5 a G5 plati (G10G3)oG3 = G1o(G20G3) a
G10Gy = Gy0G,, pricom o € {J, x }. Existuje vzhladom na dané operacie
nieco ako jednotkovy resp. inverzny prvok?

Dokazte, ze Kartéziansky stcin grafov GG, je stvisly prave vtedy, ked
(G1 a (5 su suvislé. Plati podobné tvrdenie pre operaciu tenzorového su-
¢inu?

Nech Gy = (W1, E1) a Gy = (Vo, Ey) st grafy a m: Vi x Vo — V) je
projekcia na prvu zlozku, t.j. m (v1,ve) = v. Rozhodnite, ¢ zobrazenie m
je homomorfizmom z grafu G;JG5 do Gy, resp z G; X G5 do Gj.



1.29.

1.30.

1.31.

1.32.
1.33.

Zo Sachovnice rozmeru 8 x 8 odstranme dva protilahlé Stvorce. Dokéazte,

ze takuto hraciu dosku nie je mozné pokryt dominovymi kockami rozmeru
2 x 1.

Ak n vrcholovy graf ma n — 1 vrcholov roznych stupniov, ktory zo stupnov
sa opakuje?

Nech G je graf a L(G) prislusny hranovy graf. Dokazte, ze

a) pre pocet hran grafu L(G) plati [E(L(G))| = >_,cv (g (deg;”)),
b) L(G) = G préave vtedy, ked G je 2-regularny.

Popiste vsetky grafy pre ktoré |E(L(G))| < |E(G)|.

Dokazte alebo vyvratte: Graf G je stvisly prave vtedy, ked L(G) je suvisly.

2. Stromy a kostry grafu:

2.1.

2.2.

2.3.
2.4.

2.5.
2.6.
2.7.

2.8.

2.9.

Néjdite vSetky stromy na mnozine vrcholov {a,b,c,d}, a vSetky neizo-
morfné stromy na 5, resp. 6 vrcholoch.

Dokazte, ze graf G = (V, E) taky, ze |V| = |E| + 1, a ktory nem4 kruZnice,
je strom.

Dokazte, ze graf na n vrcholoch s [ komponentami ma aspon n — [ hran.

Nech strom T' obsahuje vrchol stupna k. Dokazte, ze T' obsahuje aspon k
listov (vrcholov stupia 1).

Les mé 2020 vrcholov a celkovo 7 komponentov. Uréte kolko mé hran.
Kolko komponentov mé les s 5085 vrcholmi a 4998 hranami?

Nech T je strom s n vrcholmi, n > 2. Pre kladné celé ¢islo ¢ oznac¢me p;
pocet vrcholov, ktoré maju stupen ¢. Dokazte, ze

n—1

pl_Z(i_Q)Pi:pl—p3—2p4—...—(n—3)pn,1:2_
i=3

Nech (dy,...,d,) je postupnost kladnych celych ¢isel. Dokézte, Ze ak plati
Yo, di = 2n — 2, tak existuje strom T taky, ze (di,...,d,) je grafova
postupnost prislichajica k 7.

Dokézte, ze graf G je strom prave vtedy, ked pre kazdy jeho vrchol v je
pocet komponentov grafu G — v rovny stupnu vrchola v v grafe G.



2.10.

2.11.

2.12.

2.13.
2.14.

2.15.
2.16.

2.17.
2.18.

Néjdite priklad hranovo ohodnoteného grafu, v ktorom existuje jedina kos-
tra minimalnej vahy.

Rozhodnite, ¢i tvrdenie, ze kazda hrana suvislého grafu patri do nejakej
jeho kostry, je pravdivé. Svoju odpoved odovodnite.

Dokazte, ze pre kazdé celé n > 4 existuje graf na n vrcholoch, obsahujuci
dve kostry, ktoré nemaju spolo¢nii hranu.

Charakterizujte stromy, ktoré si regularne grafy.

Néjdite vzorec urcujuici pocet visiacich vrcholov stromu s n vrcholmi, kto-
rého vSetky nevisiace vrcholy maja rovnaky stupen.

Existuje graf, ktory by mal prave dva kostry?

Nech T} je kostra grafu G, a Ty kostra grafu G,. Je T1[7T5 kostrou grafu
G10G5? Ako je to v pripade operacie tenzorového sucinu?

Uréte vietky stromy T také, ze T je tieZ strom.

Nech T je strom na n vrcholoch. Dokazte, ze ak G je graf s miniméalnym
stuptiom 0(G) > n — 1, tak T" je izomorfny s nejakym podgrafom grafu G.

3. Suvislost v grafoch:

3.1.

3.2.
3.3.

3.4.

3.5.
3.6.

3.7.
3.8.

Dokazte, ze kazdy netrividlny suvisly graf obsahuje vrchol, ktory nie je
artikulaciou.

Dokazte, ze kazda kostra grafu obsahuje vSetky jeho mosty.
Rozhodnite, ¢i regularny suvisly graf parneho stupna je 2-stuvisly.

kV(G
Dokazte, ze ak graf G je hranovo k-stuvisly, tak plati |[E(G)| > #

Nech G je kubicky (t.j. 3-regularny) graf. Dokazte, ze x(G) = k'(G).

Nech vrchol v je artikulaciou v grafe G. Dokazte, Ze v nie je artikuldcia v

G.
Dokazte, ze 2-suvisly graf G musi mat aspon |V(G)| hran.

Nech ar(G) oznacuje pocet artikulacii grafu G. Dokazte, Ze pre kazdy si-
visly graf plati:

a) ar(G) < ar(G — e), kde e je hrana patriaca do cyklu grafu G,



3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.
3.16.

ar(T") pre fubovolni kostru 7" grafu G,
V(G)] -2

Najdite nutné a postacujice podmienky pre graf G tak, aby hranovy graf
L(G) obsahoval artikulaciu.

Nech G je stvisly graf spliajici 6(G) > 3. Ukdzte, ze L(G) neobsahuje
most.

Nech G je graf a v € V(G) vrchol incidentny s hranou e € E(G). Dokazte,
ze ak v nie je artikulaciou v GG, tak potom v nie je artikulaciou ani v G —e.

Dokazte, ze ak G je r-regularny graf s artikulaciou, tak «'(G) < |r/2].

Nech G je bipartitny graf. Dokazte, ze ak 6(G) > @ + 1, tak £'(G) =
i(@Q).

Dokéazte, 7e ak G = (V,E) je graf spliajici 6(G) > WH#, tak G je
k-stvisly.

Dokéazte, ze pre graf G plati: ak §(G) > |V (G)| /2 tak £'(G) = §(G).

Ukazte, ze k-regularny bipartitny graf, k£ > 2, neobsahuje most.

4. Eulerovské a Hamiltonovské grafy:

4.1.
4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.
4.7.

Dokazte, ze ak graf obsahuje most, tak nie je Eulerovsky.

Nech G je suvisly graf. Dokazte, ze existuje Eulerovsky graf H taky, ze
[V(H)| < |V(G)| + 1, pricom G je indukovanym podgrafom grafu H.

Nech G je suvisly graf. Dokézte, ze v G existuje uzavrety sled obsahujtci
kazd hranu dvakréat.

Nech G je graf a e € E(G) je hrana takd, ze v G existuju dva rozne
kruznice obsahujice hranu e. Dokézte, Ze potom v G existuje kruznica,
ktora neobsahuje hranu e.

Zostrojte Eulerovsky graf s parnym poc¢tom vrcholov a neparnym poctom
hran, alebo dokazte, Zze taky graf neexistuje.

Nech G je suvisly graf. Za akych podmienok je graf GLIG Eulerovsky?

Dokézte alebo vyvréafte: Kazdy Eulerovsky bipartitny graf ma parny pocet
vrcholov.



4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

Nech G je suvisly graf rozny od K,. Za akych podmienok je hranovy graf
L(G) Eulerovsky?

Dokéazte, ze Eulerovsky graf mé parny pocet hran prave vtedy, ked G méa
parny pocet vrcholov v, spliiajucich deg(v) =2 (mod 4).

Urcte, pre ktoré n je graf n-rozmernej kocky (), Eulerovsky a pre ktoré
Hamiltonovsky.

Urcte, pre ktoré n existuje n vrcholovy Hamiltonovsky graf G taky, ze jeho
komplement G je tiez Hamiltonovsky.

Nech G je graf s aspori 4 vrcholmi, pricom pre kazdu trojicu z,y, z € V(G)
roznych vrcholov plati, Ze indukovany podgraf G[{z,y, z}] obsahuje aspon
2 hrany. Dokéazte, ze potom G je Hamiltonovsky.

Dokézte alebo vyvratte: ak G a H su Hamiltonovské grafy, tak GOH je
Hamiltonovsky.

Nech G je suvisly graf. Dokézte, ze G je Eulerovsky prave vtedy, ked mno-
zinu hran F(G) je mozné rozdelit na podmnoziny F;, 1 < i < k tak, zZe
kazdy z podgrafov G[E;| indukovany mnozinou hran F; je cyklom.

Definicia: Nech G = (V| FE) je graf a k € N je prirodzené ¢islo. Unarnu
operaciu ,zdvih grafu G do k-tej mocniny® G* definujeme nasledovne:
V(G*) = V a pre vrcholy u,v € V(G*) plati uv € E(GF) prave vtedy
ked dg(u,v) < k (t.j. vzdialenost vrcholov u,v v G je najviac k).

Nech G je strom. Za akych podmienok je graf G? Eulerovsky?

5. Sparenia faktorové podgrafy:

o.1.
0.2

5.3.
5.4.

2.5.

Néjdite priklad maximalneho sparenia, ktoré nie je najpocetnejsie.

Dokézte, ze strom T mé perfektné sparenie prave vtedy, ked pre vSetky
vrcholy v € V(T) plati, Ze T'— v m4 prave jeden neparny komponent.

Dokazte, ze kazdy strom méa najviac jedno perfektné sparenie.

Nech M je akékolvek maximélne spéarenie v grafe GG. Dokézte, Ze plati

[6(G)/2] < |M].

Nech M je sparenie v stvislom grafe GG. Dokézte, Ze existuje kostra 1" grafu
G, pre ktora plati M C E(T).



2.6.

5.7.

0.8.

2.9.

5.10.

5.11.
5.12.

Dokazte, ze v bipartitnom grafe existuje sparenie pokryvajice vsetky vr-
choly maximalneho stupna.

Ukazte, ze mnozina hran bipartitného grafu G sa da rozlozit na A(G)
spareni.

Matica obsahujtica len ¢isla 0 a 1 sa nazyva binarna. Dokazte, ze kazdu
stvorcovu bindrnu maticu, ktord obsahuje v kazdom riadku a taktiez v
kazdom stlpci presne k jednotiek, je mozné vyjadrit ako stcet k stvorcovych
binarnych matic, obsahujtcich prave jednu jednotku v kazdom z jej riadkov
a stipcov.

Nech G je graf s 2n vrcholmi taky, ze 6(G) > n. Dokézte, ze v G existuje
perfektné sparenie.

Nech M je perfektné sparenie v r-reguldrnom grafe G, r neparne. Dokazte,
ze M musi obsahovat vSetky mosty grafu G.

Urcte, kolko perfektnych spareni existuje v grafe K, , a v grafe Ky,.

Nech G[X,Y] je suvisly bipartitny graf s vlastnostou | X| = |Y| =k > 2.
Dokéazte, ze ak kazdé dva vrcholy z mnoziny X maja rozne stupne, tak G
ma perfektné sparenie.

6. Farbenie grafov:

6.1.
6.2.

6.3.
6.4.
6.5.
6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

Pre kazdé k € N najdite graf G, sphiajici A(G) — x(G) > k.
Dokazte, x(G) > = pre kazdy n vrcholovy r-regularny graf G.
Dokazte, ze pocet hrén grafu G je aspon x(G)(x(G) —1)/2.
Dokazte, ze x(G10G2) = max{x(G1), x(G2)}.

Dokazte, ze x(G1 x G3) < min{x(G1), x(G2)}.

Dokazte, ze x(G) < n prave vtedy, ked existuje homomorfizmus z grafu G
do K,,.

Je pravdou, ze ak deg(v) < x(G) — 1 pre nejaky vrchol grafu G, tak
X(G) = x(G —0)?

Nech G = (V, E) je graf. Dokazte, ze existuje rozklad V' = V; U V; taky, ze
pre indukované podgrafy G[Vi] a G[V3] plati x(G[V1]) + x(G[V2]) = x(G).

Dokazte, ze x(G) <1+ 1, kde [ je dlzka najdlhsej cesty v grafe G.



6.10.

6.11.

6.12.

6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.
6.21.

6.22.

6.23.

6.24.

6.25.

Nech a(G) = max{|S| : S nezavisla} oznacuje ¢islo vrcholovej nezavislosti
grafu G. Dokazte, ze x(G) + a(G) < |[V(G)| + 1.

Nech G je neprazdny graf s chromatickym ¢islom x(G) = k. Graf H vznikne
z G podrozdelenim kazdej hrany grafu G. Ak x(G) = x(H), potom aka je
hodnota k7

Dokazte, ze kazdy graf na n = 2k vrcholoch, majtci asponi k% 4+ 1 hran, ma
chromatické ¢islo aspon 3.

Nech G je n vrcholovy graf, n > 2, splitajici x(G) = n — 1. Dokazte, ze
pre klikové ¢islo grafu G plati w(G) =n — 1.

Dokazte, ze Reedova domnienka x(G) < {w-‘ plati v pripade, ak
w(@) € {A(G) — 1,A(G), A(G) + 1}.

Urcte x/'(K,) pre n > 2.

Popiste vetky grafy G spliajice x'(G) < 2.

Je pravdiva rovnost a) x'(G) = x(L(G)), b) x(G) = X' (L(G))?

Dokazte, ze ' (G) < 2A(G) — 1 pre vSetky grafy. Najdite konstruktivny
dokaz, t.j. popiste algoritmus, ktorého vysledkom je prislusné hranové far-
benie.

Graf G sa nazyva izochromaticky ak x(G) = x'(G). Najdite vSetky izoc-
hromatické grafy spomedzi a) uplnych grafov, b) bipartitnych grafov.

Pouzitim Vizingovej vety dokazte, ze x'(GOK,) = A(GOK)).

Nech G je graf, ktorého vrcholy maximalneho stupna A indukuji les. Do-
kazte, ze X'(G) = A.

Dokazte, ze pre regularny graf G plati x'(G) = A(G) prave vtedy, ked
mnozinu hran grafu G je mozné rozlozit na A(G) perfektnych spareni (G
je tzv. 1-faktorovatelny).

Dokazte, ze x'(G) = A(G) + 1 pre vSetky neprazdne regularne grafy s
neparnym poctom vrcholov.

Nech G je regularny graf, obsahujtci artikulaciu. Dokazte, ze x'(G) >
A(G).

Dokézte, ze ak pre graf G = (V, E) plati |[V| =2m+ 1 a |E| > m - A(G),
tak \'(G) > A(G).



6.26.

6.27.

6.28.
6.29.

6.30.
6.31.
6.32.

Nech G je graf ziskany vymazanim menej ako k/2 hran z k-reguldrneho
grafu majuceho 2m + 1 vrcholov. Dokazte, ze x'(G) > A(G).

Dokéazte, ze ak GG je graf ziskany podrozdelenim nejakej hrany k-reguldrneho
grafu s 2m vrcholmi, k > 2, tak x'(G) > A(G).

Dokazte, ze x,(T) = 2 pre kazdy strom 7' s aspori dvoma vrcholmi.

Nech G je neprazdny graf. Pouzitim pazravého algoritmu na farbenie hran
dokazte, ze plati x,(G) < 2A(G) — 1.

Uréte hodnoty x”(K,) a x"(C,) pre kazdé n > 3.
Dokazte, ze x"(G) < x(G) + x'(G) pre vsetky grafy G.

Najdite priklad savislého grafu G, pre ktory plati x”(G) = x(G) + X' (G).

7. Planarne grafy:

7.1.
7.2.
7.3.
7.4.
7.5.
7.6.
7.7.
7.8.

7.9.

7.10.
7.11.
7.12.

Urcte r, s také, ze K, s je planarny.

Dokéazte, ze neexistuje planarny 6-stvisly graf.

Suvisly k-regularny rovinny graf ma osem stien. Aké je hodnota k7
Dokéazte, ze kazdy planarny 5-suvisly graf ma aspon 12 vrcholov.
Pre aké r existuje planarny r-regularny graf?

Urcte, pre ktoré k je graf k-rozmernej kocky () planarny.
Dokazte, ze ak |V (G)| > 11, tak G alebo G je neplanarny.

Nech G[X,Y] je planarny bipartitny graf, pricom |X| > 2, |Y'| > 2. Doka-
zte, ze |E(G)| < 2(|X| + Y] - 2).

Pre aké n je graf C? plandrny? C? oznacuje druhtt mocninu kruznice C,,,
viac definicia za prikladom 4.14.

Plati, ze ak G je planarny bipartitny graf, tak 6(G) < 37
Je pravdou, ze ak G je planarny, tak aj hranovy graf L(G) je planarny?

Nech G je triangulaciou (kazda stena je trojuholnik) a n; je pocet vrcholov
A(G)

stupnia i v grafe G. Dokazte, ze Z (6 —i)n; = 12.

=2



7.13. Dokazte, ze ak suvisly graf G s n > 6 vrcholmi obsahuje tri kostry také, ze
kazda z hran grafu G patri prave do jednej z nich, tak G nie je planarny.

7.14. Dokéazte, alebo vyvratte nasledujice tvrdenia:

a) Ak G je neplanarny graf, tak G' obsahuje vlastny neplanarny podgraf.
b) Ak G neobsahuje K5 alebo K33 ako podgraf, tak G je planarny.

c) Ak G je graf s n vrcholmi a m hranami, pricom m < 3n — 6, potom
G je planarny.

d) Ak G je graf s jednym alebo viacerymi trojuholnikmi taky, ze G ne-
obsahuje podrozdelenie K5 ako svoj podgraf, tak G je planarny.

7.15. Nech G je rovinny graf a f jeho Iubovolnéd stena. Dokazte, Ze existuje
vnorenie grafu G do roviny, pri¢om f tvori vonkajsiu stenu (vsetky vrcholy
grafu G st na hranici f alebo vo ,vnutry*“).
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