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Kapitola 1

Uvodné pojmy

1.1 Grafy — zakladné definicie

Nech V' je mnozina. Pre prirodzené ¢islo k € N ozna¢me symbolom (‘2) mnozinu
vSetkych k-prvkovych podmnozin mnoziny V. Pozn. toto oznacenie je analdgiou k
oznaceniu kombinacnych ¢isel (Z)

Grafom rozumieme usporiadana dvojicu G = (V, E), kde V' je mnoZina a £ C (‘2/)
V dalsom budeme uvazovat iba konecné grafy (s kone¢nou mnozinou V). Ak |V| =n
hovorime, zZe graf G je rddu n. Prvky mnoziny V' sa nazyvaju vrcholy a prvky mnoziny
E sa nazyvaju hrany grafu GG. Budeme taktieZ pouzivat oznacenie V(G), E(G) pre
mnozinu vrcholov, respektive pre mnozinu hran grafu GG. Hranu e € E tvorent vrcholmi
x a y budeme znacit e = {z,y} alebo e = zy. Vrcholy x,y sa nazyvaji koncové vrcholy
hrany e, v tomto pripade sa x,y nazyvaju susedné a hovorime, ze vrcholy x,y inciduji
s hranou e. Dve hrany st susedné, ak maji spolo¢ny vrchol.

Nakreslenie (diagram) grafu G = (V| E) je reprezentacia G v rovine taka, ze ka-
zdému vrcholu v; € V' je priradeny bod B; roviny a kazdej hrane e = v;v; € E obluk
o(e) = E:BZ spajajuci body B; a Bj, pricom body priradené réznym vrcholom st
rozne, obliky sami seba nepretinajui a az na koncové body neobsahuji ziaden dalsi
bod prislichajici niektorému z vrcholov.

Pozn. v nakresleni grafu je dovolené, aby sa dva rozne obliky pretinali (t.j. mali

spolo¢ny vnutorny bod).

d c c

a b a b

Obr. 1.1: Dve rozne nakreslenia grafu G = ({a, b, ¢, d}, {ab, ac, ad, b, bd, cd}).

Ak v definicii grafu pripustime, aby sa urc¢ité dvojprvkové podmnoziny vrcholov
vyskytli v mnozine F viackrat, tak dostaneme strukturu, ktord sa nazyva multigraf



(hrany s ndsobnym vyskytom sa nazyvaji multihrany). Multigraf je usporiadana dvo-
jica (V) E), kde V' je mnozina a F je multimnoZina, ktorej prvky si z (‘2/)

Hrana {u,v} pre ktorti u = v sa nazyva slucka. Struktira priptstajica multihrany
a slucky sa nazyva pseudograf. Pseudograf je usporiadand dvojica (V) E), kde V je
mnozina a F je multimnozina, ktorej prvky su z (‘2/) uv.

V definicii grafu st hrany uvazované ako neusporiadané dvojice vrcholov. Je mozné
uvazovat, ze hrana méa smer, t.j. smeruje z nejakého vrcholu do iného. V tomto pripade
su orientované hrany reprezentované ako usporiadané dvojice vrcholov, ¢im dostavame
Struktiru nazyvanu orientovany graf resp. digraf. Digraf je usporiadana dvojica (V, A),
kde V je mnozina a A je podmnozina mnoziny usporiadanych dvojic réznych prvkov z
Vitj. ACV XV~ {(v,v) :v eV}

Je tiez mozné uvazovat hrany, ktoré su simultanne orientované i neorientované, ¢im
dostavame pojem zmiesaného grafu;

Stupen vrchola v v grafe G je pocet hran incidentnych s v, oznacuje sa degq(v)
alebo deg(v). Mnozina N(v) = {u : uv € E} sa nazyva mnozina susedov vrchola v a
teda deg(v) = |N(v)|. Vrchol stuptia 0 sa nazyva izolovany, vrchol stupiia 1 sa nazyva
visiaci (resp. koncovy, resp. list).

Symbol §(G) oznacuje minimdalny a A(G) oznacuje mazimdlny spomedzi vietkych
stupniov vrcholov grafu G.

Veta 1.1. Pre vsetky grafy G = (V, E) plati:

) " degg(v) =2|E]. (1.1)

veV

Dokaz. Myslienka dokazu spociva v pozorovani, ze ak vezmeme stucet vsetkych stupnov
vrcholov grafu, tak kazda hrana je v tom stucte zapocitana dvakrat.
Formélne budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na pocet hran
grafu. Je zrejmé, ze rovnost (1.1) plati pre vSetky grafy s prazdnou mnozinou hran.
Dalej predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vietky grafy s m hranami. Nech G =
(V, E) je lubovolny m + 1 hranovy graf a xy € E jeho akakolvek hrana. Po jej odobrati
dostédvame graf G — e, pre ktory plati vztah (1.1). V tomto pripade

Zdegc_e(v) = Z degg(v) + (degg(x) — 1) + (degg(y) — 1) = 2m,

veV veV~{z,y}

7 ¢oho dostavame
Z dega(v) = 2m + 2,

veV

teda tvrdenie plati aj pre graf G. [

Nech G' = (V', E’) je graf. Hovorime, 7e G’ je podgraf grafu G = (V,E) (G je
nadgraf G’), ak V' C V a E' C E. G’ sa nazyva vlastny podgraf grafu G ak V! C V
alebo ' C E. G’ je faktorovy podgraf grafu G, ak V' = V.

Graf G’ = (V', E') je (vrcholovo) indukovany podgraf grafu G = (V,G) ak V! CV
a G’ obsahuje vSetky hrany, ktoré spajaju vrcholy z V' v grafe G, t.j. pre mnozinu E’
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plati £/ = EN (‘g/) Podgraf grafu G indukovany mnozinou X C V budeme znacit
symbolom G[X].

Nech v je vrchol grafu G = (V, E). Potom graf G — v je podgraf ziskany z grafu G
odobratim vrchola v a vSetkych hran incidentnych s vrcholom v, t.j. G—v = G[V ~ {v}]
je podgraf indukovany mnozinou V ~\ {v}. Podobnym spdésobom je definovany graf
G —S=G[V~\S], kde S CV je lubovolnd podmnozina vrcholov.

Nech e je hrana grafu G = (V| E). Potom graf G —e = (V, E\{e}) je podgraf grafu
G, ktory vznikne z G odobratim hrany e.

Graf G = (V, E) je komplementom grafu G = (V, E) ak E = (‘2/) N E, t.j. pre vSetky
vrcholy u,v € V plati uv ¢ E prave vtedy ked uv € E.

Grafy G1 = (Vi, Ey) a Gy = (Va, Ey) st izomorfné, ak existuje bijektivne zobrazenie
p: Vi — Vs také, ze pre vSetky vrcholy w,v € Vi plati wv € F; prave vtedy ked
o(u)p(v) € Ey. V tomto pripade sa bijekcia ¢ nazyva izomorfizmom.

Zobrazenie f: Vi — Vi, ktoré splita podmienku uv € E; implikuje f(u)f(v) € Ey
pre vSetky u,v € V, sa nazyva homomorfizmus. Prosty homomorfizmus sa nazjva
vnorenim grafu G do grafu Gs.

Operacie na triede grafov:

Nech G| = (V4, E1) a Gy = (Va, Ey) su grafy. Kartezianskym sucinom grafov G; a Gy
rozumieme graf G100Gy = (V, E) taky, z2e V =V; x Vo a £ = {(u:[,UQ)(Ul,Uz) D (ugv €
Eyauy =wvy)V (u3 =v; augvy € EQ)}

Tenzorovym (priamym) sicinom grafov G, a G rozumieme graf Gy x Gy = (V, E)
taky, ze V=V x Vo a B = {(ul,u2)(v1,v2) cuv, € By oaugny € Eg}.

Zjednotenie grafov G UGy = (V, E) je graf, pre ktory plati V = ViUV, a E = F; U
E5. V pripade, Ze mnoziny vrcholov st disjunktné, hovorime o disjunktnom zjednotent
grafov.

Nech G = (V, E) je graf. Hranovy graf (line graph) prislachajtci ku grafu G je
graf L(G), ktorého mnozina vrcholov je tvorend mnozinou hran poévodného grafu G,
t.J. V(L(G)) = F, pricom dve hrany st susedné, ak v grafe G inciduji s rovnakym
vrcholom, t.j. pre e1,e5 € F plati ejeq € E(L(G)) prave vtedy, ked e; = uqv a ey = ugv
pre nejaké vrcholy uq,us, v € V.

Nech G = (V| E) je graf a e = uv nejakéa hrana tohto grafu. Podrozdelenin hrany e
rozumieme operaciu, ktord z G' vymaze hranu e, prida novy vrchol w a taktiez prida
hrany uw, vw spajajice koncové vrcholy hrany e s novym vrcholom. Formalne, pod-
rozdelenim hrany e = wuv v grafe G rozumieme graf G’, pricom V(G') = V U {w},
w¢VaFEG)=(F\{uv})U{uw,vw}. Neformélne, podrozdelenie hrany e vznikne
,hakreslenim*“ nového vrchola na hranu e, t.j. nahradenim hrany e cestou dizky dva.

Povieme, Ze graf H je podrozdelenim grafu G, ak H = G alebo existuje postupnost
grafov G = Gy, Gy, ...,G, = H kde pre vsetky indexy ¢, 0 < i < k — 1, graf G4,
vznikne podrozdelenim nejakej hrany e; € F(G;). Neformélne, H je podrozdelenim
grafu G, ak H vznikne ,nakreslenim“ niekolkych vrcholov (aj ziadneho) na hrany grafu

G.

Vyznacné triedy grafov:



Nrch r je nezdporné celé ¢islo. Graf G = (V) E), ktorého vsetky vrcholy maju
rovnaky stupen r, t.j. pre vSetky v € V plati deg,(v) = r, sa nazyva r-regularny alebo
r-pravidelny.

Uplny graf alebo kompletny graf je graf, v ktorom je kazdy vrchol grafu spojeny s
kazdym inym vrcholom grafu. Kompletny graf s n vrcholmi sa zvykne oznacovat K,,.

Ky

Ky

Ky

Obr. 1.2: Priklady kompletnych grafov.

Cesta na n vrcholoch, je graf oznacovany symbolom P,, s mnozinou vrcholov
V(P,) = {v1,...,v,} a mnozinou hran F(P,) = {v;v;41 : 0 <i <n—1}.

Kruznica alebo cyklus C,, je graf s vrcholovou mnozinou V(C,,) = {v1,...,v,} a
mnozinou hran F(C,) = {vvip1 : 0 <i <n—1} U {v,01}.

Péarny graf alebo bipartitng graf je graf G = (V, E), ktorého mnozina vrcholov V'
moze byt rozdelena do dvoch disjunktnych mnozin V; a V5, pricom kazd4 hrana mé
jeden vrchol vo V; a druhy vo V5. Bipartitny graf s particiami V; a V5 budeme oznacovat
G(Vi, Va, E) resp. G[Vi, Val.

Kompletny bipartitny graf K,,, je bipartitny graf pre ktorého particie V; a V5 plati
|Vi| = m, |V2| = n, prifom mnozina hran obsahuje vSetky mozné hrany medzi V; a V5.

K34 Kl,k

s

Obr. 1.3: Priklady kompletnych bipartitnych grafov K54 a K.

Nech n € N je prirodzené ¢islo. Pod n-rozmernou Hyperkockou @), rozumieme graf,
ktory je definovany indukciou nasledovne: )1 = Ky a Q41 = Q,UK,, teda n + 1-
rozmernd hyperkocka (), 1 vznikne Kartezianskym stcinom n-rozmernej hyperkocky
(Q)n a tplného grafu K, (cesty Cs).

1.2 Sledy, tahy, cesty a stivislost
Sledom v grafe G = (V, E') rozumieme postupnost (vg, €1, v1, ..., Vk_1, €k, Vx) vrcho-
lov a hran, pricom pre vetky i = 1,...,k plati e; = v,_ v;. Cislo k sa nazgva dlzka

sledu. Sled sa nazyva uzavrety, ak vy = v, inak sa nazyva otvoreny.
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Sled v ktorom sa hrany neopakuji sa nazyva tah. Sled (v, eq, vy, ..., V51, €k, Vk),
v ktorom v; # v;pre vSetky ¢,7 =0,...,k, i # j, sa nazyva cestou.

Uzavrety tah (vo, €1, 01, ..., Ug_1, €k, Vi), v ktorom v; # v; pre kazdé i,7 =0,..., k—
1, i # j sa nazyva kruznica.

Je vidiet, ze graf G obsahuje cestu resp. kruznicu dizky n prave vtedy ked v grafe
G existuje podgraf izomorfny s P, resp. C,.

Nech G = (V| E) je graf. Vrcholy u,v € V suvisia v grafe G, ak v G existuje u — v
sled. Graf sa nazyva suvisly, ak Tubovolné dva vrcholy v grafe G suvisia.

Lema 1.2. Reldcia suvislosti je relaciou ekvivalencie.

Dokaz. Je potrebné overit, Ze reldcia suvislosti je reflexivna, symetrickd a tranzitivna.
Reflexivnost plynie z toho, Ze sled (v) dlzky 0 je v—v sledom pre vietky v € V. Symetria

vyplyva, z faktu, Ze ak (vg = w,eq,...,ex, v = v) je u — v sled, tak reverzny sled
(vg = v,€k,...,e1,v9 = u) je v —u sledom v G. Na zaver, ak (vg = u,eyq,..., e, v =
v) je u —v sled a (wy = v, f1,..., fi,w, = w) je v — w sled, tak zretazenie (vy =
Uy ..oy ry Uy f1,. .., w = w) je u—w sledom, ¢o dokazuje tranzitivnost relacie suvislosti.

]

Relacia suvislosti vrcholov v grafe G = (V, E) vytvara na mnozine vrcholov V
rozklad V' na disjunktné podmnoziny Vi, Vs, ...V, také, ze pre vSetky ¢ = 1,...,k
st indukované podgrafy G[V;] savislé a pre i # j ziaden vrchol u € V; nesavisy so
ziadnym vrcholom v € V;. Grafy G[V;] sa nazyvaju komponenty stivislosti grafu G. Z
uvedeného vyplyva, ze komponent je maximalny suvisly podgraf grafu G, t.j. v grafe
G neexistuje suvisly podgraf, ktory by bol vlastnym nadgrafom daného komponentu.
Vo vseobecnosti, kazdy graf je disjunktnym zjednotenim suvislych grafov, totiz svojich
komponentov.

Nech G = (V, E) je graf a u,v € V st vrcholy. Vzdialenost d(u,v) vrcholov u a v
je dlZka najkratsej u — v cesty, ak u,v nestvisia, tak d(u,v) := +oc.

Veta 1.3. V kazdom suvislom grafe G = (V, E) md zobrazenie d: V xV — R vlastnost
metriky, t.J.

1. pre vSetky u,v € V' plati d(u,v) > 0, pricom d(u,v) = 0 prdve vtedy ked u = v,
2. d(u,v) = d(v,u) pre vSetky u,v € V,
3. d spliia trojuholnikovii nerovnost, t.j. d(u,w) < d(u,v) + d(v, w).

Dokaz. Prvé dve vlastnosti plyni priamo z definicie. Tretia vlastnost plynie z faktu,
7e ak P, je nejaka najkratsia v — v cesta dlzky l; a P, nejaka najkratsia v — w cesta
dlzky Iy, tak zrefazenim P, P, dostaneme u — w sled, teda najkratsia u — w cesta ma
dlzku najviac i + ls. O

Vyuzitim pojmu vzdialenosti v grafe dokazeme nasledujucu charakterizaciu bipar-
titnych grafov.

Veta 1.4. Graf G je bipartitng prdave vtedy, ked G neobsahuje cyklus nepdrne;j dizky.
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Dokaz. Je zrejmé, ze graf je bipartitny prave vtedy, ked vSetky jeho komponenty si
bipartitné. Stac¢i teda uvedené tvrdenie dokéazat pre suvislé grafy.

Nech G = (X,Y, E) je bipartitny graf s particiami X a Y. Je zrejmé, Ze ak cesta
za¢ina a kon¢i v X, tak musi maf parnu dizku. Teda, kazd4 kruznica (uzavreta cesta)
v grafe G je parnej dlzky.

Naopak predpokladajme, ze G = (V, E) je stvisly graf bez neparnych kruznic. Nech
u € V je Iubovolny vrchol. Rozdelme mnozinu vrcholov grafu G na podmnoziny Vj a
V1 nasledovne:

Vo = {v € V : d(u,v) parne}, Vi = {v € V : d(u,v) neparne}.

Zo suvislosti je zrejmé, ze Vo U V) = V a taktiez plati Vo NV, = (. UkdZeme, Ze ak
xy € F je hrana v G, tak x € Vj ay € Vj alebo y € Vj a x € Vj. Sporom, bez ujmy
na vSeobecnosti, predpokladajme, Ze =,y € Vy. Nech P,, a P,, st najkratSie u — @
resp. u — y cesty v G, pricom z € V' je posledny vrchol patriaci sucasne do P, aj P,,.
Podcesty P, C P,, a P,, C P,, maji dlzku d(u,z) — d(u, 2) resp. d(u,y) — d(u, 2)
a teda rovnaku paritu. V tomto pripade segmenty P.,, P,, spolu s hranou zy tvoria
kruznicu neparnej dizky, ¢o je v spore s predpokladom o grafe G. n

1.3 Postupnosti stupnov v grafoch

Nech S = (dy,dy,...,d,) je postupnost nezédpornych celych ¢isel. Hovorime, Ze
postupnost S je grafovd, ak existuje graf G = (V, E) s vrcholovov mnoZinou V' =
{v1,v9,...,v,}, pricom deg,(v;) = d; pre vSetky i = 1,... n.

Veta 1.5 (Havel, Hakimi, 1955). Nech S = (dy,ds, ... ,d,) je nerastica postupnost
n celych c¢isel, t.j. dy > dy > -+ > d,,. Potom postupnost S je grafovd prave vtedy, ked
postupnost S" = (dy — 1,d3 — 1,...,dg, — 1,dg, 41 — 1,dg 42, .. .,d,) je grafovd.

Poznamka: Postupnost S’ vznikne z postupnosti S vynechanim prvého ¢lena d; a
néaslednym zniZenim zostavajicich prvych d; ¢lenov (t.j. ¢lenov dy, d3 aZ dg, 1) o jedna.

Dékaz. Polozme k = d; a predpokladajme, ze postupnost S' = (dy — 1,d3 —1,...,d —
1,dgi1 — 1,dgyo, ..., d,) je grafova, ¢o znamend, ze existuje graf G’ pricom S’ je po-
stupnostou jeho stupriov. Teda v grafe G’ sa nachadza k vrcholov vs, ..., vgy1, so stu-
priami degq (ve) = do — 1,..., dege(vgr1) = drgr1 — 1. Vytvorme novy graf G prida-
nim nového vrchola vy, ktory bude susedny so vSetkymi vrcholmi vy, ..., vgp1. Potom
dege(v1) = d; a stupen kazdého z vrcholov vs, . .., vk, 1 bude vicsi o 1, teda postupnost
S = (dy,ds, . ..,d,) bude postupnostou stuptiov grafu G.

Naopak predpokladajme, Ze postupnost S = (dy, ds, . .., d,) je grafova, pricom d; >
dy > --- > d,. Nech GG je jej prisluchajuci graf, v ktorom oznac¢me vrcholy vy, vs, ..., v,
tak, ze deg,(v;) = d; pre i = 1,...,n. Specidlne, v; je vrchol grafu G stuptia k = d;.

Ak susedia vrchola vy st vrcholy wvs, ..., v, 1, tak graf G’ ziskany z grafu G od-
stranenim vrchola v; (spolu s incidentnymi hranami) ma postupnost stuptiou S’. Da-
lej predpokladajme, Zze v; nie je susedom jedného alebo viacerych vrcholov spomedzi
Vg, ..., Vs1. UkdZeme, ako modifikovat graf G na graf H s rovnakou postupnostou
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stuptiov S, pricom v grafe H bude mat vrchol v; viac susedov v mnozine vrcholov
{va, ..., vks1} ako tomu bolo v grafe G. Opakovanim tohto procesu je mozné ziskat graf
s postupnostou stuptiou S, naviac vrchol v; bude susedny prave s vrcholmi vs, . .., Vg 1.
Néslednym odstranenim vrchola v; z tohto grafu dostaneme graf, ktorého postupnost
stupnou je S’

Nech v; nie je susedny s v;, pre nejaké i = 2,...,k + 1. KedZe v; mé k susedov,
v1v; € E(G) pre nejaké j > k + 1. Nakolko ¢isla v postupnosti S sa mozu opakovat, je
mozné, ze d; = d;, t.j. vrcholy v; a v; maji rovnaké stupne. V tomto pripade vymenime
znacenie vrcholov v; a v; (v; sa stane j-tym vrcholom v poradi, v; i-tym), ¢im zvysime
pocet susedov vy spomedzi vo, ..., vk O 1.

Ostava posledny pripad, ked deg,(v;) # dege(v;). Kedze postupnost S je nerastuca,
musi platit deg(v;) < degq(v;). Teda nejaky sused w vrchola v; nie je susedom vrchola
vj, pricom w # vy, kedze viv; ¢ E(G). Tato situacia je ilustrovand na Obrazku 1.4
vlavo.

V1 Uj V1 Uj

®
|
|
|
|
|
|
¢

®
|
|
|
|
|
|
’ [

v w v; w

Obr. 1.4: Origindlna a modifikovana konfiguracia v grafe G.

Modifikujme graf G odobranim hran v,v; a v;w a naslednym pridanim hran v;v; a
vjw ako je zndzornené na Obrazku 1.4 vpravo. Téato operacia nemeni ziadny zo stupiiou
grafu GG, avsak zvysi pocet susedov vrchola v; spomedzi vrcholov vo, ..., vk 1. O
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Kapitola 2

Stromy

Strom je suvisly graf, ktory neobsahuje kruznicu (tzv. acyklicky graf). Lesom roz-
umieme graf, ktorého komponenty st stromy.

2.1 Charakterizacia stromov

Lema 2.1. KaZdy strom s aspon dvoma vrcholmi obsahuje aspon dva listy, t.j. vrcholy
stupna 1.

Dokaz. Nech P = (vg,v1,...,v) je cesta maximalnej moznej dlzky v strome T =
(V,E). Je zrejmé, 7e dlzka cesty P je aspoit 1. Tvrdime, Ze vy a taktiez v; st listy
v strome 7. V pripade, ak by napr. vy nebol listom, existovala by v strome 7" hrana
e = v, pricom v # v;. Potom vrchol v je vrcholom cesty P, t.j. v = v; pre nejaké
i > 2, alebo v & {vg,...,v:}. V oboch pripadoch dostavame spor, v prvom 7" obsahuje
kruznicu, v druhom cestu P je mozné predlzif o vrchol v ¢o je v spore s maximalitou
dlzky cesty P.

m

Veta 2.2 (Charakterizacia stromov). Pre graf G = (V| E) si nasledujice pod-
mienky ekvivalentne:

(i) G je strom.

(ii) (Jednoznacnost cesty)
Pre kaZdé dva vrcholy x,y € V' existuje prdve jedna cesta z x do y.
(i) (Minimdlna suvislost)
Graf G je suvisly a vynechanim lubovolnej hrany vznikne nesivisly graf.
(iv) (Mazimdlny graf bez kruznic)
Graf G meobsahuje kruznicu, a kaZdé pridanie hrany, t.j. graf G + e, kde e €
(‘2/) N E, uZ kruznicu obsahuge.

(v) (Eulerov vzorec)

G je suvisly o |V| = |E| + 1.

13



Dokaz. Najprv dokdZzeme, ze tvrdenie (i) implikuje tvrdenia (ii) az (v). Implikacia
(i) = (iv) sa dokaze nasledovne: graf G = (V| E) je savisly, preto pre kazda dvojicu
vrcholov z,y € V existuje v grafe G cesta P, ktora ich spaja. Ak {z,y} ¢ E, potom
hrana e = xy spolu s cestou P tvoria kruznicu v grafe G' + e.

Implikacie (i) = (ii),(iii),(v) sa dokdzu indukciou. O¢ividne, vSetky tri podmienky
platia pre strom s jednym vrcholom. Dalej predpokladajme, Ze tieto podmienky platia
pre vSetky stromy na n vrcholoch. Nech G je strom s n + 1 vrcholmi a v € V je list
(vid. Lemma 2.1). Kedze deg.(v) = 1, graf G — v je strom majici n vrcholov (lahko sa
ukaze, ze G — v je suvisly a acyklicky). Vzhladom na indukény predpoklad, tvrdenia
(ii),(iii) a (v) platia pre graf G — v a je pomerne lahké overif, Ze taktiez platia pre graf
G.

V dalsom ukéZeme, ze podmienky (ii) a (iii) implikuja (i). Pri podmienkach (ii),
(iii) mame stvislost grafu G, naviac graf spliiajici (i) alebo (iii) je acyklicky, pretoze
pritomnost kruznice by porusovala aktkolvek z tychto podmienok.

Pre platnost (iv) = (i) staci overit, ze G je suvisly. Ak z,y € V st dva vrcholy, tak
bud st spojené hranou, alebo graf G + zy obsahuje kruznicu, a z tej po odobrati hrany
xy vznikne cesta medzi x a y.

Implikacia (v) = (i) sa dokaze indukciou vzhladom na pocet vrcholov grafu G.
Ak G obsahuje jeden vrchol, vzfah (v) plati. Dalej predpokladajme, 7e kazdy graf na
n vrcholoch splifajici (v) je strom a nech G = (V, E) je stvisly graf s |[V| = n + 1
vrcholmi spliajici |V (G)| = |E(G)| + 1. Kedze G je suvisly, plati deg,(v) > 1 pre
vsetky vrcholy v € V' a naviac mame

D degg(v) =2|E| =2[V| - 2.

veV
Preto v grafe G musi existovat vrchol v € V stuptia prave 1. Graf G’ = G —v je taktiez
stvisly a spliia rovnost |V (G')| = |E(G")| + 1 (z grafu G sme odstranili jeden vrchol a
jednu hranu). Podla indukéného predpokladu graf G’ je strom, a teda G je stromom
tiez.

]

2.2 Kostra grafu a problém minimalnej kostry

Kostra grafu G = (V, E) je faktorovy podgraf T' C G grafu G, ktory je stromom.
Teda strom 7' je kostrou grafu G ak T' C G a zaroven V(T') = V(G).

Veta 2.3. Nech G je graf. Potom G md kostru prdve vtedy, ked je suvisly.

Dokaz. Ocividne, ak G m4 kostru, tak medzi lubovolnymi vrcholmi existuje v grafe G
cesta, t.j. graf G je suvisly.

Naopak, predpojkladajme, ze G je suvisly. Ak G neobsahuje cyklus, je stromom
a teda aj kostrou. V pripade, Zze G obsahuje kruznicu, odobratie Tubovolnej hrany e
patriacej nejakej kruznici nenarusi stuvislost novovzniknutého grafu G — e. Takymto
postupnym ,rusenim“ kruznic dospejeme k acyklickému grafu, ktory bude kostrou po-
vodného grafu G. O
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Pod (hranovo) ohodnotenym grafom rozumieme trojicu G = (V, E, w), pricom G =
(V,E) je graf a w: E — R je zobrazenie priradujtce kazdej hrane jej vahu w(e).

Problém minimalnej kostry: Pre dany ohodnoteny graf G = (V, E, w) najdite
kostru 7' = (V, F') grafu G taku, ze stucet

w(T)=> w(e) — min,
ecF
t.j. stcet w(T') (vaha kostry) je minimalny spomedzi vsetkych suctov w(7"), kde T"
prebieha mnozinu vsetkych kostier grafu G.

Kruskalov ,,pazravy“ algoritmus na najdenie kostry minimalnej vahy

1. Vstupom je stuvisly hranovo ohodneteny graf G = (V, E, w).

Nech E = {ej,ea,..., €5} pricom w(e;) < w(ey) < --- < w(en), t.j. v prvom
kroku zoradime hrany podla prislusnych vah.

2. Polozme T = (V, F) kde F = ().

3. Vyberme hranu e € E \ F' s najnizsou vahou. Ak T + e netvori cyklus, zvic¢Sime
mnozinu hran F| t.j. F' := F U {e} a hranu e uz nebudeme uvazovat, t.j. £ :=
E N A{e}.

4. Ak |F| = |V|—1 alebo EX\ F = () ukon¢ime algoritmus, inak pokracujeme krokom
¢. 3.

Veta 2.4. Vystupom Kruskalovho algoritmu je kostra minimdlnej vahy.

Dékaz. Nech G = (V| F) je suvisly graf, pricom predpokladame, ze £ = {ej,es,..., e}
aw(e) <w(ey) < -+ <wley) anech graf T'= (V, F) je vystupom algoritmu.

Ako prvé ukazeme, ze T je strom. Je zrejmé, ze T obsahuje vSetky vrcholy grafu
G a zaroven vzhladom na podmienku v kroku ¢. 3 neobsahuje ziadnu kruznicu. Ak by
T nebol savisly, algoritmus by pridal hrany najmensej vahy spajajtice lubovolné dva
komponenty grafu 7. Teda T je kostrou grafu G.

Na ukézanie minimality kostry 7', sporom predpokladajme, Ze 7" nie je minimaéalne;j
véhy. Spomedzi vSetkych minimalnych kostier vyberme kostru 7 = (V, Fy) taka, ze
Ty mé najvacsi mozny pocet spoloénych hran s kostrou 7'. Nech e; je hrana kostry T
s najmensim indexom taka, ze e; ¢ Fj. Potom graf 77 + e; obsahuje kruznicu. Tato
kruznica musi obsahovat hranu f € F; \ F, v opa¢nom pripade by vSetky hrany boli v
F a teda T by nebol acyklicky. Graf T = (T} + ¢;) — f bude stvisly (odobratie hrany
z kruznice nenarusuje suvislost grafu) a bude mat |V| — 1 hran, nasledkom ¢oho bude
taktiez kostrou grafu GG. Nakolko hrana e; bola prvéa, ktora sa nenachadza v kostre T}
a f nepatri do 7', dostavame w(e;) < w(f). Keby platilo w(f) < w(e;) hrana f by
bola vybraté algoritmom pred hranou e;, kedze hrany eq,...e;_; st aj v kostre T} a
teda mnozina hran {e;,...,e;_1, f} netvori cuklus. Z tohto pre vahu kostry T, plynie
w(Ty) = w(T)) +w(er) —w(f) < w(Ty). Na druhej strane T} je kostra minimalnej vahy
a teda musi platit w(Ty) = w(T}), t.j. T» predstavuje takiezZ minimélnu kostru. Avsak
T, ma viac spolo¢nych hran s kostrou 7', ¢o predstavuje spor s vyberom kostry 7. [J
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Kapitola 3

Stuvislost v grafoch

Graf G = (V, E) sa nazyva vrcholovo k-suvisly, ak |V| > k 4+ 1 a odobranim Iubo-
volnej, najviac k — 1 prvkovej podmnoziny vrcholov, dostaneme stuvisly graf, t.j. graf
G — X je suvisly pre lubovolni X C V, |X| < k. Podobne, graf nazveme hranovo
k-stvislym, ak po odobrani Tubovolnych najviac k — 1 hran zostane suvisly, t.j. graf
G =Y je suvisly pre lubovolnt Y C E| |Y| < k. Stupriom vrcholovej suvislosti grafu G
rozumieme cislo

k(G) = max{k € N : G je vrcholovo k-suvisly}
a stupnom hranovej suvislosti rozumieme ¢islo
k'(G) = max{k € N : G je hranovo k-suvisly}.

Poznamenajme, ze pre uplny graf K,, n > 2 je k(K,) = n—1a «'(K,) =n — 1.
Evidentne, graf s aspor dvoma vrcholmi je 1-savisly prave vtedy, ked je suvisly.

Veta 3.1. Pre vsetky grafy G plati k(G) < v'(G) < 0(G).

Dosledok 3.2. Ak G je n vrcholovy graf s aspori m > n—1 hranami, tak k(G) < | 22].

n

3.1 Mosty, artikulacie a 2-suvislé grafy

Vrchol suvislého grafu G = (V, E) sa nazyva artikuldciou (rezovym vrcholom) ak
G — v je nesuvisly. Vo v8eobecnosti vrchol v grafu (aj nesavislého) je artikuldciou ak
pre pocet komponentov grafu G — v plati k(G — v) > k(G), t.j. ak v je artikulaciou
nejakého suvislého komponentu grafu G.

Mostom v suvislom grafe G rozumieme hranu e = uv takt, ze G — e je nesuvisly.
V tomto pripade G' — e nutne obsahuje dva komponenty suvislosti, jeden obsahujuci
vrchol u a druhy obsahujtci vrchol v. V pripade nestvislého grafu, mostom rozumieme
hranu, ktora je mostom nejakého jeho komponentu stvislosti. Teda hrana e grafu G je
mostom prave vtedy, ked k(G —e) = k(G) + 1.

Veta 3.3. Hrana e grafu G je mostom prdve vtedy, ked e neleZi na Ziadnom cykle grafu

G.
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Dokaz. Najprv predpokladajme, Ze hrana e = wv nie je mostom a lezi v nejakom
komponente G; grafu G. Potom graf G; — e je suvisly a teda v G; existuje cesta P
spajajuca vrcholy u a v. AvSak P spolu s hranou e tvori cyklus v GGy, nasledkom ¢oho
v (G existuje cyklus obsahujtici hranu e.

Naopak, nech hrana e = uv lezi na nejakom cykle C' patriacemu komponentu GG; C
G. Potom v (7 existuje u — v cesta P’ neobsahujica hranu e. Nakolko G je suvisly,
pre lubovolné dva vrcholy z, y v G existuje cesta (), ktord ich spaja. Ak ) neobsahuje
hranu e, tak @) je aj x — y cestou v grafe G; — e. Na druhej strane, ak e lezi na @,
tak nahradenim hrany e cestou P’ v ceste ) dostaneme x — y tah v grafe G; — e. Toto
dokazuje, ze G; — e je suvisly graf. O

Lema 3.4. Nech vrchol v € V' je incidentny s mostom suvislého grafu G. Potom v je
artikuldciou prave vtedy, ked deg(v) > 2.

Dékaz. Nech uv je most grafu G, nésledkom ¢oho deg(v) > 1. Ak by platilo deg(v) = 1,
v by bol koncovym vrcholom, G — v suvislym grafom a teda v by nebol artikulaciou.

Naopak, predpokladajme deg(v) > 2. Potom existuje vrchol w rézny od u, pricom
vw tvori hranu. Sporom predpokladajme, Ze vrchol v nie je artikulaciou. Potom G — v
je suvisly a teda obsahuje u — w cestu P. AvSak cesta P spolu s vrcholom v a hranami
uv, vw tvori cyklus v G' obsahujtici most uv, ¢o odporuje Leme 3.3. O]

Veta 3.5. Vichol v € V' suvislého grafu G je artikuldciou prdve vtedy, ked v grafe G
existugu vrcholy u,w € V' rézne od v také, Ze vrchol v lezi na kaZdej u — w ceste v G.

Dokaz. Nech vrchol v je artikulaciou v grafe G. Potom G — v je nestvisly. Nech v a w
st vrcholy patriace do réznych komponentov grafu G — v. Ak by existovala v grafe G
cesta spajajica vrcholy u a w neobsahujtica vrchol v, bola by aj u — w cestou v grafe
G — v. To je spor s predpokladom, Ze vrcholy u a w patria do rdéznych komponentov
grafu G — v.

Na druhej strane, ak G obsahuje dva vrcholy u a w také, ze vrchol v lezi na kazdej
u — w ceste, tak v grafe G — v nexistuje cesta spajajuca vrcholy u a w. To znamena,
ze graf G — v je nesuvisly a vrchol v je artikulaciou. m

Lema 3.6. KazZdy suvisly netrividalny graf obsahuje vrchol, ktory nie je artikuldciou.

Pripomenme, ze graf je vrcholovo 2-stvisly (v dalSom len 2-stvisly) ak ma aspon 3
vrcholy a odstranenim Tubovolného vrchola ziskame stuvisly graf. Teda graf je 2-stvisly
prave vtedy, ked neobsahuje artikulécie.

Veta 3.7. Graf G je 2-suvisly prave vtedy, ked pre kaZdé jeho dva vrcholy existuje
kruznica v grafe G, ktord ich obsahuge.

Dokaz. Uvedena podmienka je zrejme postacujica, pretoze ak lezia dva vrcholy u,v €
V' na spoloc¢nej kruznici, potom medzi nimi existuji aspon dve, az na koncové vrcholy,
disjunktné cesty. AvSak, aj po odobrati Tubovolného vrchola, bude vzdy existovat cesta
spajajuca vrcholy u a v. To ukazuje, ze graf G je 2-suvisly.
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Opacnu implikéciu, existenciu spolo¢nej kruznice pre vrcholy v, v' ukdZzeme induk-
ciou podla vzdialenosti vrcholov dg(v,v").

Ako prvé nech dg(v,v’") = 1, to znamena, ze vv' = e € E(G). Vdaka 2-stvislosti G
je graf G — e taktiez suvisly (ak by bol G — e nestvisly, bol by aspoii jeden z grafov
G — v, G — v tiez nestvisly). Preto existuje v grafe G — e cesta z v do v', a té spolu s
hranou e tvori kruznicu obsahujtcu vrcholy v a v’.

V dalSom pre nejaké k > 2 predpokladajme, ze kazda dvojica vrcholov vo vzdia-
lenosti mensej ako k lezi na spolo¢nej kruznici, a uvazujme dva vrcholy v,v" € V' vo
vzdialenosti k. Nech P = (v = vy, vy, ..., Uk 1,0 = v') je cesta najkratsej dizky z v do
v'. KedZe dg(v,vi_1) = k—1, podla indukéného predpokladu existuje kruznica obsahu-
juca v aj vx_1. Tato kruznica je tvorena dvoma cestami, P; a P, z v do vi_;. Uvazujme
graf G — v;_,. Ten je stvisly a teda v om existuje cesta P z vrcholu v do vrcholu
', ktord neobsahuje vrchol v,_;. Uvazujme posledny vrchol na ceste P (smerom od
vrcholu v) patriaci nejakej z ciest P;, P, a ozna¢me ho w (viac Obr. 3.1).

Obr. 3.1: Pozicia vrchola w na jednej z ciest P; alebo P;.

Predpokladajme (bez ujmy na vSeobecnosti), ze w je vrcholom cesty P;. Potom
hladand kruznica obsahujica vrcholy v a v' bude tvorend cestou P,, tisekom cesty P
medzi v a w, a tsekom cesty P medzi w a v'.

O

Block graf

3.2 Mengerove vety

Veta 3.8 (Mengerova). Netrivialny graf G je vrcholovo k-suvisly prdave vtedy, ked pre
lubovolni dvojicu roznych vrcholov u a v grafu G existuje asponi k interne vrcholovo
disjunktnych v — v ciest.

Veta 3.9 (Mengerova - hranova verzia). Netrividlny graf G je hranovo k-sivisly prave
vtedy, ked pre lubovolni dvojicu roznych vrcholov u a v grafu G existuje asporn k po
dvogiciach hranovo disjunktnych u — v ciest.
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Kapitola 4

Eulerovké a Hamiltonovské grafy

4.1 Eulerovské grafy a ich charakterizacia

Nech G = (V, E) je graf. Uzavrety tah tohto grafu sa nazyva Fulerovsky, ak ob-
sahuje vSetky vrcholy a vSetky hrany grafu . Pripominame, Ze v danom tahu sa
hrana moze vyskytnif nanajvys jedenkrat, t.j. Eulerovsky fah obsahuje vSetky vrcholy
a kazda hrana sa v nom vyskytuje prave raz. Graf, v ktorom existuje Eulerovsky tah
sa nazyva Fulerovskym grafom. Nasledujica veta dava charakterizaciu Eulerovskych
grafov pomocou podmienky na stupne vrcholov.

Veta 4.1. Graf G je Eulerovsky prave vtedy, ked je suvisly a kazdy vrchol grafu G md
pdrny stupen.

Dékaz. Je zrejmé, ze ak graf G je Eulerovsky, tak musi byt stvisly. Dalej predpo-
kladajme, ze (vo,€1,v1,€2,...,€;,0;, €41, -.,€k, V) je uzavrety tah obsahujtci vsetky
vrcholy a hrany. Je vidiet, ze kazdy vyskyt vrchola viaze dve hrany (okrem prvého a
posledného vyskytu vrchola vg). Nésledkom toho je stuperti deg(v) kazdého vrchola v
v grafe G parny.

Naopak, nech suvisly graf G mé vsetky vrcholy parneho stupna. Uvazujme tah
T = (vo,e1,V1,...,€m,Um) v grafe G, ktory ma maximalnu mozna dizku, m. Najprv
ukazeme, ze vy = v,,. Ak by to neplatilo, do vrchola vy by zasahoval neparny pocet
hrén tahu 7. KedZe stupen deg.(vg) je parny, existovala by hrana e € E(G), ktora sa
nenachadza v T, a o tto hranu by bolo mozné fah T predlZit, ¢o je spor.

Predpokladajme teda vy = v,,,, a dokdzeme, Ze {eq,es,...,e,} = E. Definujme graf
G' = (V' E'), kde V' je mnozina vSetkych vrcholov fahu 7" a £’ je mnozina vsSetkych
jeho hran.

Najprv predpokladajme V' # V. Vdaka stuvislosti grafu G musi existovat hrana
e = {ug,v'} takd, ze v, € V' a zéroven v’ ¢ V'. V tomto pripade tah

!
(Vks €kt Uktls - -+ » U1y €y V0, €15 V15 « -+ €y Upy €, V")

ma dlzku m + 1, ¢o vedie ku sporu.
Ak V' =V a E' # E, tak uvazujme hranu e € E \ E’, kde e = {vg, v}, Podobne
ako v predchadzajicom pripade vedie fah

(Uk:a €k+1y Vk+1, - - -y Un—1,€m, Vo, €1, V1, ...,€EL, VU, €, ’Ul)
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ku sporu. [l

4.2 Hamiltonovské grafy

Obr. 4.1: Pravidelny dvanéststen a jeho graf.

Kruznica C' grafu G sa nazyva Hamiltonovskd, ak V(C) = V(G), t.j. kruznica
C' obsahuje vSetky vrcholy grafu G. Graf, ktory obsahuje Hamiltonovski kruznicu
sa nazyva Hamiltonovsky. Cesta v grafe, ktord obsahuje vsetky vrcholy sa nazyva
Hamiltonovskad.

Lema 4.2. Ak G je Hamiltonouvsky graf, tak k(G — S) < |S| pre vdetky neprazdne
vlastné podmnoziny S mnoZiny vrcholov grafu G.

Dokaz. Nech () # S C V(G) je lubovolnd podmnozina. Predpokladajme, ze k(G —S) =
kaze Gi,G,...,Gy st komponenty grafu G—S. Kedze G je Hamiltonovsky, obsahuje
Hamiltonovska kruznicu C'. Akonahle C' obsahuje vrchol z komponentu G;, 1 <1 < k
posledny krat, nasledujici vrchol musi patrit do mnoziny S. To znamend, Ze mnozina
S musi obsahovat aspon k vrcholov, teda k = k(G — S) < |5]. O

Obratena implikacia, dava postacujicu podmienku aby graf nebol Hamiltonovsky.
Ak G je graf, pricom k(G — S) > |S| pre nejaki neprdzdnu vlastni podmnoZinu S
mnoziny V(G), tak G nie je Hamiltonovsky.

Definicia 4.1. Graf G = (V, E) sa nazyva (Hamiltonovsko) uzavrety, ak pre vsetky
dvojice roznych vrcholov u,v € V plati, ze deg(u) + deg(v) > |V| implikuje uv € E.
Graf G' = (V, E') je (Hamiltonovskym) uzdverom grafu G = (V, F), ak spliia:

(i) ECE
(ii) G' = (V, E') je uzavrety,
(iii) ak G” = (V, E") je uzavrety graf splitajiuci £ C E”, tak E' C E".

Podmienky tejto definicie charakterizuji uzaver grafu ako najmensi uzavrety nad-
graf grafu G, ktory je definovany na rovnakej mnozine vrcholov.
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Lema 4.3. Pre kazdy graf existuje prdve jeden jeho uzdver.

Dékaz. Nech G = (V| E) je n vrcholovy graf. Najprv dokazeme, ze ak Gy = (V, Ey) a
Go = (V, Ey) st uzavreté grafy, tak G’ = (V, E1 N Ey) je tiez uzavrety. Nech u,v € V' je
dvojica réznych vrcholov taka, ze deg(u)+deg(v) > n. KedZze G je uzavrety, dostavame
uwv € E; a podobne uzavretost Go implikuje uv € FEy. V suméri, uv € Ey N Ey, ¢o
dokazuje, ze G’ = (V, E1 N Ey) je uzavrety.

Dalej, ozna¢me symbolom § mnozinu vsetkych uzavretych grafov G” = (V,E"),
ktoré spliiaji £ C E”. Mnozina 8 je neprazdna, kedze K,, € 8. Podla predchadzajtcej
Casti, graf G' = (V,(\{E" : (V,E") € 8}) je uzavrety ({E£" : (V, E") € 8§}) oznatuje
mnozinu hran, ktora je prienikom vSetkych mnozin hran E” takych, Ze graf (V, E”) patri
do systému 8). Naviac E C ({E" : (V,E") € 8}, kedze 8 obsahuje iba grafy, ktorych
mnozina hran obsahuje E ako svoju podmnozinu. Taktiez, ak G” = (V, E") je uzavrety
graf spliajici £ C E", tak G" € 8, nasledkom ¢oho ({E" : (V,E") € 8} C E".
To dokazuje, ze graf G’ je uzaverom grafu G. Jednoznac¢nost uzaveru vyplyva znovu z
dokazaného tvrdenia o prieniku uzavretych grafov. Ak by G; = (V, Ey) a Gy = (V, Es)
boli rozne uzavery grafu G, tak pre uzavrety graf (V, E1 N Es) by nebola splnené tretia
podmienka definicie uzaveru grafu. O]

Uzaver grafu G budeme v dalSom oznacovat symbolomCI(G).

Poznamka 4.1. Uzaver Iubovolného n vrcholového grafu G = (V, F) mozno najst
pomocou jednoduchého algortimu.

1. ' := E (E' oznacuje mnozinu hran, ktord bude inkrementovand v priebehu
algoritmu).

2. N4&jdi rozne u,v € V také, ze degq(u) + deger(v) > n a uv ¢ E’, pricom deg
oznacuje stupeni v grafe G’ = (V, E’). Ak takd dvojica neexistuje, vystupom
algoritmu je graf G' = (V, E').

3. F':= F'U{uv} a pokra¢uj krokom 2.

Ukéazeme, ze vysledny graf G' = (V, E'), ktory je vystupom algoritmu, je uzdverom
grafu G. Mimo iného, toto dokazuje, ze vysledny graf je nezavisly od poradia vyberu
hran, ktoré splhajt podmienku v kroku 2 prezentovaného algoritmu.

Lema 4.4. Nech graf G' = (V, E') je vystupom algoritmu pre vstupny graf G = (V, E),
potom CI(G) = G".

Doékaz. Ukazeme, 7e graf G’ spliia podmienky uzaveru grafu G.

KedZe pocas priebehu algoritmu sa ku grafu G postupne pridavaji nové hrany (ak
vobec je mozné nejaka hranu pridat), je jasné, ze £ C FE'.

Ak by graf G’ nebol uzavrety, existovala by v iom dvojica nesusednych vrcholov u a
v, spliiajica dege, (u)+degeq (v) > n. To by oviem bolo v rozpore s krokom 2 algoritmu,
pretoze v tomto pripade nemal byt algoritmus ukonéeny, ale mal pokracovat krokom
¢islo 3.
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Na zaver predpokladajme neplatnost podmienky (iii) Definicie 4.1, t.j. nech existuje
uzavrety graf G” = (V, E") splitajtici E C E” a zérovei E' ¢ E". Nech ey, es,. .., ey
oznacuje poradie hrdn mnoziny E'~ E v akom boli pridavané pocas priebehu algoritmu
a nech e; = wv je hrana s najmensim indexom nepatriaca do mnoziny E”. Nakolko
hrana e; bola vybrana v kroku 2, vrcholy u a v museli spliat podmienku degqi—: (u) +
deggi-1(v) > n, kde G = (V,E U {ey,...,e;_1}) je graf vytvoreny algoritmom po
pridani prvych i — 1 hran. KedZze hrany EU{ey,...,e;_1} C E”, dostdvame degq (u) +
degon(v) > nawuv ¢ E”. To je v spore s tym, ze graf G” je uzavrety. O

Veta 4.5 (Bondy, Chvatal, 1976). Graf G je Hamiltonovsky prdve vtedy, ked jeho
uzaver CI(G) je Hamiltonovskjy.

Dokaz. Ak C je Hamiltonovska kruznica v grafe GG, tak C' je aj Hamiltonovskou v grafe
Cl(G), kedze CI(G) obsahuje vSetky hrany grafu G.

Naopak, sporom predpokladajme, Ze existuje n vrcholovy graf, ktorého uzaver
je Hamiltonovsky, pricom on sam nie je Hamiltonovsky. Za tychto podmienok, nech
G = (V,E) je n vrcholovy graf, taky, ze v niom existuje dvojica réznych vrcholov
u,v € V spliajica deg(u) + deg(v) > n, pricom G nie je Hamiltonovsky, aviak G + uv
uz Hamiltonovskym je. Existencia grafu s takouto vlastnostou vyplyva z faktu, Ze
vychodzi graf nie je Hamiltonovsky a jeho uzaver uz je. Naviac uzaver je mozné konst-
ruovaf postupnym priddvanim hran uv splitajicich deg(u) + deg(v) > n, takze v istom
okamihu musi nastat situacia, kedy pridanie hrany vedie z nie Hamiltonovského grafu
na Hamiltonovsky.

V uvazovanom grafe G + uv musia vSetky Hamiltonovské kruznice obsahovat hranu
uv, v opacnom pripade by bol aj graf G Hamiltonovsky. KedZze pridanie hrany wv
vytvara Hamiltonovskti kruznicu, v povodnom grafe G musi existovat u — v cesta
obsahujuca vSetky vrcholy grafu G. Nech u = vy, vs, ..., v, = v je postupnost vrcholov
takejto cesty. Ozna¢me symbolmi P a () nasledovné mnoziny vrcholov

P={v;:2<i<m, vy;susedisvi} a Q={v;:2<i<n, v;_1susedisuv,}.

Potom |P| + |Q| = degs(u) + degg(v) > n. Aviak PUQ C {vg,...,v,}, a teda v grafe
G musi existovat vrchol v;, 2 < j < n, spliiajici v; € PN Q. Nakolko uwv ¢ E(G),
pripominame, Ze nutne v; # v, a taktiez v; # vo. Zaverom, v grafe GG existuji hrany
e = v1v; a € = v;_1v,, pouzitim ktorjch je mozné v grafe G zostrojit Hamiltonvska
kruznicu (Obr. 4.2). O

Obr. 4.2: Vytvorenie Hamiltonovskej kruznice v dékaze Vety 4.5.
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Désledok 4.6 (Ore, 1960). Nech G je graf radu n > 3. Ak deg(u) + deg(v) > n pre

vsetky dvojice u,v nesusednych vrcholov, tak graf G je Hamiltonovsky.

Désledok 4.7 (Dirac, 1952). Nech G je graf rddu n > 3. Ak deg(v) > % plati pre
vsetky vrcholy v € V', tak graf G je Hamiltonovsky.

Dékaz. V oboch pripadoch plati, Ze ak graf G spliia podmienky uvedené v predpokla-
doch, tak CI(G) = K, ¢o je Hamiltonovsky graf. O

Déosledok 4.8 (Pésa, 1962). Nech G je graf radu n > 3. Ak pre vsetky prirodzené
Gisla i splriajice 1 < i < 5 plati, Ze pocet vrcholov grafu G, ktorijch stupen nepresahuge
1 je menst ako 1, tak graf G je Hamiltonovsky.

Poznamenajme, 7e ak graf spliia predpoklady uvedené v tomto dosledku, tak neob-
sahuje vrchol stupna 1; obsahuje najviac 1 vrchol stupna 2; najviac 2 vrcholy, ktorych
stupen je najviac 3; atd. ..., obsahuje najviac k vrcholov, ktorych stupen nepresahuje
k, pricom k£ je najvécsie prirodzené cislo, pre ktoré plati k < 7.

Dokaz. Ukazeme, ze CI(G) = K,,. Sporom predpokladajme, Ze to neplati. Spomedzi
vSetkych dvojic nesusednych vrcholov grafu CI(G), nech u a w oznacuje dvojicu, pre
ktort plati, Ze sticet degcq)(u) +degeyq)(w) je maximalny. Potom nutne degcy(q)(u) +
degcq)(w) < n — 1, inak by uw bola hranou v grafe CI(G). Bez ujmy na vSeobecnosti
mozme predpokladat, ze degcy)(u) < degeyq)(w). Oznacme degey ) (u) = k a teda
k< "T_l < 3, pricom taktiez dostdvame

Nech W je mnozina vSetkych vrcholov roznych od w, ktoré nie st susedné s vrcholom
w v grafe CI(G), t.j. W ={v e V :vw ¢ E(CI(G))}. Oc¢ividne u € W. VSimnime si, ze
ak v € W, tak degcy)(v) < k, pretoze inac

degci(c(v) + degeye) (w) > degeyqy(u) + degeye (w),

¢o by bolo v rozpore s vyberom dvojice vrcholov v a w. Z tohto dévodu, stupen ziadneho
z vrcholov mnoziny W nepresahuje v grafe CI(G) ¢islo k£ a to isté plati aj v grafe G,
nakolko degg(v) < degcyq)(v) pre vietky v € V. Vzhladom na predpoklady, ktoré
splha graf G a fakt, Ze mnozina vrcholov nesusediacich s vrcholom w v grafe G je
nadmnozinou mnoziny W, dostavame nerovnost |W| < k — 1. Néasledne

dego(c:)(w):n—l—!W\Zn—l—(k;—l):n_/{;7

¢o je v rozpore s nerovnostou (4.1). O
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Kapitola 5

Sparenia a faktorové podgrafy

Spdrenim v grafe G' rozumieme podmnozinu hran M C E(G) takd, ze ziadne dve
hrany z M nemaju spolo¢ny vrchol. Sparenie M nazyvame mazimdlnym, ak neexistuje
sparenie M’ splhajtce M C M’ a nazfvame najpocetnejsim, ak neexistuje sparenie M”
spliiajiice |[M| < |M"|. Hovorime, Ze sparenie M pokrgva mnozinu vrcholov X C V,
ak pre kazdy vrchol v € X existuje hrana e € M incidentné s vrcholom v. Spérenie sa
nazyva perfektne, ak pokryva vsetky vrcholy grafu.

Nech M je sparenie v grafe G = (V, E). M-alternujica cesta alebo kruznica v
grafe GG je cesta alebo kruznica, ktorej hrany su striedavo z mnoziny M, respektive z
mnoziny £~ M. Ak oba koncové vrcholy M-alternujtcej cesty nie st pokryté sparenim
M (mysli sa v celom grafe GG, nielen v ramci spominanej cesty), tak tito cestu nazveme
M-rozsirujicou.

Veta 5.1 (Berge, 1957). Spdrenie M v grafe G je najpocetnejsie prave vtedy, ked v
grafe G neexistuje Ziadna M -rozsirujica cesta.

Dokaz. Nech M je sparenie v grafe GG, a P je M-rozsirujicou cestou v tomto grafe.
ako spéarenie M. Podrobnejsie, definujme M’ ako symetricky rozdiel MAE(P), t.j.
M' = (M~ E(P))U(E(P)~M).V tomto pripade M’ obsahuje, az na hrany patriace
ceste P, vSetky hrany sparenia M spolu s hranami cesty P, ktoré povodne neboli v M.
Kedze P je M-rozsirujicou cestou v G, M’ tvori sparenie, naviac |M'| = |M|+ 1, ¢o
znamend, ze M nie je najpocetnejSim sparenim.

Naopak, predpokladajme, zZe M nie je najpocetnejSie sparenie a M™* je nejaké spa-
renie, pre ktoré plati |[M*| > |M|. Nech H je podgraf grafu G, ktory je hranovo indu-
kovany mnozinou hran MAM*, t.j. H = G[M AM?*]. Kazdy vrchol grafu H je stuptia
1 alebo 2. To vyplyva z toho, Ze kazdy vrchol v € V(H) je incidentny s aspoii jednou
hranou mnoziny MAM* a teda degy(v) > 1, zatial ¢o degy(v) > 3 by znamenalo
existenciu aspon dvoch hran patriacich do niektorého zo spareni M alebo M*, pricom
tieto dve hrany by mali spolo¢ny vrchol v, ¢o je v spore s definiciou sparenia.

Nésledkom toho je kazdy komponent podgrafu H bud kruznicou s parnym poctom
hran striedavo patriacich do M a M*, alebo cestou s hranami striedavo v mnozine
M a M*. Pretoze |M*| > |M]|, podgraf H obsahuje viac hran sparenia M* ako hran
sparenia M, teda nejaky komponent P podgrafu H, ktory je cestou, musi zac¢inat aj
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kon¢if hranou z M*. Zaciatocny, ako aj koncovy vrchol cesty P, ktoré st incidentné
s hranami z M*, nemo6zu byt pokryté Ziadnou hranou sparenia M. Z tohto dovodu je
cesta P M-rozsirujucou v grafe G.

]

5.1 Sparenia v bipartitnych grafoch

Uvedieme dva dékazy, prvy autorov R. Halmos, H. Vaughan (1950) a druhy po-
chadzajici od R. Rada (1967). Pripominame, 7e mnozina susedov Ng(S) v grafe
G = (V,E) pre S CV je definovana ako

Ng(S)={v eV :uv € FE pre nejaké u € S} = U Ne(u).

u€eS
V pripade, Ze z kontextu je jasné o aky graf sa jedna, pouzivame symbol N(.5).

Veta 5.2 (Hall, 1935). Bipartitng graf G|X,Y]| = (X UY, E) md spdrenie, ktoré
pokryva kazdy vrchol z mnoZiny X prave vtedy, ked

|S| < IN(S)|, pre vetky S C X. (5.1)

Dokaz ¢. 1. Nech G[X,Y] je bipartitny graf, ktory ma sparenie M pokryvajtuce kazdy
vrchol z mnoziny X. Nech S C X je lubovolnd podmnozina. Nakolko vrcholy z mno-
ziny S su prostrednictvom sparenia M spojené s réznymi vrcholmi z mnoziny N(S),
dostavame |S| < |N(S)], ¢o ukazuje platnost (5.1).

Naopak budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na pocet prvkov
mnoziny X. Ak |X| = 1 a bipartitny graf G[X, Y] spliia (5.1), je zrejmé, Ze G ma spa-
renie pokryvajice mnozinu X . Dalej predpokladajme | X| > 2 a taktiez, Ze podmienka
(5.1) je postacujica pre existenciu sparenia vo vSetkych bipartitnych grafoch G[X’, Y|
s |X'| <|X]. Rozlisujme dva pripady.

Pripad 1: Predpokladajme, Ze pre kazdu vlastni podmnozinu S C X plati pod-
mienka |N(S)| > |S| 4+ 1. Vyberme Iubovolnt hranu zy € E, z € X, y € Y a uvazujme
graf G’ = G — {z,y}, t.j. graf G’ vznikne odstranenim dvojice vrcholov = a y. Bipar-
titny graf G’ splia podmienku (5.1). Ak S’ € X \ {z} je podmnoZina, pre jej mnozinu
susedov N¢(S”) plati

INer(S)| 2 [Na(S)] =12 (I91+1) =1 = 5.

Vzhladom na indukény predpoklad, v grafe G’ existuje sparenie M pokryvajice mno-
zinu X' = X ~ {x} a toto sparenie spolu s hranou zy tvori hfadané sparenie v grafe
GIX,Y].

Pripad 2: Nech existuje vlastna podmnozina S C X taka, ze |[N(S)| = |S|. Ozna¢me
T =X~\SaZ=Y~N(S)auvazujme dva podgrafy G; = G[S, N(5)] a Go = G|[T, Z|,
t.j. G1, Go st podgrafy, vrcholovo indukované mnozinami S, N(S) resp. T, Z (Obr.
5.1). Je jasné, ze G spliia podmienku (5.1) a ukaZeme, Ze ta taktiez plati v Go. Ak
by existovala podmnozina S C T s vlastnostou |Ng,(S')| < |5’|, tak pre mnozinu
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N(S) G G1 G2
S

Obr. 5.1: Graf GG a prislusné indukované podgrafy G; a Gs.

SUS by v G platilo Ng(SUS") = Ng(S) U Ng, (S5'), nasledkom ¢oho |[N(SUS")| <
|S| 4+ S| =[S US|
Vzhladom na indukény predpoklad v grafoch Gy, Go existuju sparenia M, M,

pricom ich zjednotenie M = M;UMj, je sparenie, ktoré v G pokryva mnozinu X = SUT.
O

Dokaz ¢. 2. Dokazeme len postacujicu podmienku existencie sparenia. Uvazujme bi-
partitny graf G[X,Y] spliiajici podmienku (5.1). UkdZeme, ze ak uv; € E a uvy € E
st rozne hrany, pricom u € X a vy,vy € Y, tak aspon jeden z grafov G; = G — uwy,
pripadne Gy = G — uv, spliia podmienku (5.1).
Sporom predpokladajme, Ze ani jeden z grafov G a G5 nespliia podmienku (5.1).
Potom existuji podmnoziny A, B C X neobsahujtce vrchol u, pre ktoré plati
(M(AU{ul)] <[AU{u}| a [No(BU{u})| <|BU{u}|,

kde symboly N; a N, oznac¢uji mnoziny susedov v grafe G, respektive v grafe Gs.

KedZe graf G vznikol z grafu G odobratim iba jednej hrany incidentnej s vrcholom
u, susedia mnoziny A v G st rovnaky ako v grafe G, t.j. plati N;(A) = N(A). Vyuzitim
nasho predpokladu o mnozine A dostavame

Al < [N(A)] = [Ni(A)| < [Ni(AU{u})| < [AU{u}| = |A] + 1,
pricom prva nerovnost plynie z podmienky (5.1) pre graf G, druhéd nerovnost plynie
z faktu Ni(A) € Ni(AUA{u}) a |[AU{u}| = |A| + 1 pretoze u ¢ A. Ako dosledok
dostaneme
Al = [N(A)| = [Ni(AU{u})] a Ni(u) C N(A)
a podobnym spoésobom je mozné ukézat, ze pre mnozinu B taktiez musi platit

|B] = [N(B)| = [Na(BU {u})] a Ny(u) € N(B).

Pouzitim tychto dvoch rovnosti mame

| Al + [B] = [Ni(AU {u})| + [N2(B U {u})]

2N (AU {u}) U No(B U {u})] + [N (AU {u}) 0 No(B U {u})

D IN(AUBU {u})| + |N(A) N N(B)|
Y IN(AUBU{u})| + |N(AN B)
(g)|AuBu{u}|+\AmB|:|AUB|+1+|AmB|:]A|+|B\+1,
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¢o predstavuje spor. Poznamenavame, ze

(1) vyplyva z principu inklazie a exklizie,

(2) prva cast plynie z Ny (AU{u})UN2(BU{u}) = (N1 (A)UN;(u))U(Na2(B)UNy(u)) =
N(A)UN(B)U(Ny(u)UNy(u)) = N(A)UN(B)UN(u) = N(AUBU{u}), kedze
Ni(u) U Na(u) = (N (u) ~ {v1}) U (N(u) N {v2}) = N(w).

Druh4 ¢ast vyplyva z N(A) = Ni (AU {u}) a N(B) = Ny(B U {u}),

(3) je dosledkom faktu N(ANB) C N(A) N N(B),

(4) vyplyva z podmienky (5.1) platnej pre graf G.

Spérenie pokryvajiuce vSetky prvky mnoziny X je mozné najst postupnym odo-
beranim hran z grafu G dovtedy, kym vSetky vrcholy z X nebudu stupna 1. Kedze
redukovany graf taktiez splita podmienku (5.1), Ziadne dve hrany tohto grafu nemozu
byt susedné, t.j. tvoria sparenie pokryvajice mnozinu vrcholov X . O]

Daosledok 5.3. V bipartitnom grafe G[X,Y] existuje perfektné spdrenie prave vtedy,
ked | X| = |Y| a graf G[X,Y] spliia podmienku (5.1).

Dokaz. Ak graf G[X,Y] méa perfektné sparenie, tak nutne | X| = |Y'| a musi byt splnena
podmienka (5.1).

Naopak, z podmienky (5.1) plynie existencia sparenia pokryvajiceho mnozinu X
a nakolko |X| = |Y|, toto sparenie taktiez pokryva mnozinu Y, t.j. je perfektnym
sparenim. [l

Dosledok 5.4. KazZdy neprazdny reguldrny bipartitny graf ma perfekiné spdrenie.

Dékaz. Nech G[X,Y] je k-regularny bipartitny graf, kde k£ > 1. Potom | X| = |Y|. Pre
Tubovolntt podmnozinu vrcholov S C X, nech E; oznacuje mnoZinu hran incidentnych
s nejakym vrcholom z mnoziny S a Fy oznacuje mnozinu hran incidentnych s nejakym
vrcholom z mnoziny N(S). O¢ividne, ak e = uwv € E; kde u € 5, tak v € N(5) a
e € By, teda E, C E5. Nakolko kazdy vrchol v grafe G je incidentny s prave k& hranami,
dostévame
kIN(S)| = |Ea| = |Ev| = K[S]

Kedze k > 1, plati |[N(S)| > |S| a podla predchadzajicej vety v grafe G existuje

sparenie pokryvajiuce mnozinu X, ktoré je aj perfektnym.
O
Majme neprazdny systém 8 = {X;, Xs,...,X,} (nie nutne réznych) konecnych
podmnozin mnoziny X. Systémom rozlicnych reprezentantov systému & rozumieme
usporiadanii n-ticu (ay,as, ..., a,) navzdjom roznych prvkov, spliajicich pre vietky
indexy i € {1,...,n} podmienku a; € X;.
Veta 5.5. Nech § = {X1,Xo,..., X} je systém konecngch podmnoZin mnoZiny X.

MnoZinovy systém 8 md systém rozlicnijch reprezentantov prdve vtedy, ked pre vietky
podmnoziny A C {1,2,...n} plati

i€EA

t.5. zjednotenie lubovolnych k mnoZin patriacich do systému 8 md aspon k prvkov.
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Dokaz. Definujme bipartitny graf G, ktorého vrcholova mnozina je tvorend mmnozinou
[n] ={1,2,...,n} amnozinou X, pri¢om vrcholy i € [n] ax € X st susedné ak = € X;.
Je Tahké vidief, Zze 8§ méa systém rozliénych reprezentantov prave vtedy, ked v grafe G
existuje sparenie pokryvajice mnozinu [n]. Naviac, ak A C [n] je mnozina indexov,
tak Ng(A) = U,c4 Xi. Pouzitim Vety 5.2 dostavame, ze v grafe G existuje sparenie
pokryvajice mnozinu [n] prave vtedy, ked pre vSetky podmnoziny A C [n] plati

| Xi| = INa(A)] > |A].

€A
O

Matica D = (d,;) sa nazyva dvojito stochastickd, ak jej prvky s nezdporné realne
¢isla, pricom suma vetkych prvkov v lubovolnom riadku a taktieZ v fubovolnom stlpci
je rovnéa 1. Ak matica D = (d;;) typu n x m je dvojito stochasticka, potom nutne D je
stvorcovou maticou. To vyplyva z faktu, ze

m m n m

EONES D WIED W WIEDHE

i=1 j=1 j=1 i=1 j=1

t.j. sucet vsetkych prvkov v matici D je rovny celkovému poctu riadkov a zaroven
celkovému poctu stipcov matice D.

Je pomerne Tahké vidiet, Ze Stvorcova matica D je dvojito stochastickd prave vtedy,
ked De = e a D"e = e kde e je stipcov§ vektor pozostévajici zo samych jednotiek.
Vyuzitim tohto faktu je mozné ukazat, ze mnozina vSetkych dvojito stochastickych
matic je uzatvorené vzhladom na maticové nésobenie a konvexné kombinécie, t.j. ak D
a E st dvojito stochastické matice, tak pre A\, u € (0,1), A+ = 1 je matica A\D + puF
taktiez dvojito stochastickou.

Specidlnym pripadom dvojito stochastickych matic st tzv. permuta¢né matice. Nech
T je nejakd permutédcia mnoziny {1,2,...,n}. Maticu P, = (p;;) rdadu n X n nazyvame
permutacnou maticou (prislichajiucou permutacii 7) ak

1, ak i = 7(j)
bij = .
0, inak.

Ako jedno z moznych vyuziti Vety 5.2, dokdzeme tzv. Birkhoff-von Neumannovu
vetu o reprezentacii dvojito stochastickych matic.

Veta 5.6. Kazda dvojito stochastickd matica sa dd vyjadrit v tvare konvexnej kombi-
ndcie permutacnych matic, t.5. ak D je dvojito stochastickd matica, tak
D:>\1P1+)\2P2++>\kpk,
. k
kde Py, ..., P, si permutacné matice a Ay, ..., \x € RS splriaji podmienku > \; = 1.

=1

Dokaz. Budeme postupovat indukciou vzhladom na pocet nenulovych ¢isel nachadza-
jucich sa v matici. Ak D je dvojito stochasticka matica typu n x n, tak D mé aspon
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n nenulovych prvkov, kedze kazdy riadok (resp. stlpec) musi obsahovat nejaky ne-
nulovy prvok. V pripade, ze D obsahuje presne n nenulovych prvkov, je tato matica
permutacnou maticou a tvrdenie vety plati.

V dalSom predpokladajme, ze D = (d;;) ma viac ako n nenulovych prvkov. Uva-
zujme bipartitny graf G = (V, E) s dvoma n prvkovymi particiami A = {a4,...,a,} a
B ={by,...,b,}, pricom a;b; € E akondhle d;; # 0. Overime, Ze takto definovany graf
splita Hallovu podmienku (5.1). Nech S C A je Tubovolna podmnozina. Potom

9YE Y= (X ar ¥ a)2Y ¥ o4
ia; €S j=1 i:a; €S jib;EN(S) jibjéN(S i:a;€8 j:b;EN(S)
DS g e Y =N
JibjeN(S) i:a; €S8 j:bj€N(S)
pricom

(1) plynie z faktu, ze stcet vSetkych ¢isel nachadzajucich sa v fubovolnych |S| riad-
koch je rovny éislu |5/,
(2) je dosledkom toho, ze ak a; € S a b; ¢ N(5), tak a;b; ¢ E a teda d;; = 0.
Nésledne, pre vSetky indexy i také, ze a; € S dostavame ) d;; =0,
J:b;€N(S)
(3) reprezentuje klasickti zdmenu sumacie,
(4) vyplyva z toho, Ze suma vietkych prvkov v fubovolnom stipci je rovna 1, teda

pre sumu niektorjch prvkov v j-tom stipci plati > dij < 1.
i:a; €S

Na zaklade Dosledku 5.3, v grafe G existuje perfektné sparenie M. Nech P = (p;;) je
permutacna matica, ktora je definovana predpisom p;; = 1 ak a;b; € M a p;; = 0 inak.
Dalej, polozme \ = min{d;; : a;b; € M}, t.j. A reprezentuje najmensie ¢islo spomedzi
tych, ktoré sa nachadzaju v matici D na pozicidch odpovedajicim nenulovym prvkom
permutacnej matice P. Matica

r 1 _
D' = (D-AP)

je konvexnou kombinéciou dvojito stochastickych matic a teda je opit dvojito stochas-

tickou maticou, pricom obsahuje aspon o jeden nenulovy prvok menej ako matica D.

Podla indukéného predpokladu maticu D’ je mozné vyjadrit v tvare konvexnej kombi-

nacie permuta¢nych matic, t.j. D' = \{P; + Ao P + - - - + A\, Py, pre nejaké permutacéné
k

matice P; a \; € Ry splifajice Y \; = 1. Nésledne
i=1

D=(1-ND+AP=(1-N(MPi+ P+ -+ \Py) + AP,

¢o dokazuje, ze matica D je tiez konvexnou kombinaciou permutac¢nych matic.
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5.2 Sparenia vo vSeobecnych grafoch

Komponent grafu G sa nazyva pdrny (nepdrny) ak ma parny (neparny) pocet
prvkov. Pocet neparnych komponentov grafu G budeme oznacovat symbolom k,(G).

Veta 5.7 (Tutte, 1947). V grafe G = (V, E) ezistuje perfektné spdrenie prdve vtedy,
ked
ko(G —S) <|S|, pre vsetky S C V. (5.2)

Dokaz. Predpokladajme, Ze v grafe G existuje perfektné sparenie M. Kedze kazda
z hran sparenia M pokryva rozne dvojice vrcholov, kazdy komponent grafu G ma
parny pocet vrcholov. Teda podmienka (5.2) je splnené pre S = ). V dalsom, nech S je
neprazdna podmnozina V. Ak G—S nem4 neparny komponent, tak k,(G—S) = 0 < |S|.
Predpokladajme, ze k,(G — S) = k, k > 1 a neparne komponenty grafu G — S su
G1,Gs,...,Gy (pozn. v G — S eSte moézu byt dalsie parne komponenty). Nakolko M
je perfektnym sparenim v G a kazdy z komponentov GG;, 1 < i < k, ma neparny pocet
vrcholov, v G; existuje vrchol u;, pricom hrana u;v; € M, ktora ho pokryva, ma nutne
druhy koniec v; v mnozine S. Naviac, ak ¢ # j a wv; € M, ujv; € M, tak v; # v,
pretoze M je sparenie. Tymto spésobom je mozné kazdému neparnemu komponentu
injektivne priradit vrchol z mnoziny S, teda k,(G — 5) < |S].

Naopak, ak pre vSetky podmnoziny S C V grafu G plati k,(G — S) < |5], tak v
pripade S = () dostavame k,(G) = 0, t.j. kazdy komponent grafu G je parny, nésledkom
¢oho graf G ma tiez parny pocet prvkov. Indukciou ukazeme, ze kazdy graf s parnym
poctom prvkov spliiajtici podmienku (5.2) mé perfektné sparenie. Existuje prave jeden
dvojvrcholovy graf majici iba parne komponenty, menovite K5, ktory ocividne méa
perfektné sparenie. Nech n > 4 je parne prirodzené ¢islo. Predpokladajme, Ze v kazdom
grafe H s parnym poc¢tom vrcholov mensim ako n, ktory pre vSetky podmnoziny S C
V(H) splia podmienku k,(H — S) < | S|, existuje perfektné sparenie.

Nech G = (V,E) je n vrcholovy graf, pre ktory plati podmienka (5.2). Potom
kazdy z komponentov grafu G je parny. Kedze podla Lemy 3.6 kazdy netrividlny kom-
ponent grafu G obsahuje vrchol, ktory nie je artikulaciou, existuji podmnoziny R C V
spltiajtice k,(G — R) = |R| (napr. R = {v}, kde v je vrchol, ktory nie je artikulaciou
nejakého komponentu grafu G, reprezentuje takt podmnozinu). Nech S je podmnozina
maximalnej mohutnosti spomedzi vsetkych takychto podmnozin a G, G, ..., Gy, kde
k =S| > 1, st vSetky neparne komponenty grafu G—S. Vsimnime si, ze G, Ga, ..., Gy
su jediné komponenty grafu G — S, pretoze v opa¢nom pripade by G — S mal nejaky
parny komponent G obsahujuci vrchol ug, ktory nie je artikuladciou. Potom Gy —ug by
bol neparny komponent grafu G, pri¢om pre mnozinu Sy = S U {ug} mohutnosti & + 1
by platilo

ko(G — So) = |So| +1 =k +1,

¢o je v spore vzhladom na definiciu mnoziny S. Z tohto dovodu, neparne komponenty
G, Gy, ..., G st jedingmi komponentami grafu G — S.

Dalej, pre kazdé prirodzené ¢islo 4, kde 1 < i < k, nech S; C S oznaduje mnozinu
vrcholov z S, ktoré v grafe G susedia s aspon jednym vrcholov komponentu G;. Potom
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Obr. 5.2: Spérenie v grafe G pokryvajice mnozinu S (krok v dokaze Vety 5.7).

kazd4 z mnozin S; je neprazdna. V opac¢nom pripade, ak by pre nejaké i platilo S; = 0,
tak medzi mnozinami vrcholov S a V(G;) by v grafe G nebola Ziadna hrana, nésledkom
¢oho neparny komponent G; grafu G — S by bol tiez komponentom grafu G.

V dalsom kroku dokéZeme, Ze mnozinovy systém 8 = {S7,5s,..., S} ma systém
rozliénych reprezentantov. Vzhladom na Vetu 5.5, sporom predpokladajme, Ze existuje
j podmnozin S;,, Si,,...,S;, takych, ze pre T = S;, U S;, U--- U Sy, plati |T] < j.
Je pomerne lahko vidiet, Ze pre vSetky ¢, graf G — S; obsahuje ako jeden z neparnych
komponentov komponent G;. Teda Specidlne pre mnozinu 7' dostaneme

ko(G_T)Z]>|T|a

¢o je odporuje podmienke (5.2).

Nésledne, pre mnozinovy systém § existuje systém rozlicnych reprezentantov, t.j.
mnozina {vy,vs, ..., v} roznych vrcholov s vlastnostou v; € S; pre 1 < i < k. Kedze
kazdy komponent GG; obsahuje vrchol w; € V(G;) taky, ze w;v; € E(G), mnozina hran
{u;v; : 1 <i < k} tvori sparenie v grafe G (Obr. 5.2).

Ako posledny krok ukazeme, ze ak G;, 1 < i < k, je netrividlny komponent grafu
G, tak v G — u; existuje perfektné sparenie. K tomuto tcelu vyuzijeme indukény pred-
poklad, t.j. ukdzeme, ze

ko(Gi —u; — W) < |W|, pre véetky W C V(G; — u;).

Znova sporom predpokladajme, Ze k,(G; — u; — W) > |W| pre nejaki podmnoZinu
W C V(G; — u;). Pre pocet vrcholov grafu G; — u; dostavame

ko(Gi—u;—W)
V(Gi—w) =W+ Y |[V(H)|+2l,

j=1
pricom H; pre 1 < j < k,(G; — w; — W) oznacuje neparne komponenty grafu G; —
u; — W a 2l predstavuje pocet vsSetkych vrcholov grafu G; — u; — W, ktoré patria
do nejakého parneho komponentu tohto grafu. Nakolko V(G; — u;) mé parny pocet
vrcholov, prechodom ku kongruencii modulo 2 dostavame
ko(Gi—ui—W)
0=|W|+ Z 1 (mod 2).

=1
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Teda |W| a k,(G; —u; — W) maji rovnaki paritu, t.j. obe st parne, respektive neparne,
a musi platit k,(G; — u; — W) > |W| + 2. Polozme S’ = S U W U {u;}. Potom

1)
18] > k(G — ) D k(G = 8) + koG — u; — W) — 1
> S|+ (W] +2)—1=|S|+|W|+1=|5].

pricom

(1) plynie z faktu, ze graf G spliiuje podmienku (5.2),

(2) vyplyva z toho, Ze vytvorenie grafu G — S’ je mozné vidiet ako postupny proces,
t.j. v prvom kroku sa odoberie mnozZina S, nésledne vrchol u; (to znizi pocet
neparnych komponentov o 1) a nakoniec mnozina .

To znamend, ze k,(G — S’) = |S’|, av8ak to je v rozpore z volbou mnoziny S. Teda graf
G; — u; splita podmienku (5.2) a podla indukéného predpokladu, ak G; je netrivialny
graf, tak v grafe G; — u; existuje perfektné sparenie. Konecne, zjednotenie sparenia
{u;v; : 1 < i <k} a perfektnych spéareni v grafoch G; — u;, kde G; pre 1 < i < k st
netriviadlne grafy, tvori vysledné perfektné sparenie v grafe G.

O
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Kapitola 6

Farbenia grafov

6.1 Vrcholové farbenie

Vrcholovgm farbenim grafu G = (V, ) rozumieme zobrazenie c: V — S, pre ktoré
plati c¢(u) # c(v) v pripade, Ze vrcholy u a v st susedné. Vrcholové farbenie splia-
juce tuto podmienku sa tiez zvykne nazyvat vlastnym. Prvky mnoziny S sa nazyvaji
pripustné farby. OvSem jedina vec ktora nas bude zaujimat ohladom mnoziny S, je
jej velkost. Jeden z typickych problémov, ktorymi sa budeme zaoberat, sa tyka urce-
nia najmensieho prirodzeného d¢isla k, pre ktoré existuje k-vrcholové farbenie grafu G,
t.j. vrcholové farbenie ¢: V' — {1,2,...,k}. Najmensie také k, sa nazyva chromatic-
kym cislom grafu G a onacuje sa symbolom x(G). Graf sa nazyva k-chromaticky ak
X(G) = k a k-zafarbitelng ak x(G) < k. Teda

X(G) = min{k € N : G je k-zafarbitelny}.

Z iného uhlu pohladu, k-farbenie grafu G = (V, E) je mozné vidiet ako rozklad
{V1, Va, ..., Vi } mnoziny vrcholov V| pri¢om kazda z mnozin V;, 1 <1i < k je nezavisla,
t.j. ziadne dva vrcholy tejto mnoziny nie st susedné. Mnoziny V; = {v € V : ¢(v) = i},
kde 1 < ¢ < k sa nazyvaja farebné triedy prislichajiace vrcholovému farbeniu ¢: V' —
{1,2,...,k} a vzhladom na definiciu vrcholového farbenia je lahko vidiet, ze kazda
z tychto mnozin je nezavisld. Z tohto doévodu, sa obcas k-farebné grafy zvyknu tiez
nazyvat ako k-partitné.

Tvrdenie 6.1. Pre kaZdy graf G s m hranami plati

1 1
< =44/ -
X(G)_2+ 2m+4

Dokaz. Nech c je vrcholové farbenie grafu G vyuzivajtice k = x(G) farieb. Potom medzi
Tubovolnymi dvoma farebymi triedami musi existovat aspon jedna hrana. V opa¢nom
pripade by bolo mozné pouzit rovnakt farbu na ofarbenie vrcholov patriacich do oboch
danych farebnych tried. Nasledne m > 1k(k—1) a vyrieSenim tejto nerovnosti vzhladom
na neznamu k, dostaneme tvrdenie nasej vety. O]

Tvrdenie 6.2. Ak H je podgraf grafu G, tak x(H) < x(G).
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Dokaz. Ocividne, ak H je podgraf grafu G, tak kazdé vrcholové farbenie grafu G,
zuzené na mnozinu V(H), je vrcholovym farbenim H. O

Tvrdenie 6.3. Pre kazdy graf G plati x(G) = max{x(C) : C' je komponent grafu G}.

Doékaz. Podla Tvrdenia 6.2, pre vSetky komponenty C grafu G plati x(C) < x(G) a
teda k = max{x(C) : C' je komponent grafu G} < x(G).

Na druhej strane, nech Cy, Cs, ..., C, st komponety stvislosti grafu G. Potom pre
kazdy komponent C;, 1 < i < p existuje nejaké k-vrcholové farbenie ¢;: V(C;) —
{1,2,...,k}. Nakolko medzi r6znymi komponentami nie st ziadne hrany, zobrazenie
c:' V. —{1,2,...,k} definované pre vSetky vrcholy v € V' predpisom c(v) = ¢;(v) ak
v € V(C;) je k-vrcholovym farbenim grafu G. Teda k > x(G). O

Je pomerne Tahko vidiet, Ze 1-zafarbitelné grafy st prave grafy neobsahujice Ziadne
hrany. 2-zafarbitelné grafy st prave bipartitné grafy. Vo vseobecnosti, pre k£ > 3 je
problém k-zafarbitelnosti zlozity (patri do tzv. triedy NP-tuplngch problémov).

6.1.1 Dolné odhady pre x(G)

Je ocividné, ze x(K,) = n. Spolu s Tvrdenim 6.2 dostaneme
Tvrdenie 6.4. x(G) > w(G) pre vietky grafy G.

Tento odhad pre isté typy grafov je tesny, t.j. existuji grafy splhajice x(G) = w(G),
avSak existuju grafy pre ktoré plati ostrd nerovnost v totmto vztahu. Ako priklad
uvedme kruznicu nepérnej dlzky Ca, 1, pre ktort plati x(Copy1) = 3 @ w(Copy1) = 2.

Ukazeme, ze v skutoc¢nosti rozdiel medzi chromatickym a klikovym ¢islom grafu
moze byt Iubovolne velky. PopiSeme konstrukciu grafov My, k > 1, pochadzajicu od
J. Mycielskeho, pre ktoré plati w(My) < 2, t.j. grafy M}, neobsahuju trojuholniky ako
svoje podgrafy, pricom x(My) = k.

Veta 6.5. Pre kazdé k € N ezistuje k-chromaticky graf bez trojuholnikov.

Dokaz. Mycielskeho grafy M, k > 1 st definované induktivne a to nasledujicim spo-
sobom. M; = K a My = Ks. Pre k > 2, nech V/(My,) = {vy,vs,...,v,}. Graf My, je
definovany na mnozine vrcholov V(M) U {w;, ws, ..., w,, 2} a pre mnozinu hran plati
E(Mj41) = E(My) U {wv; : viv; € E(M)}U{w;z:1<1i<n} (Obr. 6.1).

Indukciou vzhladom na k ukéZeme, Ze pre vSetky k > 1, M}, je k-chromaticky graf
bez trojuholnikov. Toto trividlne plati pre £ = 1, teda v dalSom predpokladajme, Ze
pre k > 1, Mycielskeho graf M;, spliia uvedené podmienky.

Najprv ukazeme, ze Mj; neobsahuje K3 ako podgraf, t.j. je bez trojuholnikov.
Z definicie grafu My, vidime, Ze mnozina W = {w;,ws,...,w,} je nezdvisld (me-
dzi vrcholmi mnoziny W nie je ziadna hrana) a vrchol z je susedny iba s vrchlomi
mnoziny W, teda vrchol z nie je v ziadnom trojuholniku. Naviac, ak by v grafe My,
existoval trojuholnik 7", tak nutne dva z jeho troch vrcholov by museli patrit do mno-
ziny V(M) a treti z tychto vrcholov do mnoziny W. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech
V(T) = {w;,v;,v}. Kedze w; je susedny s vrcholom v; ako aj s vy, podla definicie
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MQ M3 M4

Obr. 6.1: Mycielskeho grafy My, M3 a My.

grafu My ,, by museli v grafe M), existovat hrany v;v; a v;v;. AvSak v tomto pripade,
by vrcholy {v;,vj, v} v grafe Mj, indukovali trojuholnik, ¢o je v rozpore s indukénym
predpokladom.

Dalej dokézeme, Ze x(My41) = k-+1. KedZe M, je podgrafom grafu M., vzhladom
na Tvrdenie 6.2, plati x(Myy1) > k. Nech c¢: V(M) — {1,2,...,k} je nejaké k-
vrcholové farbenie grafu M. Pre kazdé 1 < i < n priradme vrcholu w; farbu ¢(v;),
t.j. vrcholy v; a w; buda v grafe My, ofarbené rovnakou farbou. Vrcholu z priradme
farbu k + 1. Takto rozsirené farbenie ¢ bude (k + 1)-vrcholovym farbenim grafu My ;.
Tento fakt lahko overime rozborom moznosti. Ak zy € E(My.1), potom bud z = v;,
y =v; avv; € E(My), alebo x = w;, y = v; vv; € E(My), alebox =z ay =w;. V
prvych dvoch pripadoch é(x) = c(v;) # c(vj) = é(y) a v trefom é(z) =k + 1 # é(y) €
{1,2,...,k}. Tymto sme ukézali, ze x(Myi1) < k+ 1.

Ak by platilo x(Myy1) = k, tak by existovalo k-vrcholové farbenie grafu Mjq
pomocou mnoziny farieb {1,2, ... k}. Bez ujmy na vSeobecnosti mozme predpokladat,
ze vrchol z je ofarbeny farbou k. Potom ziadny z vrcholov mnoziny W nie je ofarbeny
farbou k. Nésledne, prefarbime kazdy vrchol v; z mnoziny V (M), ktory mé farbu k,
rovnakou farbou akt ma vrchol w;. Nakolko susedia vrchola w; v mnozine V (M}) st
totozny so susedmi vrchola v;, tymto spdsobom dostavame (k — 1)-vrcholové farbenie
grafu My, ¢o je v spore s indukénym predpokladom. Teda musi platit x (M) =
k+1. O

V(&)

Tvrdenie 6.6. Pre vsetky grafy G plati x(G) > @)
a

Dokaz. Pripomenme, ze a(G) oznaluje ¢islo vrcholovej nezavislosti grafu G a teda
|S] < a(G) pre kazda nezavisla mnozinu S C V(G). Nech x(G) = k a c: V(G) —
{1,2,...,k} je k-vrcholové farbenie grafu G. Potom pre kazd nezavisla mnozinu V; =
{v e V(G) : c(v) =i}, 1 <i <k, plati |V;] < a(G). Nasledne

VG =Y Vil <D alG) =k-a(G),

V(&)
ER [l

z ¢oho vyplyva x(G) >
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Uvedieme esSte dolny odhad chromatického ¢isla v zavislosti od poc¢tu vrcholov a
hran.

Veta 6.7. Ak G je graf s n vrcholmi a m hranami, tak

n2

G)> ——-—.
X(G) 2 n?—2m

Dokaz. Predpokladajme x(G) = k a nech ¢ je k-farbenie grafu G, ktorého farebné
triedy sa Vi, Vs, ..., Vi s po¢tom vrcholov |V;| = n; pre vSetky ¢ = 1,..., k. Potom
moznost s najvacsim moznym poc¢tom hran nastava prave vtedy, ked G je uplny k-

partitny graf s k particiami Vi, V5, ..., Vg, pricom mohutnosti tychto particii sa ¢o
najviac rovnaké (kazda V; ma velkost ¢o najblizsie k hodnote 7, pre 1 <i < k). Toto
implikuje
< k\ n?
m —
“\2/k?
a teda )
(k—1)n
2m < ————.
- k
Vyuzitim tejto nerovnosti dostdvame pozadovant nerovnost
n? n?

n?—2m ~ p2 (k’—;)n2 o

6.1.2 Vztah medzi y(G) a A(G)

Vacsina hornych odhadov chromatického ¢isla je dané algoritmami, ktoré produkujt
prislusné vrcholové farbenie. Najviac rozsirenym je tzv. pazravy algoritmus. V dalSom
demonstrujeme jeho vyuzitie.

Lema 6.8. Nech G je n-vrcholovy graf a vy,vs,...,v, je usporiadanie jeho vrcholov,
ktoré pre lubovolné i, 1 <i <mn, spliia |{j : j <1, vju; € E(G)}| <k, t.j. kazdy vrchol
md najviac k susedov, ktori si v danom usporiadani pred nim. Potom x(G) < k + 1.

Dékaz. Nech vy, vs,...,v, je usporiadanie vrcholov spliiajice uvedenti podmienku.
Takzvané pazravé (k + 1)-farbenie ¢: V' — {1,...,k + 1} asociované s tymto usporia-
danim je definované rekurentne, a to nasledujticim spoésobom:

e(v;)) =min {{1,....k+ 1} N {o(v)) : j < i,v0; € E(G)}},

t.j. vrcholu v; je priradend najmensia farba, ktora doposial nebola pouzita na ofarbe-
nie ziadneho jeho suseda s mensim indexom. Nakolko kazdy z vrcholov mé najviac k
susedov, ktori ho predchadzaji, v kazdom z kroku mame aspon jednu farbu k dispo-
zicii. Evidentne, susedné vrcholy budt ofarbené réznymi farbami, teda ¢ reprezentuje
(k + 1)-vrcholové farbenie grafu G a x(G) < k + 1. O
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Nakolko Tubovolné usporiadanie vrcholov spliia podmienku prave dokézanej lemy
pre hodnotu parametra k = A(G), dostavame nasledujtce tvrdenie.

Désledok 6.9. Pre vsetky grafy plati x(G) < A(G) + 1.

Horné ohranicenie dané v tomto tvrdeni sa vo vSeobecnosti nedd vylepg$it. Napriklad
X(K,) =n=A(K,) + 1, x(Cont1) = 3 = A(Capt1) + 1, t.j. Uplné grafy a nepéarne
kruznice reprezentuju grafy, pre ktoré sa toto horné ohranicenie realne nadobuda. Avsak
ako neskor ukéZeme, tvz. Brooksova veta, Gplné grafy a kruznice nepérnej dizky st
jediné typy grafov, pre ktoré plati x(G) = A(G) + 1.

Veta 6.10. Pre kazdy graf G plati
X(G) <14+ max{0(H): H C G},
pricom mazimum sa berie cez vsetky vrcholovo indukované podgrafy H grafu G.

Dokaz. Oznacme k = max{d§(H) : H C G}. Predpokladajme, ze graf ma n-vrcholov a
nech v, je vrchol grafu G, = G, splitajici degg; (v,) = 0(G,). Potom degg; (v,) < k.
Polozme G,,_; = G,,—v, a podobne ako v pripade grafu GG,,, existuje vrchol v,,_; taky, ze
degg, (vn—1) = 0(Gno1) < k. Pokracujtc takymto spésobom, zostrojime postupnost
vrcholov vy, v9, ..., v, a postupnost indukovanych podgrafov Gi,Go, ..., G, grafu G,
pricom v; € V(G;) pre 1 < i < n a degg, (v;) < k. KedZe vSetci susedia vrchola
v;, ktori st v popisanom usporiadani pred tymto vrcholom, patria do grafu G;, toto
usporiadanie splnuje podmienku Lemy 6.8. Nasledne, pouzitie pazravého farbenia dava
nerovnost x(G) <1+ k. O

Cislo §*(G) = max{6(H) : H C G} oznacuje tzv. degenericiu grafu G. O¢ividne,
0*(G) < A(G) pre vsetky grafy. Graf G sa nazyva k-degenerovany, ak kazdy podgraf
grafu G obsahuje vrchol stupna najviac k. Teda 6*(G) oznacuje najmensie ¢islo k, pre
ktoré je graf G k-degenerovany. Ako je mozné vidiet, z dokazu Vety 6.10 vyplyva, Ze
ak graf G je k-degenerovany tak y(G) < k + 1.

Ako sme uz spominali, nasim cielom je dokézat nasledujicu vetu.

Veta 6.11 (Brooks 1941). Nech G je suvisly graf. Ak G nie je izomorfny s uplngm
grafom ani s kruZnicou nepdrnej dizky, tak x(G) < A(G).

K dékazu tejto vety budeme potrebovat niekolko pomocnych tvrdeni.
Lema 6.12. Pre suvisly graf G plati 6*(G) = A(G) prdve vtedy, ked G je reguldrny.
Dokaz. Oznac¢me A(G) = A. Ak G je regularny, tak
A = 3(G) < max{3(H) : H C G} = 5"(G) < A,

¢o znamend 0*(G) = A.

Naopak, predpokladajme 6*(G) = A. Potom existuje indukovany podgraf H grafu
G taky, ze 6(H) = A. To ale znamend, ze H je A-regularny a naviac ziadny vrchol
podgrafu H nemdze mat suseda mimo V(H). Kedze G je suvisly, dostavame H =

G. []
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Vzhladom na Vetu 6.10 dostédvame
Désledok 6.13. Ak suvisly graf G nie je requldarny, tak x(G) < A(G).

Lema 6.14. Nech G je suvisly A(G)-requldarny graf. Ak G obsahuje artikuldciu, tak
X(G) < A(G).

Dékaz. Nech vrchol v € V(G) je artikulaciou v grafe G a C1,Cy,...,Cp, n > 2 st
komponenty grafu G — v. Pre 1 < ¢ < n ozna¢me G; podgrafy indukované mnozi-
nou V(C;) U {v}. Potom ani jeden z tjchto grafov nie je regularny, kedze degg (v) <
A(G) = A. Takze podla Désledku 6.13, pre kazdy graf G; existuje A-vrcholové farbenie
vi: V(G;) = {1,...,A}. Nech 7; je lubovolna permutécia mnoziny farieb {1,..., A}
taka, ze m;(¢w)) = 1. Potom, kazdé prepermutovanie farieb, t.j. zobrazenie ¢; o
mi: V(Gi) — {1,...,A}, je taktiez A-vrcholovym farbenim grafu G;. Nésledne, zo-
brazenie ®: V(G) — {1,..., A} definované predpisom ®(u) = (¢; o m;) (u) = m;(pi(u))
ak u € V(G;), je A-vrcholovym farbenim celého grafu G, ¢o dokazuje x(G) < A. [

Lema 6.15. Nech G je 2-suvisly graf, pre ktory 6(G) > 3. Ak G nie je uplnym grafom,
tak v grafe G existuje vrchol x a dvojica nesusednych vrcholov vy, ve takd, Ze xv; €
E(G), zvy € E(G) a graf G — {v1,v2} je suvisly.

Dokaz. Najprv predpokladajme, ze graf G je 3-suvisly. KedZze G nie je Uplny, existuje
dvojica vrcholov uy,us € V(G), ktord nie je spojena hranou. Graf G je suvisly, preto
medzi vrcholmi u; a u, musi existovat cesta. Nech P je najkratSia u; — uy cesta v grafe
G a nech u; = vy, &, vy oznacuju prvy, druhy, respektive treti vrchol cesty P. Potom
v1v9 netvori hranu, v opa¢nom pripade by jej existencia viedla ku kratsej ceste ako je
P a naviac, graf G — {v,v2} je stuvisly, lebo podla predpokladu G je 3-suvisly.

V dalsom predpokladajme, Ze G nie je 3-suvisly. Teda v grafe G existuje separujtica
mnozina {z,y} C V(G), t.j. G — {x,y} je nestvisly. V tomto pripade, G — x nie je
2-suvisly (vrchol y je artikulaciou v G — x) a preto musi obsahovat aspori dva koncové
bloky B; a Bsy. Kedze G je 2-stvisly, vrchol x musi byt susedny s nejakymi vrcholmi
vy € By a v9 € By, pricom oba vrcholy v;, ¢ = 1,2 nie st artikulaciou v grafe G — .
To vyplyva z toho, ze ak by napriklad x nesusedil so ziadnym vrcholom z bloku By,
respektive iba s vrcholom y;, ktory je artikulaciou, tak graf G by obsahoval artikulaciu
(konkrétne vrchol 41 ), ¢o by bolo v spore s predpokladom 2-suvislosti grafu G. O¢ividne,
v1v9 netvori hranu, ina¢ by vrcholy vy a vy nemohli byt v réznych blokoch grafu G (Obr.
6.2).

Nésledne By — vy, ako aj By — vy st stvislé a to znamend, Ze aj graf G — {z, vy, v2}
je suvisly. Kedze deg,(z) > 3, vrchol  ma suseda v mnozine V(G) \ {v1,v2} a teda
graf G — {vy, v} je stvisly. O

Dokaz Vety 6.11. Vzhladom na Dosledok 6.13 a Lemu 6.14 mdéZzme predpokladat, ze G
je regularny 2-suvisly graf. Naviac mozme predpokladat, ze A = A(G) > 3, kedze G
je uplny ak A <1 a G je kruznicou ak A = 2 a v tychto pripadoch veta plati.
Nakolko G nie je uplny, podla Lemy 6.15 existuje trojica vrcholov x = v,,, v1, v, také,
Ze U1 a v nie s susedné, oba susedia s vrcholom v, a graf G — {vy, v} je suvisly. Nech
T je nejaka kostra grafu G — {vy, v2}. Oindexujme vrcholy kostry 7" ¢islami 3, ... n tak,
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Obr. 6.2: Konfiguracia prvkov v dékaze Lemy 6.15.

ze i < j akonahle disty(v;, vy,) > disty(v;, v,). Takéto ocislovanie je mozné dosiahnut
napriklad tak, ze zostupne priradzujeme ¢isla n — 1, ... vrcholom vo vzdialenosti 1 od
vrcholu v, nasledne vo vzdialenosti 2, atd.

Tymto dostaneme usporiadanie vrcholov vy, vs, vs, ..., v,, pricom kazdy vrchol v;,
pre 1 < i < n — 1 bude maf najviac A — 1 susedov s mens$im indexom ako i. Pazravé
farbenie grafu G priradi kazdému z vrcholov v; a vy farbu 1. Ked déjde na vrchol
v, najviac A — 1 farieb bude pouzitych na ofarbenie susedov v,. To znamend, Ze na
ofarbenie grafu G bude stacit A farieb. O

Podédme aj iny, alternativny, dokaz Brooksovej vety [3]. Nech G je graf, ktorého
maximalny stupeti spltia A(G) < k. Predpokladajme, Ze ¢ast grafu G je ofarbend
pomocou najviac k farieb. Nech P = vjve...v; je cesta v G, ktorej vrcholy nie st
ofarbené. Potom je mozné postupne ofarbif vrcholy vy az v;_; leziace na tejto ceste k
farbami procedirou popisanou v Leme 6.8, pretoze v momente farbenia vrchola v; je
este jeho sused v; ;1 neofarbeny. Oznac¢ime tito postupni procediru farbenia vrcholov
cesty ako P-FARB(v1,...,v;_1;v;). Po vykonani procedtry P-FARB(vy,...,v;_1;v;)
ostane vrchol v; neofarbeny, Specidlne ak j = 1 tak P-FARB nerobi nic.

Dokéazeme nasledujiice tvrdenie, ktoré reprezentuje ekvivalentni formulaciu Brook-
sovej vety.

Veta 6.16. Nech k je prirodzené cislo a G je graf spliagici 3 < A(G) < k. Ak G
neobsahuje kliku na k + 1 vrcholoch, t.j. Kiy1 ako svoj podgraf, tak x(G) < k.

Dékaz. Budeme postupovat indukciou vzhladom na pocet vrcholov n grafu G = (V| F).
Pre n < k tvrdenie trividlne plati. MéZzme predpokladat, ze graf G je regularny. V
opacnom pripade mozeme z G odstranit lubovolny vrchol v stuptia mensieho ako k, na
graf G — v aplikovat indukény predpoklad a nésledne ofarbif vrchol v farbou, ktoré nie
je pritomna v mnozine jeho susedov.

Nech v € V' je Tubovolny vrchol. Kedze GG neobsahuje K}, 1 ako podgraf, v mnozZine
N(v) susedov vrchola v musi existovat dvojica nesusednych vrcholov = a y. Oznacme
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v, = x, v = v a vy = y. Nech P = v1v903...v, je najdlhsia mozna cesta zacina-
jlica touto trojicou vrcholov. Vzhladom na maximalitu dizky cesty P, vietci susedia
posledného vrchola v, v rdmci G lezia na ceste P.

1. pripad:

Predpokladajme platnost » = n, t.j. P obsahuje vSetky vrcholy grafu G. Nech
v; je sused vrchola v = vy, ktory je odlisny od v a vs (taky vrchol musi existovat,
kedze 3 < A(G)). Ako prvé, priradme vrcholom v; a v rovnaki farbu. Nésledne, apli-
kujme procediry P-FARB(vy,vs, ..., v;_1;v;) & P-FARB(v,,, v,—1 ..., vj; v2). Nakoniec,
ofarbime vrchol vy, ¢o je mozné, nakolko susedia v; a v3 maju rovnaké farby.

2. pripad:

Predpokladajme, ze r < n. Pripominame, Ze vSetci susedia vrchola v, lezia na ceste
P. Nech v; je sused v, s najmensim indexom, teda C' = v;v;41 ... v, tvori cyklus v G.
Uvazujme podgraf G’ = G — C ziskany odstranenim vSetkych vrcholov z mnoziny C.
Vzhladom na indukény predpoklad ofarbime G’ pomocou k farieb. Ak medzi G’ a C
neexistuje ziadna hrana, pouzitim indukéného predpokladu, ofarbenim podgrafu G[C]
indukovaného mnozinou C' ziskame ofarbenie celého grafu G pomocou k farieb.

V dalsom predpokladajme, ze v C' existuje vrchol majuci suseda v G'. Nech v; € C
je vrchol s touto vlastnostou, ktory mé najvicsi mozny index a u je jeho sused v G'.
Potom [ < r, lebo vrchol v, mé vSetkych susedov v ramci C'. Kedze vrchol v;;; mé
vSetkych susedov v C', mézeme mu priradif rovnaka farbu ako mé vrchol u. Nésledne
aplikujme procedtru P-FARB(vya,...,0,0),...,v_1;v;). Ak vy = v,, aplikujeme
P-FARB(vj,...,v_1;v;). Ako posledny ofarbime vrchol v; volnou farbou, ktora musi
v mnozine jeho susedov existovat, pretoze v; méa dvoch susedov, konkrétne u a v 1,
ktorym je priradend rovnaké farba. Tymto sposobom ziskame ofarbenie celého grafu G
pomocou k farieb. O

Na zaver tejto casti spomenieme domnienku, tykajicu sa horného ohranicenia chro-
matického cisla, ktort formuloval B. Reed v roku 1998. Poznamenéavame, ze tato dom-
nienka momentalne reprezentuje jeden z najdodlezitejsich otvorenych problémov v ob-
lasti farbenia grafov.

Je zname, ze pre chromatické ¢islo y platia tieto trivialne ohranicenia, dané kliko-
vym ¢islom a maximalnym stupnom grafu,

w(G@) < x(G) < A(G) + 1.

Spominané domnienka udéava horny odhad chromatického ¢isla ako aritmeticky priemer
tohto dolného a horného odhadu.

Domnienka (B. Reed 1998). Pre kazdy graf G plati

2

(@) < [w(G) + A(G) + 11 ‘

Vo vSeobecnosti je zndme, zZe plati nasledujice tvrdenie, dékaz ktorého taktiez urobil

B. Reed.
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Veta 6.17. Pre kaZdy graf G s n vrcholmi plati

X(G) < {%W(G)J :

Dokaz. Budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na nezaporné éislo k =
IV(G)] —w(G). Ak k = 0, tak G je graf pre ktory |V (G)| —w(G) =0 a teda G = K,
pre nejaké n € N. V tomto pripade plati x(G) = w(G) =n a x(G) = VWT(G)J

Dalej pre k € N predpokladajme, ze vietky grafy H s vlastnostou |V (H)|—w(H) <

|V (H)|+w(H) . , ,
TJ Nech G je n vrcholovy graf, pre ktory

k spliaji nerovnost y(H) < L
n —w(G) = k. Ukazeme, ze x(G) < Ln+o;(G)J‘

Ak k=1, tak w(G) =n —1 a teda

. zn_1J_V+w(G)J_

2

Teda mozme predpokladat & > 2. KedZze G nie je Uplny, G obsahuje dvojicu
nesusednych vrcholov v a v. Nech H = G — u — v. Potom H ma n — 2 vrcho-
lov a bud w(H) = w(G), alebo w(H) = w(G) — 1. V oboch pripadoch pre H plati
0 <|V(H)| —w(H) < k a vzhladom na indukény predpoklad dostavame

n—2+W(H)J.

X(H)S{ 5

n—2+w(H)
2

u a v pre graf G dostavame

ve) < [P2EA |y el el@)

Teda existuje L J—farbenie grafu H a priradenim rovnakej novej farby vrcholom

6.2 Hranové farbenie

Hranovym farbenim grafu G = (V| E) rozumieme zobrazenie c¢: F(G) — S, pre
ktoré plati c(e;) # c(ez) pre vSetky susedné hrany e, e; € FE(G). Farbenie vyuziva-
juce k-farieb budeme nazyvat k-hranovym farbenim grafu G. Podobne ako v pripade
chromatické ¢isla, definujeme pojem chromatického indexu (hranového chromatického
¢isla) X/(G) grafu G ako minimalne k pre ktoré existuje k-hranové ofarbenie grafu G.
Teda

X' (G) = min{k € NU {0} : G je k-hranovo zafarbitelny}.

Je vidiet, Ze problém néjst hranové farbenie grafu G je ekvivalentny s problémom
najst vrcholové farbenie jeho hranového grafu L(G), teda x'(G) = x(L(G)). Avsak
prechod k vrcholovému farbeniu hranového grafu nedava nejakd podstatni vyhodu,
preto budeme $tudovat dant problematiku v terminolégii hranovych farbeni.

Hlavnym vysledkom v oblasti tykajicej sa hranového farbenia je nasledujiica veta
V. G. Vizinga, ktora dava pomerne presny odhad pre velkost chromatického indexu.
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Veta 6.18 (Vizing 1964). Pre vsetky grafy G plati A(G) < X'(G) < A(G) + 1.

Doékaz. Dolné ohranicenie A(G) < x'(G) vyplyva z faktu, ze ak A(G) hran inciduje s
nejakym vrcholom, tak na ofarbenie kazdej z tychto hrén je potrebnych A(G) réznych
farieb.

Horné ohranicenie je mozné dokazat matematickou indukciou vzhladom na pocet
hrén. Nech G je graf a uvg € E(G) Iubovolnd hrana. Predpokladajme, vzhladom na
indukény predpoklad, ze G — uvy je hranovo ofarbeny pomocou A(G) + 1 farieb. Kedze
A(G) je maximélny stupeii v grafe GG, aspon jedna z farieb ostéava nevyuzita pri kazdom
vrchole grafu G, Specidlne to plati aj pre vrcholy u a vy. Zostrojme postupnost hran
Uy, U1, . . ., a postupnost farieb ¢y, ¢1, ... nasledovne: pre dany index ¢ vyberme farbu
¢;, ktord je nevyuzita pri vrchole v; a néasledne uwv;,; bude hrana, ktora je ofarbena
farbou ¢;. Tento proces konéi (pre ¢ = k), ak ¢ je nevyuzita farba pri vrchole u, alebo
ak pomocou c¢;, je ofarbend jedna z hran uv;, j < k.

Pripad 1:

Ak ¢, je nevyuzitd farba pri vrchole u, tak moézme prefarbit hrany uwv; farbou ¢;
pre 0 < ¢ < k. Takéto prefarbenie vedie ku korektnému hranovému farbeniu grafu G,
kedze kazd4 farba ¢; chyba pri vrchole v; a naviac ¢; chyba aj pri vrchole u.

Pripad 2:

Ak ¢, je farba, ktorou je ofarbena hrana uv;y, tak prefarbime hrany uv; farbou ¢;
pre 0 < i < j a odoberme farbu z hrany uv;. Farba ¢, (pomenujme ju ako ,siva“) chyba
teraz pri vrchole v; a taktiez pri vj. V dalSom nech ,cierna“ je farba, ktora chyba pri
vrchole u. Uvazujme tri moznosti: a) Ak siva taktiez chyba pri u, ofarbime uv; touto
farbou. b) Ak ¢ierna chyba pri v;, tak mézme ofarbit hranu uv; pomocou ¢iernej farby.
c) Ak dierna je nevyuZitd pri vg, tak ofarbime hrany wv; farbou ¢; pre j < i < k a
hranu uv;, ofarbime ¢iernou farbou.

Ak nenastane ani jeden z vyssie spominanych pripadov, tak uvazujme podgraf po-
zostavajuci iba zo sivych a ¢iernych hran. Komponenty tohto podgrafu st bud cesty
alebo kruznice. Vrcholy u, v; a vi st koncovymi vrcholmi ciest v tomto ,sivo-¢iernom*
podgrafe, nasledkom ¢oho nemozu vsetky patrit do jedného komponentu. V tomto pri-
pade, vyberme komponent obsahujtci prave jeden z tychto troch vrcholov a vymenme
farby na hranach v ramci tohto komponentu. Tymto zaistime, Ze nastane jeden z uz
skor spominanych pripadov a), b), alebo ¢), t.j. bud pri u bude nevyuzita siva farba,
alebo ¢ierna farba bude chybat pri jednom z vrcholov v; alebo v,. Nésledne je mozné
aplikovat jeden z uZ uvazovanych pripadov. O]

Vzhladom na predchédzajicu vetu vieme, Ze v stvislosti s maximalnym stupiiom,
pre chromaticky index grafu existuju len dve moznosti, bud x'(G) = A(G), alebo
X' (G) = A(G) 4+ 1. V prvom pripade hovorime, ze graf G patri do Triedy 1, v druhom
pripade, ze graf G patri do Triedy 2. Teda jednou z hlavnych otazok v ramci hranového
farbenia grafov je rozhodnut, do ktorej z dvoch uvazovanych tried dany graf patri. Vo
vSeobecnosti, nie je zndma jednoduchd podmienka, ktord by davala odpoved na tuto
otazku.

V dalsom, symbolom 9, ; oznac¢ime mnozinu n prvkovych grafov, ktoré patria do
Triedy 1 a symbolom §,, mnozinu vsetkych n prvkovych grafov. Poznamenavame, ze
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uvazujeme tzv. neoznackované grafy, t.j. dva n vrcholové grafy st povazované za rdzne,
ak s neizomorfné.

Veta 6.19 (Erdés, Wilson 1977). Takmer vsetky grafy patria do Triedy 1, t.j.

lim [Sna] =

n—oo |G|

1.

Dokaz tejto vety je zalozeny na tzv. pravdepodobnostnej metdde a opiera sa o
tvrdenie, ktoré hovori, ze takmer vSetky grafy maju jediny vrchol maximéalneho stupna.
Naviac je zname, ze grafy spliajice tito podmienku patria do Triedy 1.

Vysledok Vety 6.19 je mozné interpretovat aj nasledovnym sposobom. Uvazujme
mnozinu n vrcholov a zostrojme ,nahodny graf* tak, ze kazda spomedzi (;) moznych
hran je v grafe pritomnéa s pravdepodobnostou % Potom, pre dostatoc¢ne velké n, takto
ziskany graf bude takmer iste (s pravdepodobnostou blizkou 1) patrit do Triedy 1.

Ukazeme, ze Trieda 1 obsahuje vsetky bipartitné grafy.

Veta 6.20 (Konig 1916). Ak G je neprdzdny bipartitny graf, tak xX'(G) = A(G).

Dokaz. Nech G = [X,Y] je bipartitny graf s maximalnym stuptiom A(G) = k. Uka-
zeme, ze GG je podgrafom k-regularneho bipartitného grafu.

Ako prvé, ak je to potrebné, dopliime nové vrcholy do jednej z particii tak, aby
obe mali rovnakd mohutnost |X| = |Y/| = n. Ozna¢me M = kn — ) _, deg(x) ako
celkovy deficit stupniov v G. Ak k£ < M, k obom particidm pridajme M vrcholov a
na mnozine tychto novych vrcholov vytvorme podgraf H' ktory je k — 1-regularny. V
pripade, ze k > M priddme k novych vrcholov do oboch particii, vytvorime podgraf H’
izomorfny s Ky — F', kde F' je mnozina pozostavajica z M ,rovnobeznych® hran (v
kazdej particii H' bude M vrcholov stupnia k—1 a k— M vrcholov stupiia k). Nasledne
pridajme hrany spéajajuce deficientné vrcholy z X a Y s vrcholmi z H' na ,opac¢nych
stranach“. Kazdy z M vrcholov stupna k — 1 v H' dostane jednu hranu, ¢o vyriesi
problém s deficitom M hran v mnozinadch X a Y. Tymto sposobom ziskame bipartitny
k-regularny graf H, ktory je nadgrafom grafu G.

Podla Dosledku 5.4 v grafe H existuje perfektné sparenie M. Hrany patriace do
M, ofarbime farbou 1. Odstranenim hran tohto spérenia, dostaneme (A-1)-regularny
graf Hy = H — M, v ktorom opit existuje perfektné sparenie M,. Hrany patriace
do tohto sparenia ofarbime farbou 2. Takto pokracujeme, ¢im dostaneme postupnost
My, My, ..., Ma perfektnych spareni, pricom hranam z M; priradime farbu ¢. Tymto
sposobom ziskame hranové farbenie grafu H pomocou A farieb. Kedze G C H, plati
V(@) < A.

[

6.3 ZovSeobecnené farbenia

6.3.1 Zoznamové farbenie

Zoznamové farbenie (list coloring) grafov je farbenim vrcholov (popripade hran),
pricom farbu daného vrchola (hrany) je mozné vybrat z vopred daného zoznamu farieb.
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Podrobnejsie, nech G = (V, E) je graf, kde pre kazdy vrchol v € V je dany zoznam L(v)
pripustnych farieb. Vrcholové farbenie ¢: V' — S sa nazyva (vrcholovym) zoznamovym
farbenim, ak pre vSetky vrcholy w,v € V platia podmienky: ¢(v) € L(v) a c¢(u) # ¢(v)
pre uv € E. Hranové zoznamové farbenie je definované analogicky, t.j. pre kazda hranu
e € E sa uvazuje zoznam L(e) pripustnych farieb, pricom od farbenia ¢: E — S
pozadujeme c(e) € L(e) a c(e) # ¢(f) pre susedné hrany e a f.

Ak L ={L(v) : v € V} je zoznam pripustnych farieb pre vrcholy grafu G a zaroveri
existuje zoznamové farbenie grafu G vzhladom na tento zoznam, tak hovorime, ze G
je L-zoznamovo ofarbitelny. Graf G sa nazyva k-zoznamovo ofarbitelny, ak G je £-
zoznamovo ofarbitelny pre vSetky zoznamy £ = {L(v) : v € V} také, ze |L(v)| > k
pre kazdy vrchol v € V. Zoznamové chromatické ¢islo x,(G) grafu G je definované ako
minimélne k také, Zze G je k-zoznamovo ofarbitelny.

V pripade hranového zoznamového farbenia definujeme zoznamovy chromaticky in-
dez x;(G) grafu G, ako minimélne k také, ze G je k-hranovo zoznamovo ofarbitelny.

Veta 6.21. Nech G je graf. Potom
X(G) < x(G) SA(G) + 1.

Dokaz. Nech x,(G) = k. Potom G je L-zoznamovo ofarbitelny, kde zoznam £ pozos-
tava s rovnakych zoznamov L(v) = {1,...,k} pre vSetky vrcholy v € V. V tomto
pripade prislusné zoznamové farbenie je tiez vrcholovym farbenim pomocou k farieb,
teda x(G) < k.

Nech V' = {wvy,v9,...,v,} je vrcholova mnozina grafu G a £L = {L(v;) : 1 <i <n}
je Tubovolny zoznam taky, ze |L(v;)| > A(G) + 1 pre vSetky 1 < i < n. Aplikovanim
pazravého algoritmu popisaného v Leme 6.8 dostaneme vlastné vrcholové farbenie, ¢o
dokazuje nerovnost x,(G) < A(G) + 1. O

Vo vSeobecnosti nemusi platit rovnost x,(G) = x(G). Na obrazku Obr. 6.3 je zné-
zorneny kompletny bipartitny graf K3, pre ktory x¢(K33) = 3.

{1,2} {1,3} {2,3}

{12} {1,3} {2,3}

Obr. 6.3: Priradenie zoznamov vrcholom grafu K35 dokazujice x,(K33) > 2.

Ukéazeme, ze rozdiel medzi hodnotami x(G) a x, mdze byt Iubovolne velky.

Veta 6.22. Ak r a k su prirodzené cisla take, Ze r > (zkk_l), tak

Xe(Krr) > k+ 1.
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Dékaz. Sporom predpokladajme, Ze pre kompletny bipartitny graf K., plati x,(K,,) <

k. Nech U = {uy,...,u,} a W = {wy,...,w,} je rozdelenie grafu K, , na particie a

S = {1,2,...,2k — 1} je mnozina farieb. Existuje (%l;l) k prvkovych podmnozin
mnoziny S. Priradme tieto farebné zoznamy, kazdému vrcholu jeden, (Qkk_ !

Qkk_ 1) vrcholom z mnoziny W. Ostatnym vrcholom z mnoziny U, resp.

W priradme lTubovolné k prvkové podmnoziny mnoziny S. UkadZeme, Ze pre takéto

) vrcholom
z mnoziny U a (

priradenie zoznamov farieb vrcholom neexistuje korektné ofarbenie.

Nech c¢: UUW — S je lubovolné farbenie s vlastnostou c(v) € L(v) pre vSetky
v € UUW. Ozna¢me T = {c(u;) : 1 < i < r} ako mnozinu farieb priradenych
vrcholom z U a uvazujme dva mozné pripady.

Pripad 1: |T| < k — 1. Potom existuje k& prvkova podmnozina S C S taka, Ze
S"'NT = 0. Avsak, L(u;) = S’ pre nejaké j, 1 < j < r, teda c(u;) € S"NT, ¢o
predstavuje spor.

Pripad 2: |T| > k. V tomto pripade existuje k prvkovd podmnozina 7" C T. Teda
L(w;) = T" pre nejaké j, 1 < j < r. AvSak farba c(w;) je taktiez priradena nejakému
vrcholu u; z U, lebo ¢(w;) € T. Teda ¢(u;) = ¢(w,), pricom w,w; € E(K,,), ¢o znamena,
ze ¢ nie je vlastné vrcholové farbenie. O]

Co sa tyka hranového zoznamového farbenia, hodnota x/(G) je dolnym ohranice-
nim, t.j. x3(G) > x'(G), avsak nie je zname, na rozdiel od vrcholového zoznamového
farbenia, ¢i existuje graf G, pre ktory by tato hodnota bola ind. Ohladom hodnoty
X7(G) je teda znama nasledujica domnienka.

Domnienka (The List Coloring Conjecture). Pre kaZdy neprdzdny graf G plati

KedZe zoznamovy chromaticky index grafu G je rovny zoznamovému chromatic-
kému ¢islu jeho hranového grafu L(G) a taktiez x'(G) = x(L(G)), tdto domnienka
moze byt ekvivalentne formulovana ako x,(L(G)) = x(L(G)) pre vSetky grafy G.

Je zname, ze domnienka tykajica sa zoznamového chromatického indexu je pravdiva
v pripade bipartitnych grafov.

Veta 6.23 (F. Galvin 1995). Ak G je bipartitny graf, tak x,(G) = X'(G) = A(G).

6.3.2 Totalne farbenie

Dal$im zovSeobecnenym farbenim je tzv. totélne farbenie, v ktorom st farbené
vrcholy zéroven s hranami. Totalnym farbenim grafu G = (V, E) rozumieme zobrazenie
c: VUE — S také, ze (1) c(u) # c(v), ak u,v € V a vrcholy u a v st susedné, (2)
cle) #c(f), ak e, f € E a hrany e a f st susedné, (3) c(v) # c(e),akv eV, ec€ E a
vrchol v je incidentny s hranou e.

Podobne ako v pripade inych typov farbeni, povieme, ze graf G je totalne k-
zafarbitelny, ak existuje totalne farbenie grafu G vyuzivajice najviac k farieb. Totdlne
chromatické ¢islo x" grafu G je definované ako minimalne k také, ze graf G je totalne
k-zafarbitelny.
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Ak ¢ je totalne farbenie grafu G a vrchol v € V je stupna A(G), tak farbenie ¢
musi priradit rézne farby vSetkym hranam incidentym s vrcholom v a taktiez vrcholu
v samotnému. To dokazuje, Ze pre totalne chromatické ¢islo plati nerovnost

X"(G) > A(G) + 1, pre vsetky grafy G.

V suvislosti s totalnym farbenim grafov existuje domnienka, ktora tvrdi, podobne
ako je to dokazané v pripade chromatického indexu, ze hodnota x” sa od spominaného
dolného odhadu lisi najviac o jedna.

Domnienka (The Total Coloring Conjecture). Pre kaZdy graf G plati
X' (G) < A(G) + 2.

Hoci vo vSeobecnosti sa nevie, ¢i spominand hodnota A(G)+ 2 je hornym ohranice-
nim pre totalne chromatické ¢islo, je zname, ze hodnota x;(G) +2 hornym ohrani¢enim

je.
Veta 6.24. Pre vsetky grafy G plati

X'(G) < xi(G) +2.

Dokaz. Oznacme x;(G) = k. Ukazeme, ze existuje totalne farbenie grafu G, vyuziva-
juce k + 2 farieb. Vzhladom na Brooksovu vetu, Veta 6.11, dostavame

X(G) <14+ AG) <14+ X(G) <1+ x(G) <2+ xy(G) =2+k.
Teda G je vrcholovo (k + 2)-zafarbitelny. Nech c¢: V(G) — {1,...,k + 2} je nejaké
pevne dané vrcholové farbenie grafu GG. Pre kazda hranu e = uv grafu G, nech
L'(e)={1,....k+2} ~ {c(u),c(v)}

je zoznam pripustnych farieb hrany e. Kedze |L'(e)| > k pre vSetky hrany e € F(G)
a naviac \}(G) = k, tak existuje vlastné hranové farbenie ¢ grafu G splitajice c(e) €
L'(e) pre kazdi hranu e € E(G). Teda pre Iubovolntt hranu e = uwv mame c(e) ¢
{c(u),c(v)}, ¢o umoznuje definovat totélne farbenie ¢’ grafu G nasledovne:

o c(r) akzeV(G)
(@) akwze E(G).

Je pomerne Tahko vidiet, Ze ¢ je korektné totélne farbenie grafu G pomocou k + 2
farieb, teda x"(G) < k +2 = x}(G) + 2. O

Domnienka tykajica sa zoznamového chromatického indexu tvrdi x;(G) = x/'(G)
pre kazdy neprazdny graf G. Ak by tato domnienka bola pravdiva, potom vzhladom
na Vizingovu vetu (Veta 6.18) x'(G) < 1+ A(G), ¢o by podla Vety 6.24 znamenalo
X"(G) < A(G) + 3. V roku 1998 M. Molloy a B. Reed dokézali existenciu konstanty ¢
takej, ze hodnota A(G) + ¢ je hornym ohrani¢enim x”(G) kazdého grafu G. Presnejsie,
dokéazali nasledovné tvrdenie.

Veta 6.25. Pre vsetky grafy G plati
Y'(G) < A(G) + 10%°.
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Kapitola 7

Planarne grafy

Graf G sa nazyva plandrny, ak existuje jeho nakreslenie v rovine také, ze jeho hrany
sa pretinaji iba v koncovych vrcholoch. Takéto nakreslenie sa zvykne nazyvat rovinnou
reprezentaciou grafu G, respektive vnorenim grafu G do roviny. Pod pojmom rovinny
graf rozumieme graf spolu s jeho konkrétnym vnorenim do roviny.

Kazda rovinna reprezentacia grafu G rozdeluje rovinu na oblasti, nazyvané steny
rovinného grafu. Kazda stena je charakterizovana mnozinou hran, respektive mnozinou
vrcholov, ktoré tvoria jej hranicu. Pripominame, Ze pojem steny grafu je viazany so
Specifickou rovinnou reprezentaciou a nie je definovany pre neplanarne grafy ako aj v
pripade planarnych grafov, ktoré nie st vnorené do roviny.

Cast roviny, ktora lezi ,,mimo“ rovinného grafu a nie je ohrani¢ena, je taktiez po-
vazovana za stenu tohto grafu a nazyva sa vonkajsou stenou. Mnozinu stien rovinného
grafu G budeme oznacovat symbolom F(G).

V dalsom budeme vyuzivat nasledujice tvrednie, zname ako Jordanova veta o uzav-
retej krivke, ktoré uvedieme bez dokazu. Pod jednoduchou uzavretou krivkou C' roz-
umieme obraz spojitého zobrazenia : [0,1] — R2, ktoré splita ¢(0) = ¢(1), pricom
zobrazenie o ziZené na polouzavrety interval [0, 1) je injektivne.

Veta 7.1 (Jordan). KaZdd jednoduchd uzavretd krivka C v rovine rozdeluje zvysok
tejto roviny na dve disjunktné oblikovo suvislé otvorené mnoZiny.

Poznamenajme, Ze aj ked tvrdenie Jordanovej vety je intuitivne zrejmé, jeho dokaz
je pomerne narocny. Dve otvorené mnoziny na ktoré krivka C' rozdeluje rovinu, sa
nazyvaju vnutrom int(C') a vonkajskom ext(C') krivky C'. Z Jordanovej vety vyplyva,
ze kazda krivka spajajica nejaky bod z int(C') s bodom v ext(C), pretina krivku C' v
asponl jednom bode (Obr. 7.1).

Ako aplikaciu Jordanovej vety dokazeme, ze uplny graf K5 nie je planarny.

Veta 7.2. K5 je neplandrny.

Dokaz. Sporom predpokladajme, ze existuje rovinny graf G, ktory je vnorenim grafu
K5 do roviny, pricom V(G) = {v1,vs,v3,v4,05}. Kedze graf G je uplny, kazdé dva
vrcholy grafu G st spojené hranou. Kruznica C' = vyv9v3v; tvori jednoducht uzavrett
krivku v rovine, a nasledne vrchol v4 musi lezat bud v int(C) alebo v ext(C'). Bez ujmy
na vSeobecnosti mozme predpokladat, ze vy € int(C'). Potom krivky reprezentujice
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Obr. 7.1: Priklad Jordanovej krivky.
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Obr. 7.2: Dékaz neplanarity grafu K.

hrany v4v1, v4vs a v4v3 taktiez lezia celé (az na koncové vrcholy vy, vy a v3) v mnozine
int(C) (Obr. 7.2).

Dalej, uvazujme kruznice C; = v9050409, Cy = v3040103 a Cs = v10904v1. VSimnime
si, ze v; € ext(C;) pre i = 1,2, 3. Nakolko v;u5 € E(G) a G je rovinny graf, dostavame,
ze vy € ext(C;) pre vSetky i = 1,2,3. To ale znamena, Ze vs € ext(C). AvSak podla
Jordanovej vety, krivka odpovedajica hrane vsv, musi pretinat C' v nejakom bode, ¢o
odporuje rovinnosti grafu G. O]

7.1 Eulerov vzorec a jeho doésledky

Veta 7.3 (Euler 1752). Nech G je n vrcholovy suvisly rovinnyg graf, ktory md m hrdan
a f stien. Potom
n—m+f=2. (7.1)
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Dokaz. Dokézeme toto tvrdenie matematickou indukciou vzhladom na pocet hran. Ak
graf G m& m = 0 hran, potom vzhladom na stvislost, obsahuje prave jeden vrchol.
Kedze v tomto pripade f =1, dostaneme n —m+ f=1—-0+1=2.

V dalsom predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky stvislé rovinné grafy s m > 0
hranami. Nech G je stuvisly rovinny graf obsahujici m+1 hran. Ak G neobsahuje ziadny
cyklus, potom graf G je stromom splitajicim n—1 = (m+1) (kazdy n vrcholovy strom
man—1hrén)a f=1,tedan—(m+1)+f=m+1)+1—(m+1)+1=2tj.
tvredenie plati pre graf G.

V pripade, Ze graf G obsahuje nejakti kruznicu C, vyberme Iubovolni hranu e
patriacu do C a vytvorme graf G’ = G — e. KedZe hrana e patrila cyklu, G’ ostane
suvisly. Pocet hran m’ grafu G’ je rovny m, teda vzhladom na indukény predpoklad
plati n’ —m’ + f' = 2. AvSak n = n/, m’ = m a f' = f — 1, nakolko hrana e lezala
na hranici dvoch stien (jednej vo vnuitry C, druhej vo vonkajsku kruznice C'). Z tohto
dostavame

2=n'"—m'+f =n—-m+f—-1=n—(m+1)+f,

¢o ukazuje ze Eulerov vztah plati pre graf G. ]

Désledok 7.4. Nech G je suvisly plandrny graf. Potom vsetky vnorenia grafu G do
roviny maju rovnaky pocet stien.

Désledok 7.5. Nech G je plandrny graf magici n > 3 vrcholov a m hrdn. Potom

(i) m < 3n — 6, pricom m = 3n — 6 prdve vtedy, ked kaZdé vnorenie grafu G do
roviny je trianguldciou,
(ii) m < 2n — 4, ak G neobsahuje trojuholnik.

Dokaz. Mozme predpokladat, ze G je stuvisly. V opa¢nom pripade pridanim hran do-
cielime aby graf stvisly bol. Pre jednoduchost G tiez oznacuje vnorenie do roviny.

(i) KedZze kazda stena obsahuje aspori 3 hrany, pricom kazda z hran je zapocitana v
prave dvoch stenach, dostavame nerovnost 2m > 3f. Pouzitim Eulerovho vzorca (7.1)
a tejto nerovnosti dostaneme

6=3n—3m+3f <3n—3m+2m=3n—m.

Je vidiet, Ze rovnost 6 = 3n — m plati prave vtedy ked 2m = 3f, t.j., vSetky steny
grafu G sa trojuholniky.

(ii) Podobne ako v predchadzajicom pripade, nakolko graf G neobsahuje trojuhol-
niky, dostaneme nerovnost 2m > 4f, resp. m > 2f. Nasledne

4=2n-2m+2f <2n—-2m+m=2n—m.

Désledok 7.6. Grafy K5 a K33 nie su plandrne.

Dokaz. Graf K5 ma 10 hran a v pripade, Zze by bol planarny, podla nerovnosti (i) by
muselo platit 10 < 3-5—6 = 9. Podobne graf K33 ma 9 hran a neobsahuje trojuholniky,
teda z (ii) by plynulo 9 < 2-6 —4 = 8. O]
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Désledok 7.7. Kazdy plandrny graf obsahuje vrchol, ktorého stupen je najviac pit.

Dokaz. Sporom predpokladajme, ze existuje planarny graf GG, ktorého vsetky vrcholy
maju stupeni aspon 6. Potom vyuzitim nerovnosti (i) platnej pre planarne grafy dosta-
vame

6n <) deg(v) =2m < 6n — 12,

O

Mnohosten alebo polyéder je trojrozmerné geometrické teleso, ktorého povrch sa
sklada z konecného mnozstva stien tvorenych pravidelnymi alebo nepravidelnymi mno-
houholnikmi. Ak z kazdého vrcholu mnohostenu vychadza rovnaky pocet hran a zaro-
ven kazda stena je pravidelnym mnohouholnikom, potom sa takyto mnohosten nazyva
Platonskym telesom. Pripominame, Ze kazdy mmnohosten sa v rovine da reprezento-
vat ako 3-stvisly rovinny graf. Platénskym telesdm teda odpovedaji reguldrne rovinné

grafy, v ktorych kazda stena mé rovnaky stupeti (je ohrani¢end rovnakym poctom
hran).

Veta 7.8. Ezxistuje prave pdt Platonskych telies. Siu to pravidelny Stvorsten (tetraéder),
kocka (pravidelny Seststen, hexaéder), pravidelny osemsten (oktaéder), pravidelny dva-
ndststen (dodekaéder) a pravidelny dvadsatsten (ikosaéder).

Dokaz. Nech P je regularny mnohosten s n vrcholmi, m hranami a f stenami. Ozna-
¢me k stupen kazdého vrchola a [ stupen kazdej steny mnohostena P. Potom platia
nasledujice vztahy:

k-n=2m a [-f=2m.

Vyjadrenim nezndmych n a f a ich dosadenim do Eulerovho vzorca dostavame

2m 2m 5
—_— m —_— 5
k l
¢o po predeleni vyrazom 2m je ekvivalentné so vztahom
1 1 1 1
S R 7.2
FTT T m 2 (7.2)

Je zrejmé, ze | > 3 (kazd4 stena musi byt ohrani¢ené aspori troma hranami) a k > 3
(je geometricky zrejmé, ze v kazdom vrchole mnohostena sa musia stretnaf aspon tri
hrany). VSimnime si, Ze prava strana rovnice (7.2) je rovna aspoil %, teda nemdze
sucastne nastat k > 4 a | > 4. Nasledne teda plati k = 3 alebo [ = 3.

Pripad k = 3: Potom z rovnice (7.2) dostavame

I m * 6
KedZze m je kladné ¢islo, dostavame, ze 3 < [ < 5. To odpoveda dvojiciam (I, m) v tvare
(3,6), (4,12) a (5,30), resp. trojiciam (n,m, f) v tvare (4,6,4), (8,12,6) a (20, 30, 12).

Pripad | = 3: Potom z rovnice (7.2) dostavame



(a) tetraéder (b) kocka (c) oktaéder

(d) dodekaéder (e) ikosaéder

Obr. 7.3: Grafy prislichajice Platonskym telesam.

¢o odpoveda dvojiciam (k,m) v tvare (3,6), (4,12) a (5,30), resp. trojiciam (n,m, f)
v tvare (4,6,4), (6,12,8) a (12,30, 20).

Dostédvame teda 5 rdznych rieSeni, ktorym odpoveda pit Platonskych telies: te-
traéder (4,6,4), kocka (8,12,6), oktaéder (6,12,8), dodekaéder (20,30, 12), ikosaéder
(12,30, 20).

Rozborom pripadov sa da dokazat, Ze iné Platonske telesa neexistuj. O

7.2 Charakterizacia planarnych grafov
Veta 7.9 (Kuratowski 1930). Graf je plandarny prave vtedy, ked neobsahuje Ziadne
podrozdelenie K5 ani K33 ako svoj podgraf.
7.3 Farbenie planarnych grafov

Veta o styroch farbach.
Veta 7.10 (Appel, Haken 1977). Kazdy plandrny graf je (vrcholovo) 4-zafarbitelny.
Veta 7.11 (Heawood 1890). Kazdy plandrny graf je 5-zafarbitelny.
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Dokaz. Postupujme indukciou vzhladom na pocet vrcholov grafu. Je zrejmé, ze tvrdenie
plati pre graf s jednym vrcholom.

Dalej predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky n vrcholové plandrne grafy a
nech G je n + 1 vrcholovy planarny graf. Podla Dosledku 7.7 graf G obsahuje vrchol v
sphitajici deg(v) < 5. Vzhladom na indukény predpoklad graf G' — v je 5-zafarbitelny.
Nech ¢ je nejaké (vlastné) farbenie grafu G —v pomocou 5 farieb. Pomocou ¢ zostrojime
farbenie grafu G, ktoré vyuziva najviac pift farieb.

Ako prvy pripad predpokladajme, ze nejaka farba, povedzme i, chyba pri nejakom
susedovi vrchola v. Potom farbenie ¢ grafu G — v je mozné rozsirif na G poloZzenim
¢(v) =i (poznamenajme, Ze toto nastane vzdy ak deg(v) < 4).

Dalej teda predpokladajme, Ze vrchol v mé prave 5 susedov, ktorym st priradené
rozne farby. Nech vy, vo, v3,v4 & v5 sU tyto susedia, oznaceny v rovinnom grafe G v pro-
tismere hodinovych rucic¢iek. Vzhladom na moznost permutéacie farieb, mozme predpo-
kladaft, ze c(v;) = i pre vSetky indexy 1 <i < 5.

Nech G;; pre ¢ # j, 1 <i,5 <5 je podgraf grafu GG indukovany vrcholmi, ktoré
maji farbu i alebo j. Dalej, ozna¢me C 3 komponent v podgrafe G 3 obsahujici vrchol
v1. Ak vrchol vs nepatri do C 3, mézme v ramci komponentu C 3 navzajom vymenit
farby 1 a 3, a nasledne priradit farbu 1 vrcholu v, ¢im ziskame farbenie grafu G piatimi
farbami. Ak v3 € (3, tak v tomto komponente C 3 musi existovat cesta P medzi
vrcholmi vy a wv3, ktora spolu s hranami vv; a vvs tvori kruznicu C'. Tato kruznica
separuje vrcholy vy a vy (jeden lezi vo vnutri C'; druhy vo vonkajsku). Nasledkom toho
vrchol v, nemdze patrit do komponentu Cs4 podgrafu G4 obsahujiceho vy, lebo v
opacnom pripade by nejaka hrana cesty spajajicej vrcholy vy a v, musela pretinat
nejak hranu kruznice C. Teda je mozné v ramci komponentu Cs 4 navzajom vymenit
farby 2 a 4, a nasledne ofarbif vrchol v farbou 2, ¢im ziskame farbenie grafu G pomocou
piatich farieb. [l

V roku 1976 Vizing a v roku 1979 Erdoés, Rubin a Taylor vyslovili domnienku,
7e vSetky planarne grafy si 5-zoznamovo ofarbitelné, pricom existuju planarne grafy,
ktoré nie st 4-zoznamovo ofarbitelné. Obe tieto domnienky boli dokédzané okolo roku
1993.

Veta 7.12 (Thomassen 1994). Kazdy plandrny graf je 5-zoznamovo ofarbitelny, t.j.
Xe(G) < 5 pre vsetky plandrne grafy G.

V roku 1993 M. Voigt nasla priklad planarneho grafu, majiceho 238 vrcholov, ktory
nie je 4-zoznamovo ofarbitelny.

Veta 7.13 (Voigt 1993). Ezistuje plandrny graf G, pre ktory xo(G) = 5.

7.4 Miery neplanarity

7.4.1 Hrubka grafu

Hribka grafu G = (V, E) je definovana ako minimalne k také, Ze existuje systém
planarnych podgrafov G; = (V, E;) C G, 1 < i < k, tvoriacich rozklad mnoziny hran
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grafu G, tj. UV E;, = E a E;NE; = () pre i # j. Hrtbku grafu G ozna¢ujeme
symbolom 6(G). Tefa je zrejmé, ze 0(G) = 1 prave vtedy, ked G je planarny. Grafy
spliiajiice 6(G) = 2 sa zvyknii nazjvat aj ako biplanarne.

Vzhladom na Eulerov vzorec a jeho dosledok, tykajici sa maximéalneho po¢tu hréan
v planarnom grafe, dostavame nasledujtci dolny odhad.

Lema 7.14. Nech G je graf s n > 2 vrcholmi a m hranami. Potom

) 06) > |35 .

i) 0(G) > {ani 4—‘, ak G neobsahuge trojuholnik.

Vo vSeobecnosti st zname nasledujice horné odhady, ktoré sa vztahuji na pocet
hran a maximalny stupen grafu.

Veta 7.15. Nech G = (V, E) je graf s |E| = m hranami a mazimdlnym stupriom
A(G) = A. Potom

i) 0(G) < L %+%J

0 oz [2].

Konkrétne hodnoty hribky st zndme len pre niektoré triedy grafov. Uvedieme ich
v pripade uplnych grafov K,, a tplnych bipartitnych grafov K, ,.

Veta 7.16. Hrubka uplneho grafu K, je

0(K,) = V : 7J Cpren£9.10 a 0(Ky) = 0(Ky) 3.

Hribka tuplného bipartitného grafu K,,,, je
m-n
0 Kmn =5 T o>
(Komn) {2(m+n—2)J
okrem pripadu, ked obe ¢isla m,n si nepdrne, m < n a existuje celé ¢islo k, spliiajice
2k(m —
o | 2km=2) |
m — 2k
7.4.2 Priesecnikové ¢islo

Nakreslenie grafu G v rovine sa nazyva dobré, ak ziadne dve hrany sa nepretinaju
viac ako raz, ziadne dve susedné hrany sa nepretinaju a ziadne tri hrany sa nepretinaja
v jednom spolo¢nom bode.

Priesecnikové ¢islo v(G) grafu G je minimalny pocet priese¢nikov, ktory sa berie
vzhladom na vSetky mozné dobré nakreslenia grafu G v rovine.
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Obr. 7.4: Nakreslenie K¢ s troma priese¢nikmi.

Priklad 7.17. Ukéazeme, ze v(Kg) = 3. Na obrazku Obr. 7.4 je dobré nakreslenie K,
ktoré ma 3 priesecniky, teda v(Kg) < 3. Naopak vieme, Ze K¢ ma 15 hran. AvSak
podla Dosledku 7.5, planarny 6 vrcholovy graf moze mat najviac 3 -6 — 6 = 12 hréan.

Pridanie kazdej zo zvy$nych 3 hran vedie k aspon jednému prekrizeniu (celkovo trom),
teda v(Kg) > 3.

Veta 7.18. Nech G je n vrcholovy graf s m hranami a nech k = max{|E(H)| : H C

G, H plandrny} je rovné mazimdlnemu poctu hran v plandrnom podgrafe grafu G.

m2  m

Potom v(G) > m — k a taktiez v(G) > TR

Dokaz. Nech G je rovinny graf, t.j. je dané jeho nakreslenie v rovine, a H je maxi-
malny rovinny podgraf GG, ktory ma najviac k& hran (v danom nakresleni sa hrany H
nepretinaji). Potom fubovolnd hrana mimo E(H) pretina aspon jednu hranu z E(H),
pretoze v opacnom pripade by ju bolo mozné pridat k podgrafu H, ¢o by bolo v rozpore
s maximalitou H. KedZe H ma najviac k hran, existuje aspon m — k prekrizeni medzi
hranami z F(G) \ E(H) a hranami z F(H).

Po odstraneni hran z F(H) ostava asponi m — k hran. Rovnaky argument dava
asponi (m — k) — k prekrizeni hran v nakresleni zostavajucej casti grafu. Iterovanim
tohto postupu dostavame v nakresleni celého grafu G aspon

i o t(t+1)
Z(m—zk)—mt—k‘- 5

=1

prekrizeni, kde ¢ = |m/k]. NapiSme m = tk + 7, kde 0 < r < k — 1 a nahradme
t = (m —r)/k v predchddzajicom vyraze. Po uprave dostdvame

m  r(k—r)
PR

m2
>
2k - 2k

m? m
> — —_
G = 35 2

Veta 7.19. Pre priesecnikové cislo v(K,) uplného grafu K,, n > 5 plati

()<= ()

Dokaz. Horné ohranicenie je dané tym, Ze priesecnikové ¢islo n vrcholového grafu ne-
..... n

4). To vyplyva z toho, Ze mdéZme umiestnit vrcholy na obvod
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kruznice, pri¢om hrany budu tvorif tetivy (lokdlne zmenené z tseciek na krivky tak,
aby vysledné nakreslenie bolo dobré). V pripade K,,, kazda Stvorica vrcholov vytvara
prave jedno prekrizenie, teda celkovy pocet priese¢nikov v tomto nakresleni K, neprek-
racuje pocet vsetkych 4 prvkovych podmnozin.

Na dokaz dolného ohranic¢enia pouzijeme matematickti indukciu. Pre n = 5 do-
stavame é(i) = 1 a nakolko K5 je neplanarny, méame v(K5) > 1, teda tvrdenie v
tomto pripade plati. Dalej uvazujme nakreslenie K5 v rovine s najmensim poctom
priesec¢nikov. Takéto nakreslenie obsahuje n nakresleni K,,_;, kazdé ziskané vymaza-
nim jedného vrchola. Kazdé takéto podnakreslenie obsahuje aspon v(K,,_1) prekrizeni.
Celkovo takto napocitame viac ako nv(K,_1) priesecnikov, avSak kazdy z nich v na-
kresleni K, je zapocitany n — 4 krat (nie je zapo¢itany v pripade, ak chyba vrchol z
nejakej kriziacej sa hrany). Teda plati nerovnost (n — 4)v(K,) > nv(K, 1).

1

Nasledne, vyuzitim predpokladu v(K, 1) = 5(";1), dostavame

n n 1 m=1)n—-2)n—-3)Mn—-4) 1(n
V<Kn)2n—4y(Kn71):n—4.g. 24 :5< )

Predchéadzajice tvrdenie déava pre priesecnikové ¢islo v(K,) asymptoticky odhad

v tvare pznt + O(n?) < v(K,) < 5yn* + O(n?). V skutocnosti, je zndme nasledovné

vylepSenie
Veta 7.20 (Guy, 1972). n* + O(n®) < v(K,) < gn* + O(n?).

V pripade tplnych bipartitnych grafov K, , si zndme nasledujice nerovnosti ty-
kajice sa priesecnikového ¢isla.

Veta 7.21. Nech m < n st prirodzené c¢isla. Potom pre v(K,, ) plati

sl o ens 3] 252 5

Horné ohranicenie pre v(K,,,) sa dosiahne nakreslenim K, ,, nasledovnym sposo-

bom. Umiestnime {%W vrcholov na kladna y-ovi os, zvysnych L%J vrcholov na zaporna
y-ovli os a podobne rozdelme m vrcholov pozdlz kladnej a zapornej osi . Nésledne
spojme vsetky vrcholy na osi x so vSetkymi vrcholmi na osi y. Na obrazku Obr. 7.5 je
zachytené nakreslenie Kg 5 tohoto typu. Je zname, Ze takéto nakreslenie je optimélne

v pripade min{m,n} < 6.

V sucastnosti presné hodnoty priesec¢nikovych ¢isel iplnych a tGplnych bipartitnych
grafov vo vSeobecnosti nie si zname. Avsak existuju domnienky, ktoré presni hodnotu

1 )

tychto cisel udavaju nasledovne.

Domnienka.




Obr. 7.5: Optimalne nakreslenie K 5.

Na zaver tejto casti dokazeme tvrdenie tykajice sa dolného odhadu priese¢nikového
¢isla, tykajuceho sa Iubovolnych grafov, majucich dostatoény pocet hran.

Veta 7.22 (Ajtai, Chvatal, Newborn, Szemerédi 1982, Leighton 1983).
1 3
Nech G je n vrcholovy graf s m hranami. Ak m > 4n, tak v(G) > 6—4m—2
n

Dokaz. Dokaz urobime matematickou indukciou vzhladom na pocet vrcholov grafu n.

Ako prvy krok ukdzeme, Ze tvrdenie plati pre vSetky grafy s m < 5n hranami
(toto zahfna vSetky grafy s najviac 11 vrcholmi). Vzhladom na predpoklad vety méame
4n < m < 5n a teda m = an pre raciondlne ¢islo ™ = o € (4,5). Poznamenajme, ze
pre « € (4,5) plati nerovnost o —3 > 6i40z3. Pouzitim Vety 7.18 a uvedenych nerovnosti
dostavame

n o, 1m?
v(G) Zm = (3n—6)>m—3n=n(a—3) > ~a’= .

V dalSom predpokladajme n > 11, m > bn a taktieZ, ze tvrdenie plati pre vSetky
grafy s menej ako n vrcholmi. Uvazujme nakreslenie grafu G = (V| F) s najmensim
moznym poctom priesec¢nikov. Kazdy priesecnik sa vyskytuje n—4 krat v nakresleniach
ziskanych odstranenim jedného vrchola (okrem 4 vrcholov, ktoré tvoria konce dvoch
prekrizenych hran). Pre v € V' graf G — v ma n — 1 vrcholov a m — deg(v) hréan. Naviac
plati deg(v) < n —1, teda m — deg(v) > 5n—(n—1) =4n+ 1 > 4(n — 1), ¢o podla
indukéného predpokladu znamend, ze pre graf G — v plati v(G — v) > 6—14 . %
Nésledkom toho pre celkovy pocet priese¢nikov dostavame nerovnost

1 (m— deg(v))’
(n—4w(G) =Y (G -v)> Z@‘ T (7.3)
veV veV
Ak uvazujeme funkciu n premennych f(xq,...,2,) = > (m—x;)3, tak za podmienok
Yow x; =2m, x; > 0prei=1,...,n, tito funkcia nadobtida minimalnu hodnotu v
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pripade z; = -+ - = x,, = 2m/n. Vyuzitim tohto faktu a nerovnosti (7.3) dostavame

1 = om\° n(n — 2)>m?3 1 m?

G) > —— ) = > L

UG 2 G = Dm = 1) ; (m n > 64(n — 12(n —4)n® = 64 n2’
pri¢om poslednd nerovnost plynie z faktu (n —2)3 > (n — 1)%(n — 4). O

7.4.3 Rod grafu, vnorenia na orientovatelné plochy

Namiesto minimalizacie prekrizeni v rovine, je mozné vyhnut sa krizeniam tym, Ze
grafy budeme kreslif na iné plochy. Je dobré si uvedomit, Ze ¢o sa prieseénikov tyka,
je kreslenie grafov do roviny ekvivalentné s kreslenim grafov na gulovi plochu (sféru).
Plochy v R? sa vo vieobecnosti delia na orientovatelné a neorientovatelné.

Volne povedané, plocha sa nazyva orientovatelnd ak mé dve strany, pri¢om je mozné
rozhodnit, ktora z nich je ,vrchnd“ a ktora ,spodna“. Typickym prikladom oriento-
vatelnej plochy je gulova plocha a neorientovatelnej plochy Mobiov list. Pre ndzornost
sa v dalSom budeme zaoberat iba uzavretymi orientovatelnymi plochami. Uzavretou
plochou rozumieme kompaktnta plochu bez hranice.

V topoldgii je znama fundamentalna veta, ktora charakterizuje uzavreté orientova-
telné plochy nasledovne: kazZdd uzavretd orientovatelna plocha je homeomorfnd (existuje
spojité bijektivne zobrazenie so spojitou inverziou) s plochou S.,, t.j. so sférou, ku ktorej
je pridanych v ricok, v > 0 celé. Riuckou rozumieme zakrivenu valcova plochu prepéa-
jajucu dve kruhové diery v ploche. Plocha vytvorena pridanim jednej ricky ku gulove;
ploche je homeomorfna s plochou nazyvanou torus (Obr. 7.6).

Obr. 7.6: Gulova plocha s jednou rackou a torus.

Pocet rac¢ok pridanych ku gulovej ploche sa nazyva (orientovatelny) rod plochy
(ang. genus).

Ak pocet racok, ktoré su pridané k ploche je relativne maly, je vhodné kombi-
natoricky reprezentovat plochu S, ako mnohouholnik. Vo vSeobecnosti, pre uzavrett
orientovatelnt plochu S, vezmime 4y-uholnik, pricom stotoznime jeho strany podla
vzoru

-1 -1 -1 -1
al?ﬁlaal a/81 7"'704775776%1 757 .

Symboly «;, ; oznacuji orientaciu hran v jednom, pevne zvolenom smere (napr.
v smere hodinovjch ruéiciek), a symboly a;', B; ! oznacujii orienticiu v opa¢nom
smere (v protismere hodinovych ruci¢iek). Hrana «; (podobne hrana [3;) je stotoznena
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s hranou «; ' (3;') v smere ich orientécii. Na obrazku Obr. 7.7 je zndzornend takato
kombinatorickd charakterizacia plochy Sy, alias torusu, ziskana vhodnym rozrezanim
tejto plochy.

EB =12

Obr. 7.7: Kombinatorické charakterizacia torusu.

A

Hovorime, ze graf G je vnoreny na plochu S, ak existuje jeho reprezentacia (nakres-
lenie) v S takd, ze ziadne dve krivky zodpovedajice hrandm sa v rdmci S nepretinaju.
(Orientovatelny) rod grafu G je najmensie prirodzené ¢islo 7 také, Ze G mé vnorenie
na plochu S,. Rod grafu G oznacujeme symbolom v(G).

Obr. 7.8: Vnorenie K5, K33 a K7 na torus.

Dolezity pojem tykajuci sa vnoreni, je tzv. bunkové vnorenie grafu na plochu. Graf
G je bunkovo vnoreny na plochu S, ak je vnoreny na S a kazdy komponent mnoziny
S\ G je homeomorfny vnitrajsku kruznice v R? (tzv. otvorenému disku). Injmi slo-
vami, graf vnoreny na plochu S rozdeluje ttto plochu na oblasti, rovnako ako rovinny
graf rozdeluje rovinu na steny. Graf je bunkovo vnoreny na S prave vtedy, ked kazdua
jednoduchii uzavrett krivku, ktord sa nachadza vo vnitri Tubovolnej oblasti, je mozné
spojito (,,bez roztrhnutia“) skontrahovat do jediného bodu.

Pokial sa jedna o vnorenia do roviny (plocha Sy), kazdé vnorenie suvislého planar-
neho grafu je bunkové. Ak je graf nesavisly, nejednd sa o bunkové vnorenie (sfucka
okolo komponetu suvislosti, nachadzajtica sa vo vonkajsej stene, sa neda spojite kon-
trahovat do jediného bodu). Je mozné ukazat, ze ak suvisly graf G je vnoreny na plochu
orientovatelného rodu v(G), tak sa nutne jedna o bunkové vnorenie.

Podobne ako pre planarne grafy, plati obdoba vztahu (7.1) tzv. Eulerov vzorec pre
plochy vyssieho rodu.
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Veta 7.23. Nech G je suvisly graf s n vrcholmi, m hranami a f stenami, ktory je
bunkovo vnoreny na plochu S,, v > 0. Potom

n—m+f=2-—2y. (7.4)

Vzhladom na to, ze kazdé vnorenie stvislého grafu G na plochu S, je bunkové,
dostavame

Désledok 7.24. Pre kazZde vnorenie siuvislého grafu G na plochu Sy plati
n—m+ f=2-2vG).

Lema 7.25. Nech G je n vrcholovy graf s m hranami, ktory je vnoreny na plochu S,
v > 0. Potom pre pocet hran plati

m < 3(n—2+27v).

Dékaz. Nech G je graf vnoreny na plochu S,, v > 0. Potom plati v(G) < 5. Nech
vnorenie grafu G na plochu S, mé f stien Fy, Fy, ..., Fy, f > 1, pricom m, oznacuje
pocet hran na hranici steny F;. Teda m; > 3. KedZe kazd4 hrana je na hranici jednej
alebo dvoch stien, dostavame

f
3f < Zmi < 2m.
i=1

Vyuzitim (7.4) a nerovnosti v(G) < v a 3f < 2m méame

6—67<6—-6y(G)=3n—3m+3f <3n—3m+2m=3n—m.

Veta 7.26 (Heawood 1890). Ak graf G je vnoritelny na plochu S,, v > 0, tak

we) < | AR (75)
Dokaz. Polozme ¢ = (7++/1 + 487)/2. Na dokaz nerovnosti (7.5) staci ukazat, ze kazdy
graf vnoritelny na plochu S, obsahuje vrchol stupnia najviac ¢ — 1 (z toho pouzitim
indukcie vzhladom na pocet vrcholov vyplyva x(G) < ¢).

Kedze x(G) < ¢ pre kazdy graf G s najviac ¢ vrcholmi, v dalsom mézme predpo-
kladaft, Ze pre pocet vrcholov n grafu G plati n > ¢. Pouzitim Lemy 7.25 ukaZeme, Ze
priemerny (tym paddom aj minimélny) stupen grafu G je najviac ¢ — 1.

KedZe c je koretiom kvadratickej rovnice ¢ — 7c + (12 — 12) = 0, méme ¢ — 1 =
6 — (12 — 12v)/c. Nech m oznacuje pocet hran grafu GG. Potom pre priemerny stuperi

dostavame
2 —242 12 —12 12 —12
_m§—6(" +7):6_—7§6——7:c—1,
n n n c
pri¢om poslednéd nerovnost plati vdaka n > ¢ a v > 0. O
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Poznamenajme, ze Heawoodov vzorec dava spravnu hodnotu aj v pripade v = 0 t.j.,
X(G) < 4 pre v8etky grafy G vnoritelné na gulovi plochu Sy (planarne grafy). Avsak
vsetky doteraz zname dokazy Heawoodovho vzorca vyuzivaju predpoklad v > 0, teda
neposkytuju korektny dokaz vety o Styroch farbach.

Vo vSeobecnosti urcit rod grafu je pomerne fazky problém. Spomenieme vysledok
tykajuci sa uplnych grafov.

Veta 7.27 (Ringel, Youngs 1968). Pre n > 3

K = [(n—Sién—él)—‘ |

Cvicenia

1. Pouzitim podobnych argumentov ako v dokaze Vety 7.2 ukazte, ze graf K33 je
neplanarny.
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