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Predmluva

Skriptum navazuje na uéebni text D. Horta a J. Rachtinka ,Algebra I“ (Olomouc,
2003) a je tedy urceno predevsim posluchac¢tim prvniho ro¢niku ucitelstvi matematiky,
ale pochopitelné miize poslouzit i studenttim jinych obort, kde se prednaseji zaklady
(linearni) algebry.

Shirka je rozdélena do Sesti kapitol: 1. Zobrazeni a algebraické struktury, 2. Matice
a determinanty, 3. Soustavy linearnich rovnic, 4. Vektorové prostory, 5. Homomorfismy
vektorovych prostori a 6. Eukleidovské vektorové prostory. Obsah tedy v podstaté po-
kryva predmét Algebra 1 (KAG/MALGI) a ¢ast pfedmétu Algebra 2 (KAG/MALG?2),
kde dosud obdobny material pro cviceni chybél. Typické priklady jsou vzdy podrobné
vyfeseny, vysledky a navody ke cvienim ¢tenaf najde na konci kazdé kapitoly. Casto
také opakujeme zakladni pojmy.

V celém textu pouzivame standardni symboliku. Pifipomenme zde alespon, ze N
znac¢i mnozinu vSech prirozenych ¢isel, Z je mnozina vsech celych ¢isel, Q mnozina vsech
racionalnich ¢isel, R mnozina vSech realnych ¢isel a C mnozina vsech komplexnich ¢isel;
Z,, znafi mnozinu zbytkovych t¥id modulo n. Kartézsky soucin mnozin Ay, ..., A, (kde
n € N) zna¢ime A; X --- x A,; pokud A; = --- = A, = A, pak struéné piseme A"
misto A X -+ x A. Symbol A C B znamen4, ze A je vlastni podmnozina B, tj. A C B
aA#B.

Za cenné rady a pripominky dékujeme obéma recenzentim, doc. dr. R. Halasovi a
dr. B. Razickové z Pedagogické fakulty UP.
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Zobrazeni a algebraické struktury

1.1 Zobrazeni

Je-li f: A — B zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, pak zapis f: a — b znamena
f(a) = b. Mnozinu vsech zobrazeni mnoziny A do mnoziny B budeme znacit B4.

Priklad 1.1.1.

(a) Ukazte, Ze zobrazeni f: x +— je bijekce mnoziny realnych cisel R na otevieny

interval (—1,1).

_Z
|z|+1

(b) Necht a,b € R, a < b. Dokaizte, Ze zobrazeni g: x — 27=2 — 1 je bijekce (a,b) na

(~1,1).

(c) S vyuzitim (a), (b) dokazte, Ze existuje bijekce R na libovolny otevieny interval
(a,b) CR (pro a <b).

Resend. (a) Snadno se ovéii, Ze pro kazdé x € R plati —1 < i < 1

Dokéieme ze f je injekce. Pfedpokladejme, Ze pro nékterd =,y € R je f(x) = f(y),
tj. lel = |y|+1 Ziejmé ¢isla x a y maji stejné znaménko, a proto z rovnosti x|y| + x =
ylz| + y dostaneme = = y.

Zbyva ukézat ze f je surjekee, tj. pro libovolné y € (—1,1) najdeme z € R tak, aby
y=f(z)= T | “+- Rozlisime dva piipady:

1) Jestlize 0 <y < 1, pak x > 0, a tedy y = —41» odkud =z = y Snadno se ovéri,

ze skutecné f(;45) =y.

2) Pokud —1 < y < 0, pak také = < 0, a proto y = —1 odkud = = % Pak

Y

| = o aplatl f(i) =y

(b) Jestlize a < x < b, pak —1 < 27=2 —1 < 1, tedy g je zobrazeni (a,b) do (—1,1).
Abychom ukézali, Ze g je injekce, pFedpokladejme, Ze g(z) = g(y) pro z,y € (a,b). Pak
272 — 1 =2%= —1, odkud plyne = y. Nyni necht y € (—1,1). Hleddme z € (a,b)
takové, ze y = g(z) = 22=% — 1. Dostaneme z = %5%(y + 1) + a. Tedy g je surjekce.

(c) Podle (b) vime, 7e g je bijekce (a,b) na (—1,1), a proto inverzni relace g~' je
bijekci (—1,1) na (a,b). SloZené zobrazeni f o g! je tedy bijekce R na (a, b). O
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Poznamka. Uvédomte si, Ze surjektivita zobrazeni f: A — B zavisi na mnoziné
B. Je-li B C B, pak miZeme [ chépat jako zobrazeni A do B’, pficemZ pokud f je
surjekci A na B, pak uz neni surjekci A na B’. Napf. bereme-li f z ptikladu 1.1.1 (a)
jako zobrazeni R do R, pak nejde o surjekci.

Priklad 1.1.2. Necht A je mnozina a Z(A) = {X: X C A} jeji poten¢ni mnozina.
Dokazte, ze neexistuje bijekce A na Z(A).

Resend. Predpokladejme, Ze f: A — P2(A) je bijekce. (Vimnéte si, Ze pro kazdé a € A
je f(a) C A.) Polozme B = {a € A: a ¢ f(a)}. Potom f(b) = B pro nékteré b € A,
protoze B C A a f je bijekce. Je zfejmé, ze b € B, pravé kdyz b ¢ f(b) = B, coz je
spor. Tedy bijekce f neexistuje. [
Cviceni

1.1.1. Urcete vlastnosti nasledujich zobrazeni:

a) fi: C—=R, filz +yi) ==

(b) fo: C = R?, fo(z +yi) = (v,9);

(c) f3: R = R°, fs((2,y)) = (v + 1,y,2);

(d) f4:]R3_>R37 f4(($ Y, < )) («I—y,l’—Zy,CL’—BZ),

(e) f5ZRn—>R,f5((ZC1,..., )):$1++$na

(f) f62 R™ —>Rn7 f6((I1,1’2,...,1’n)) = (ZL’l,I1+$2,...,JI1 + To + —f—l’n)

1.1.2. Urcete vlastnosti zobrazeni f: R — R, f(x) = ax + b v zavislosti na a,b € R.
(Zobrazeni f je linearni funkce. Projdéte si ostatni zakladni elementérni funkce jedné
redlné proménné a urcte jejich vlastnosti.)

1.1.2: Pro a = 0 je f konstantni funkce x — b, tedy neni injektivni, ani surjektivni. Pro
a # 0 je f bijekce.

1.1.3. Nechf A a B jsou koneéné neprazdné mnoziny. Najdéte nutnou a postacujici
podminku pro existenci

(a) injekce f: A — B,
(b) surjekce f: A — B,
(c) bijekce f: A — B.

Poznamka. Vsimnéte si, ze jsou-li A, B kone¢né neprazdné mnoziny, pak podle
cviceni 1.1.3 (a), (c) je nutnou a postacujici podminkou pro existenci bijekce f: A — B
existence injekci g: A — B a h: B — A. Obecné plati tzv. Cantor-Bernsteinova
véta: Necht A, B jsou mnoziny. Jestlize existuje injekce g: A — B a injekce h: B — A,
pak existuje bijekce A na B.
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1.1.4. Necht A je neprazdna konecnd mnozina a f: A — A zobrazeni. UkazZte, Ze je-li
f injekce nebo surjekce, pak f je uz nutné bijekce.

Poznamka. Pro nekonecné mnoziny obdoba cviceni 1.1.4 neplati. Napt. v prikladu
1.1.1 (a) jsme ukazali, ze zobrazeni f: x — \:EI% je bijekce R na interval (—1,1), tedy
f je injekce R do R, ktera neni bijekci.

Poznamka. Zfejmé pokud A je konecna mnozina, pak neexistuje bijekce na zadnou
jeji vlastni podmnozinu B (tj. B C A a B # A). Pfiklad 1.1.1 ovSem ukazuje, Ze pro
nekonecné mnoziny je situace jina. Existence bijekce na vlastni podmnozinu je dokonce
jednou z moznosti, jak definovat pojem nekone¢né mnoziny: MnoZina A je nekonecnd,
kdyz existuje bijekce f mnoZiny A na nekterou jeji vlastni podomnoZinu B.

Poznamka. Bijekce slouzi k porovnavani tzv. mohutnosti mnozin (mohutnost ko-
nefné mnoziny je pocet prvki mnoziny). Existuji bijekce N na Z i na Q, tedy vSechny
tf mnoziny maji stejnou mohutnost. Na druhou stranu neexistuje bijekce Q na R, tj.
mohutnost R je ostfe vétsi nez mohutnost Q. Mnozina C komplexnich ¢isel ma stejnou
mohutnost jako R.

Podle prikladu 1.1.1 (c) existuje bijekce R na kazdy otevieny interval (a,b) C R, kde
a,b € R, a < b. Protoze plati (a,b) C [a,b], podle Cantor-Bernsteinovy véty existuje
bijekce uzavieného intervalu [a,b] na R. Tedy pro a < b maji intervaly (a,b) i [a,b]
mohutnost R.

1.1.5. Necht A a B jsou konecné neprazdné mnoziny. Urcéete pocet vSech zobrazeni

fiA— B.

Poznamka. Jedingm zobrazenim f: @ — B (B je zde libovolnd mnozina) je prazdna
relace &, nebot f C @ x B = @.

Pokud ale A # &, pak zobrazeni f: A — @ neexistuje, protoze jedind podmnozina
A X @ = & je prazdna mnozina, kterd neni zobrazenim, protoze v pfipadé¢ A # &
nespliiuje podminku Va € A 3b € &; (a,b) € @.

1.1.6. Necht f: A— B a g: B — C jsou zobrazeni. DokaZte, Ze
(a) je-li slozené zobrazeni f o g: A — C injekce, pak f je injekce,
(b) je-li fog: A— C surjekce, pak g je surjekce,
(c) je-li f o g bijekce, potom f je injekce a g surjekce.
1.1.7. Necht f, g, h jsou zobrazeni neprdzdné mnoziny A do sebe. Dokazte, ze
(a) je-li h injekce, pak z foh = goh plyne f =g,
(b) je-li h surjekce, pak z ho f = ho g plyne f = g.

1.1.8. Necht f: A — B a g: B — A jsou zobrazeni takovd, Zze fog: A — A a
go f: B — B jsou identicka zobrazeni. Dokazte, ze pak f a ¢ jsou vzajemné inverzni
bijekce.
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1.2 Grupoidy

Priklad 1.2.1. Na mnoziné R definujme binarni operaci A takto:
r Ay =min{z,y}.
Urcete vlastnosti grupodu (R, A).

Resend. Definice operace je ziejmé korektni. Také je evidentni, Ze Ay = y A x pro
vsechna z,y € R, tj. A je komutativni. Zjistime, zda je i asociativni. Snadno se vidi,
ze (x ANy) A z=min{z,y,z} =z A (y A z) (vysledkem je vzdy nejmensi z ¢isel z,y, 2).
Tedy (R, A) je komutativni pologrupa.

Nyni pfedpokladejme, ze e € R je neutralnim prvkem (R, A), tj. zAe=z=eAx
pro kazdé x € R. To ovSsem znamena, Ze e by bylo nejvétsim realnym cislem, spor. Proto
(R, A) neutralni prvek nema. O

Priklad 1.2.2. Na intervalu [0,1] = {z € R: 0 < 2 < 1} definujme operaci @®:
r@®y=min{x +y,1}.
Vysetiete vlastnosti grupoidu ([0, 1], @).

Regend. S vyuzitim ptikladu 1.2.1 mtiZeme psat x @y = (z + y) A 1. OkamZité vidime,
ze x @y =y @z pro kazdé x,y € [0,1]. Snadno se presvédcéime, Ze plati (x Ay) + 2z =
(x + 2) A (y + 2). Proto dostaneme (z ®y) Dz = (z+y) A1) +2)A1 = ((z +
y+2)AN1+2)AN1=(@x+y+2)A((1+2)A1l)=(x+y+ 2) A1l a analogicky
t@ydz)=@@+((y+2)A))AL=((z+y+2)A(z+1)A1=(z+y+2)A1, tedy
(x®y)Pz=2x® (y® z) aoperace @ je asociativni.

Neutalnim prvkem je 0, nebot plati z & 0 = min{z + 0,1} = min{z,1} = z pro
kazdé x € [0, 1]. Tedy ([0, 1], ®) je komutativni pologrupa s neutralnim prvkem.

Zjistime, zda ke vSem prvkum existuji symetrické prvky. Necht x € [0, 1]. Hledame
y € [0,1] tak, aby platilox®y =0 =y ®x, tj. min{z +y,1} = 0. Pak x+y = 0 a tedy
x =y = 0. To znamend, 7e pro 0 # x € [0, 1] symetricky prvek neexistuje.

Ukézali jsme, ze ([0, 1], ®) je komutativni pologrupa s neutralnim prvkem (tj. mo-
noid), které neni grupa. O

Piiklad 1.2.3. Necht (G,-) je grupa, a € G pevné zvoleny prvek. Definujme na G
novou operaci ® takto:

x@y::ma’l«y.

Dokazte, ze (G, ®) je grupa.

Reseni. Grupa (G, -) mé jednotku e a inverzni prvek k prvku z je 271

Asociativita operace ® se ovéii snadnym vypoctem: (z ® y) ® z = (za ly)a=tz =
ra Y (ya™2) =20 (y© 2).

Najdeme jednotkovy prvek v (G, ®), tj. takovy prvek ¢/ € G, ze t © € =z =€ O x.
Z rovnosti x = z ® € = za~'e/ dostaneme a = ar 'z = ax " 'za"'e’ = €. Protoze plati
také a © v = aa 'z = z pro kazdé x € G, je ¢ = a jednotkovy prvek (G, ®).
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Zbyva najit inverzni prvky. Pro libovolné x € G hledame z* € G tak, aby x © x* =
a=a"®z Tedy a = z ®2* = za 'z*, odkud dostaneme arla = ax 1xa Ly = ¥
Plati i (ax"'a) ® z = az"taa 'z = a, a proto * = ax'a je inverzni prvek k prvku x
v (G,0).

Celkem jsme ovéfili, ze (G, ®) je grupa. Je ziejmé, ze kdyz grupa (G, -) je komuta-
tivni, pak je komutativni také (G, ®). O

Piiklad 1.2.4. Na kartézském soucinu R? = R x R definujme operaci *:
(a,b) * (¢, d) = (ac,ad +b).
Vysetiete (R% %) a (A, ), kde A = {(a,b): a,b € R,a # 0}.

Reseni. Operace * neni komutativni, nebot (a, b)*(c,d) = (ac, ad+0), ale (c,d)*(a,b) =
(ca,cb+d). Je ovSem asociativni, protoze ((a,b)* (c,d)) * (e, f) = (ac,ad +b) x (e, f) =
(ace, acf+ad+b) arovnéz (a, b)*((c,d)*(e, f)) (a,b)x(ce,cf+d) = (ace,acf+ad+Db).
Tedy (R?, *) je nekomutativni pologrupa.

Najdeme neutrdlni prvek. Hleddme (z,y) € R? tak, aby platilo (a,b) x (z,y) =
(a,b) = (z,y) * (a,b) pro kazdé (a,b) € R? tj. (a,b) = (az,ay + b), odkud vyplyva
x=1ay=0. Plati (a,b) * (1,0) = (a,b) = (1,0) * (a,b), a proto (1,0) je neutrdlnim
prvkem.

Nakonec zjistime, zda existuji symetrické prvky. Symetricky prvek (z,y) k (a,b) by
musel spliiovat (a,b) * (x,y) = (1,0), tj. (az,ay + b) = (1,0). Pro a = 0 takova ¢isla
7,y € R neexistuji, proto (R?, ) neni grupa.

Celkem (R?, *) je nekomutativni pologrupa s neutralnim prvkem (monoid), ale neni
grupa.

Nyni se zaméfime na (A, x). Pokud (a,b), (¢,d) € A (tj. a # 0, ¢ # 0), pak (a,b) *
(¢,d) = (ac,ad + b) € A, protoze ac # 0. Tedy * je operace na A. Jak jsme jiz ukézali,
je x asociativni a ma neutralni prvek (1,0) € A, a proto i (A,x*) je nekomutativni
pologrupa s neutrdlnim prvkem. Na rozdil od (R?, %) je ale (A, x) grupa, protoze pro
a # 0 z rovnosti (ax,ay + b) (a,b) * (z,y) = (1,0) dostaneme z = £ a y = —2. Plati
(a,b) * (£, =2) = (1,0) = (£, =2) % (a,b), a tedy (1, —2) je symetricky prvek K prvku
(a,b) € A.

Celkem je (A, *) nekomutativni grupa. O

Piiklad 1.2.5. Zvolme pevné a,b € R, 0 < a < b < 1, a na uzavieném intervalu [0, 1]
definujme binarni operaci ® takto:

© 0 kdyz x <a & y < b,
€T =
Y min{z,y} jinak.

Dokazte, ze ([0, 1], ®) je nekomutativni pologrupa s jednotkovym prvkem 1, které ale
neni grupa.
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Regend. Jist¢ 1 ®1 =1® x = x pro kazdé x € [0, 1]. Nekomutativita je také evidentni,
nebot a @ b = 0, ale b ® a = a. Déle je ziejmé, ze ([0, 1], ®) nemiiZe byt grupa, jelikoz
0®z=12®0=0 pro kazdé = € [0, 1], a tedy pro 0 neexistuje inverzni prvek.

Dikaz asociativity operace ® provedeme rozborem moznych ptipadi pro z,y,z €
[0, 1]:

1) z,y,2<a:Pak 2@ (y®2)=0=(r®y) 2.

2) z,y,z > a: V tomto pfipadé = ® (y ® z) = min{z, min{y, 2}} = min{z,y, 2} =
min{min{z,y},2} = (z Q@ y) ® 2.

3) x <a& y,z > a: Rozlisime dalsi 4 podpfipady:

a) y,z<b:Pakz® (y®z2) =2z@min{y,2} =0a (z®y)®z2=0® 2 =0.
B) y<b<zzPakz®@(y®z2)=2@y=0a(z®y)®2z=0® 2z =0.
7) 2<b<yPakzrz®(y®z)=r®z=0a (zQy)®z=2® z=0.
) b<y,zzPakz®@(y®z)=z@min{y, 2} =ra(2Qy)Rz=rR 2z = x.

Y y<a&xz>a

a) 2,2<b:Pakz®@ (y®z2)=2®0=0a(2Qy)@z=y®2z=0.
f) x<b<zPakz@(y®:z)=rQy=ya(2Qy)@z=yRz=y.
7) 2<b<z:Pakz®@(y®z)=2®0=0a(z®y)®z=y®z=0.
) b<z,z2Pakz®@(y®z)=r@y=ya (zQy)2z=yRz=y.

5) z<a &,y > a:

a) z,y<b:Pakzr®(y®z)=r®z=za(r®y)®z=min{z,y} ® z = 2.
Jr<b<y Pakz®(y®z)=1r®z=za(rQy)R@z=rR 2=z

7) y<b<az:Pakz®@(y®z)=2r®@z:z=2a(2Qy)Q@2z=yQz =z
)

Nb<zy:Pakzrz@(yez)=r®@z=za(z®y)®z=min{zr,y} ® z = 2.

@

6) z,y<a& z>a

a) 2<bh:Pakz@(y®z)=20=0a (zQy)®2z=0® 2 =0.
B) b<zPakrz®@((y®z)=20y=0a(z®y)®@2=002=0.

N r,z<a&ky>a

a) y<bh:Pakz @ (y®z)=2®z=0a (z®y)®2=0® 2z =0.
B)b<y:Pakr®@(y®z)=2rz=0a(zQy)®@z=r® 2z =0.

8) y,z<a&r>a:Pakzr®(y®z)=2r00=0a(rQy)z=yx2z=0.
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Priklad 1.2.6. Necht A je mnozina vSech aditivnich redlnych funkci jedné proménné,
tj. zobrazeni f: R — R takovych, ze f(x +y) = f(x) + f(y) pro kazdé = € R. Na A
definujme séitani ,,po bodech*:

(f+9)(@) = f(z) +g(z). (1.2.1)
Dokazte, ze (A, +) je komutativni grupa.

Reseni. Nejprve ukdzeme, Ze soucet dvou aditivnich funkci je opét aditivni funkce. Kdyz
g€ A pak (f+g)xz+y) = flat+y) +g@+y) = fl@)+ fly) +9(z) +9y) =
(f+9)(x)+ (f +9)(y) pro kazdé x,y € R, tedy f + g € A.

D4l je nutné ukdzat, Ze s¢itani funkci definované vztahem (1.2.1) je asociativni a
komutativni. Necht f, g, h € A. Pro kazdé x € R plati ((f+g)+h)(z) = (f(z)+g(x))+
W) = f(x) + (9(x) + h(z)) = (f + (9 + 1))(x), a tedy (f +9) +h = f+(9+h)
Obdobné (f + g)(z) = f(z) + g(z) = g(z) + f(z) = (¢ + f)(@), tj. f+g=9+ [.

Neutralnim prvkem je konstantni funkce o: x +— 0, nebot (f+o0)(x) = f(z)+o(z) =
f(z) + 0= f(z) pro kazdé = € R. Ziejmé také o € A.

Snadno se ovéri, ze pro kazdou aditivni funkci f € A je zobrazeni — f dané predpisem
(—f)(x) = —f(x) opét aditivni a je to opacny prvek k f, tj. f+ (—f) = o.

Tim jsme dokazali, ze (A, +) je komutativni grupa. O

Cviceni

1.2.1. Na mnoziné Z vsech celych ¢isel definujme binarni operace V a A takto:
xVy=max{z,y}, x Ay =min{z,y}.

Jaké vlastnosti maji grupoidy (Z, V), (Z,N), (N, V) a (N, A)?

1.2.2. Na mnoziné vsech racionalnich ¢isel Q definujme operaci * takto:

x*y:x;y.

Vysetfete vlastnosti grupoidu (Q, *).

1.2.3. Sestavte tabulky operace ® z pfikladu 1.2.5 na mnoziné {0, a, b, ¢, 1} C [0, 1] pro
pfipady 1) a <b<c¢,2)a<c<bal)c<a<b.

1.2.4. Necht A je mnozina a Z(A) = {X: X C A} jeji poten¢ni mnozina.
(a) Jaké vlastnosti maji grupoidy (Z(A),U), (Z(A),N) a (Z(A),\)?
(b) Na Z(A) definujme symetrickou diferenci = takto:

XY =(XUY)\(XNY).

Urcete vlastnosti (Z(A), +).
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(c) Vytvoite (#(A),+) pro A = {a,b}.

1.2.5. Necht (S, ) je pologrupa a e ¢ S novy prvek, ktery nepatii do S. Na mnoziné
S U {e} zavedeme operaci ® nésledujicim zpiisobem:

TOY=x-Yy pro x,y € S,
r@e=e@r==1x pro z € SU{e}.

Ukazte, ze (S U {e}, ®) je pologrupa s neutralnim prvkem e.

1.2.6. Necht (G,-) je konecna pologrupa s jednotkou e. Dokazte, ze (G,-) je grupa,
praveé kdyz jeji tabulka ma nasledujici vlastnost:

(x) V kazdém fadku i kazdém sloupci je kazdy prvek pravé jedenkrat.

1.2.7. Napiste vSechny tabulky operace - na mnoZiné G tak, aby (G,-) byla grupa
s jednotkou e pro:

(a) G ={e,a},
(b) G = {e,a,b},
(c) G ={e,a,b,c}.
1.2.8. Necht A = {(a,b): a,b € R,a # 0}. Definujme binarni operaci o na A takto:
(a,b) o (¢,d) = (ac,bc + d).
Vysetiete vlastnosti (A4, o).

1.2.9. Vysetiete vlastnosti grupoidi (R, @) a (R, ®), kde
roy=cx+y+1, z0y=z+y+uzy.

1.2.10. Necht (G,-) je grupoid. Rekneme, Ze prvek a € G je idempotentni, jestlize
a-a = a. Dokazte, ze kdyz (G,-) je grupa, pak jedingm idempotentnim prvkem je
jednotka e.

1.2.11. Necht (G, +) je grupa. Dokazte, ze pokud a - a = e pro kazdé a € G, pak grupa
(G, ) je komutativni.

1.2.12. Komplexni ¢islo z € C se nazyva n-td odmocnina z 1 (n € N), pokud 2" = 1.
Dokazte, ze mnozina vsech n-tych odmocnin z 1 tvoti vzhledem k obvyklému nasobeni
komplexnich ¢isel komutativni grupu.

1.2.13. Zjistéte, zde mnozZina vSech komplexnich jednotek (tj. ¢isel z € C takovych, Ze
|z| = 1) tvoii vzhledem k nasobeni komplexnich ¢isel grupu.
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1.2.14. Necht A je neprazdnd mnozina. Necht S, je mnozina vSech permutaci na A
(tj. bijekei f: A — A). Ukazte, ze vzhledem ke sklddani zobrazeni tvofi S, grupu
(Sa,0); tato grupa se nazyva symetrickd grupa mnoziny A. Pro A = {1,2,...,n}
oznaCme mnozinu vSech permutaci na A symbolem S,,. Kolik prvkd méa S,,?7 Sestavte
tabulky symetrickych grup (Sz,0) a (Ss,0). Dokazte, ze pro n > 3 je grupa (S,,0)
nekomutativni.

1.2.15. Necht A je neprazdna mnozina. Necht A4 je mnoZina vsech zobrazeni f: A —
A. Uréete vlastnosti (A%, 0), kde o je operace sklddani zobrazeni. Kolik prvkt ma A4
pro A ={1,2,...,n}? Sestavte tabulky pro A = {1} a A = {1,2}.

1.2.16. Necht A(R) je mnozina vSech permutaci na R, které navic spliiuji podminku
Ve,yeR;, <y < f(x) < f(y).
Urcete vlastnosti (A(R), o).

1.2.17. Necht (G,-) je grupa a a € G. Zobrazeni f,: ¥ — a 'za se nazyva wvnitini
automorfismus grupy G uréeny prvkem a. Oznacme Int(G) mnozinu vSech vnitinich
automorfismi grupy G, tj. Int(G) = {f,: a € G}. Dokaizte, ze vzhledem ke skladéni
zobrazeni je Int(G) grupa.

1.2.18. Sestrojte grupu symetrii (= zakrytovych pohybii)
(a) obdélnika (ktery neni ¢tverec),
(b) rovnostranného trojihelnika,
(c) ctverce.

Poznamka. Grupa symetrii rovnostranného trojihelnika je symetrickd grupa tii
prvki (S3,0) (viz cviceni 1.2.14), ale grupa symetrii ¢tverce neni symetrickd grupa
(S4,0), protoze Sy mé 4! = 24 prvki. Tedy grupa symetrii ¢tverce je grupou pouze
nékterych permutaci ¢tyfprvkové mnoziny.

1.2.19. Ozna¢me M mnoZinu vSech matic ve tvaru

Ty z 0
o ) G
kde z,y € R, z # 0. VySetfete strukturu (M, ), kde operace - je ndsobeni matic.

1.2.20. Dokazte, ze v grupoidu (G, -) existuje nejvyse jeden neutralni prvek a nejvyse
jeden agresivni prvek (tj. a € G takové, Ze ax = a = xa pro kazdé = € G). Navic je-li
(G, ) pologrupa s neutralnim prvkem, pak ke kazdému prvku existuje nejvyse jeden
symetricky prvek.

1.2.21. Dokazte, zZe pologrupa (G, -) je grupa, pravé kdyz pro kazdé a,b € G existuji
x,y € G tak, ze ar = b a ya = 0.
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1.2.22. Na kartézském soucinu Z> = Zx Zx Z definujme s¢itani nasledujicim zptisobem:

(k1 + ko, 01 + 3, m1 + mo)  pro my sudé,

ki, l1,m1) + (Ko, b2, mg) =
( 1, 4£1 ml) ( 2542 m?) { (k1+€2,€1+k2’m1+m2) pro my hChé

Dokazte, Ze (Z>,+) je nekomutativni grupa.

1.2.23. Necht f je aditivni redlné funkce (viz pfiklad 1.2.6). Dokazte, Ze f(qz) = qf(x)
pro kazdé ¢ € Q a z € R.

1.2.24. Necht (G, ) je grupa, n € N. Na mnoziné G" = G x - -+ x GG definujme binérni
operaci takto:

(Cbl,...,(ln) . (bl,...,bn) = (a1 ~bl,...,an~bn).
Dokazte, ze (G",-) je grupa, ktera je komutativni, kdykoliv (G, -) je komutativni.

1.2.25. Na kartézském soucinu R? definujme operaci * nasledujicim zptisobem:

(w1,91) * (22, 92) = (21 + 22, 1™ + 12).

Dokazte, Ze (R?, %) je nekomutativni grupa.

1.3 Okruhy

Priklad 1.3.1. Nechf M je mnozina vSech redlnych funkci f: R — R takovych, Ze
f(0) = 0. Na M definujeme soucet a soucin funkei obvyklym zptsobem, tj.

(f+9)(@) = f(x) +g(x) a (fg)(z)= f(x)g(x)
pro z € R. Ukazte, ze (M, +, -) je komutativni unitarni okruh, ktery neni obor integrity.

Regend. 1) Nejprve dokdzeme, 7e (M, +) je komutativni grupa. Jestlize f,g € M (4.
£(0) = g(0) = 0), pak (f +9)(0) = f(0) +g(0) =0+0 =0, tedy f+g € M. Z definice
operace + je ihned vidét komutativita, nebot (f + g)(z) = f(z) +g(z) = g(x) + f(z) =
(9+f)(x) pro v8echna x € R, tedy f+g¢ = g+ f. Snadno se ovéfi i asociativita: pro kazdé
z € Rplati ((f+g)+h)(z) = (f(z)+g(x))+h(z) = f(2)+(g(z)+h(z)) = (f+(g+h))(x),
tj. (f+9)+h = f+(g+h). Funkce o definovana predpisem o(z) = 0 pro kazdé z € R
jisté patii do M a spliuje o + f = f = f + o pro kazdou funkci f € M, protoze
(o+ f)(z) = o(z)+ f(x) = 0+ f(z) = f(x). Proto o € M je nulovym prvkem pologrupy
(M, +). Konecné pro kazdé f € M je opaénym prvkem funkce —f € M definovana
piedpisem (—f)(z) = —f(z). Opravdu, (f + (= f))(z) = f(z) — f(z) = 0 = o(x), tedy
f+(=f)=o

2) D4l ukazeme, ze (M, ) je komutativni pologrupa. Pro f,g € M plati (fg)(0) =
f(0)g(0) =0, tedy fg € M. Komutativita a asociativita se ovéfi pfimo podle definice
nasobeni obdobné jako v bodé 1. Najdeme jednotkovy prvek. Je to funkce e € M
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takovd, ze fe = f pro kazdé f € M. Plati tedy f(z) = (fe)(z) = f(x)e(x), tj.
f(z)(e(x) — 1) = 0 pro kazdé = € R. Je proto ziejmé, ze funkce e je dana predpisem

e(m):{o P'rox:O,

1 jinak.

3) Zbyva dokazat, ze ndsobeni je distributivni vzhledem ke s¢itani. Necht f, g, h €
M. Pak ((f + g)h)(z) = (f + g)(x)h(z) = (f(z) + g(z))h(z) = f(x)h(z) + g(x)h(z) =
(fR)(&) + (gh)(x) = ((f) + (gh))(x) pro kaidé = € R, a proto (f + g)h = (fh) +
(gh). Protoze nasobeni je komutativni, neni v tomto pfipadé nutné ovéfovat druhy
distributivni zakon.

Celkem jsme dokézali, ze (M, +,-) je komutativni unitdrni okruh. Neni to vSak
obor integrity, protoze obsahuje netrivialni délitele nuly. Napt. nasledujici funkce f, g
(nacrtnéte si grafy!) jsou nenulové (tj. f # o a g # 0), ale plati fg = o:

f(x):{o P.roxgl, g(m):{;x P.roxSO,

r—1 jinak, jinak.
[
Priklad 1.3.2. Necht
Z(e)={a+be:a,beZ} a Q) ={a+be:a,beQ},
kde e = ——+z‘[ VySettete (Z(e),+,) a (Q(e), +, -); operace + a - jsou obvyklé scitani

a nasobenl komplexmch Cisel.

Reseni. Nejprve si viimneme, 7e €3 =1 a e? = —% \2[ =—-1—c¢.

Necht a + be,c + de € Z(e). Pak a + be + ¢+ de = a+ c+ (b + d)e € Z(¢). Sc¢itani
+ je komutativni a asociativni, nulovym prvkem je 0 = 0 + 0s € Z(¢e) a pro kazdé
a+be € Z(e) je —a—be € Z(e) opacnym prvkem. Tedy (Z(¢), +) je komutativni grupa.

D4l pro a + be,c + de € Z(¢) plati (a + be)(c + de) = ac + bde? + (ad + be)e =
ac+bd(—1—¢)+ (ad+bc)e = ac—bd+ (ad+bc —bd)e € Z(e). Nasobeni je komutativni
a asociativni, jednotkovy prvek je 1 = 1 + 0c € Z(e). Tedy (Z(¢),) je komutativni
pologrupa s jednotkou.

Néasobeni je jisté také distributivni vzhledem ke s¢itani, a proto (Z(e),+,-) je ko-
mutativni unitarni okruh, ktery navic neobsahuje netrivialni délitele nuly. Je to tedy
(¢iselny) obor integrity.

Nyni rozhodneme, zda (Z(¢), +, -) je téleso, tj. zjistime, jestli pro kazdé 0 7é a+be €

Z(¢) existuje inverzni prvek v Z(e). Timto inverznim prvkem by bylo ¢islo —-. Plati
11 a+b®* a+be® a—b—be
a+be a+bs a+b? a2—ab+b>  a?—ab+0b?
a—>b —b

a? —ab+ b2 +a2—ab+b2a
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Vildime, Ze obeené b = 0o ¢ 7, a proto = ¢ Z(e). Tedy (Z(e),+,) neni
téleso.

V ptipadé Q(e) analogicky dokazeme, ze (Q(e), +, ) obor integrity. OvSem pro 0 #
a+be € Q(e) jsou %bes a s racionalni disla, tedy - € Q(e) a (Q(e), +,-) je

a+be
téleso. O]

Priklad 1.3.3. Necht M je mnoZina vSech matic tvaru

a b a b
a) (21) a),kdea,bGR, b) (2() a),kdea,bé@.

Zjistéte, jakou strukturu tvoii M vzhledem ke sc¢itani a nasobeni matic.

Resent. a) Necht A = (g?%), B= (%) € M. Ziejmé A+ B € M. S¢itani matic je
komutativni a asociativni, nulovym prvkem je nulova matice N = (8 8) € M a pro
kazdou matici A € M také opacna matice —A = (:z‘lb :2) patii do M, tedy (M, +) je
komutativni grupa.

Dal plati A- B = (gct2hd, adite ) € M. Nasobeni matic je asociativni, jednotkou je
jednotkové matice J = (§9) € M. Vidime, ze A- B = B- A, proto (M, ) je komutativni
pologrupa s jednotkou.

Obecné je ndsobeni matic distributivni vzhledem ke s¢itdni matic, tj. (M, +,-) je
komutativni unitarni okruh.

Zjistime, zda je to obor integrity. Kdyby A-B = N, pak ad+bc = 0 a ac+ 2bd = 0.
Pro a # 0 # ¢ dostaneme d = —%C al=ac— %20 = c@. Tedy pokud a? = 2b* a
d= —%C, pak A- B = N, napf. (‘f \2) . (_i@ ’?) = N. To znamena, ze M obsahuje
netrivialni délitele nuly a neni proto oborem integrity ani télesem.

b) Stejné jako v bodé a) se dokdze, ze (M, +,-) je komutativni unitarni okruh.
Ukéazeme, ze v tomto pripadé je to dokonce téleso, tj. pro libovolnou matici A € M,
A # N (tj. a # 0 nebo b # 0) najdeme inverzni prvek. Hleddme matici X = (2:’; Z) eM
takovou, ze A- X = J. Pak musi platit ax+2by = 1 a ay+bx = 0. Pro a # 0 dostaneme
Y= —%’”’ al=ar— % = x@ Protoze a,b € Q, plati a® —2b* # 0 (nebof V2 ¢ Q),
a tudiz r = %, odkud y = ﬁ Stejné x,y dostaneme i v ptipadé, ze b # 0, tedy
inverznim prvkem k matici A v M je matice

1 a —b
a? =202 \=2b a )’
Tim jsme dokazali, ze (M, +, ) je komutativni téleso. O
Cviceni

1.3.1. Zjistéte, jaké struktury tvori nasledujici mnoziny vzhledem k obvyklému sc¢itani
a nasobeni komplexnich cisel:

(a) Z(i) ={a+bi: a,b € Z},
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(b) Z(v2) = {a+bV2: a,b € Z},
(¢) Z(¥2) = {a+ b¥/2: a,b € Z}.
1.3.2. Oznacme
Z(V3)={a+bV3:a,beZ} a QNW3)={a+b/3:a,beQ}.

Ukaite, Ze (Z(+/3),+, ) je nejmensi ¢iselny obor integrity obsahujici v/3 a (Q(v/3), +, -)
je nejmensi ¢iselné téleso obsahujici v/3.

1.3.3. Na R definujme operace ¢ a ©® takto:
r@y=cv+y+1, rOYy=x+y+zy.
Dokazte, ze (R, @, ®) je komutativni téleso.

1.3.4. Necht M je mnozina vSech realnych funkei f: R — R, které spliiuji podminku
f(0) = 0. Vysetiete strukturu (M, +,0), kde soucet + je definovan predpisem

(f +9)(x) = f(z) + g(z)
pro =,y € R a operace o je skladani zobrazeni.

1.3.5. Necht M je mnozina vSech spojitych redlnych funkci f: R — R. VySetiete
strukturu

(a) (M, -+, ')7
(b) (M, +,0),
kde + a - jsou s¢itani a nasobeni definované v piikladu 1.3.1 a o je skladani zobrazeni.

1.3.6. Necht A je mnozina vSech aditivnich realnych funkei (viz piiklad 1.2.11). Zjistéte,
zda vzhledem ke s¢itani a nasobeni redlnych funkci definovanému ,,po bodech® tvoii A
okruh.

1.3.7. Dopliite tabulku nésobeni tak, aby struktura ({0, 1, a,b}, 4+, -) byla téleso:

>~ O+
SN Q= OO
QO
_— O QR
O~ Q oo
Q= Ol -
O OO OO
QO

Q O

o O o

1.3.8. Doplnte tabulku z cviceni 1.3.7 tak, aby vznikl okruh, ktery neni téleso.
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1.3.9. Urcete vlastnosti nasledujicich dvou okruhi:

+10 1 a b ¢ z y =z 10 1 a b ¢ x y =z
010 1 a b ¢ x y =z 0j0 0 OO0 0 0 O
111 0 =z 2z y a c b 110 1 a b ¢c =z y =z
ala z 0 ¢c b 1 2z vy al0 a a b ¢ 0 b c
@ b|b z ¢ 0 a y z 1 b0 b b ¢ a 0 ¢ a
clec y b a 0 z 1 =z c|l0 ¢ ¢ a b 0 a b
r|lx a 1 y 2z 0 b c x{0 z 0 0 0 = o =
yly ¢ z = 1 b 0 a y|l0 v b ¢ a x 2z 1
zlz b y 1 = ¢ a 0 2|10 2z ¢ a b x 1 y
+10 1 a b ¢ =z y =z 101 a b ¢ z y =z
0/0 1 a b ¢ x y =z 0/{0 0O OO O 0 0 O
111 0 = 2z y a c b 110 1 a b ¢ =z y =z
ala x 0 ¢c b 1 =z y al0 a b 2z 1 ¢ x vy
(b) b|lb z ¢ 0 a y x 1 b0 b 2z y a 1 ¢ x
clc y b a 0 2z 1 =z cl0 ¢ 1 a =z y 2z b
x|z a 1 y z 0 b ¢ x|0 z ¢ 1 y z b a
yly ¢ z = 1 b 0 a yl0 v = ¢ z b a 1
zlz by 1 x ¢ a 0 z10 z vy = b a 1 ¢

1.3.10. Necht M je mnozina vSech matic tvaru

v ) G 0 ()

kde a,b € R. Zjistéte, jakou strukturu tvori M vzhledem ke s¢itani a nasobeni matic.

1.3.11. Nechf A je neprazdnd mnozina a &(A) = {X: X C A} jeji potenéni mnozina.
Urcete vlastnosti struktury (#(A),+,N), kde

X+Y=(XUY)\(XNY).

1.3.12. Necht n € N, n > 2. Dokazte, Ze a € Z,, 0 < a < n, je netrividlni délitel nuly
v okruhu (Z,,, ®, ®) zbytkovych t¥id modulo n, pravé kdyz ¢isla a,n jsou soudélna.

1.3.13. Dokazte, Ze okruh zbytkovych tiid (Z,,®,®), n > 2, je obor integrity, pravé
kdyz n je prvocislo.

1.3.14. Dokazte, ze v oboru integrity lze kratit nenulovym prvkem, tj. jestlize ac = bc
ac#0, pak a =b.

1.3.15. Dokaite, ze okruh zbytkovych tfid (Z,,®, ®), n > 2, je téleso, pravé kdyz n je
prvocislo.
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1.3.16. Necht (M, +,-) je okruh, n € N. Na kartézském sou¢inu M" = M x --- x M
definujme operace + a - ,po slozkach®, tj.

(al,...,an)—l—(bl,...,bn) :(al—i—bl,...,an—l—bn),
(al,...,an)~(b1,...,bn) :(al-bl,...,an-bn).

(a) Dokazte, ze (M™, +, ) je okruh. Navic kdyz (M, +, ) je komutativni nebo unitarni,
potom také (M" +,-) je komutativni, resp. unitarni.

(b) Predpokladejme, ze (M,+,-) je téleso (resp. obor integrity). Rozhodnéte, zda
(M™, +,-) je téleso (resp. obor integrity).

Poznamka. Vsechna télesa, s nimiz jsme se dosud setkali, byla komutativni. Lze do-
kazat, ze kazdé konecné téleso je komutativni, ale nekonecné télesa obecné komutativni
nejsou. Ukazme si proto na zaver priklad nekomutativniho télesa:

Priklad 1.3.4. Na kartézském soucinu K = C x C definujme sé¢itani a nasobeni nésle-
dujicim zptisobem:

(21, 22) + (Y1, 42) = (21 + Y1, T2 + Y2),
(ZE17$2) ) (yl,y2) = ($1y1 — T2Yq, T1Y2 + $2?1),

(%)

kde 7,7, znadi ¢isla komplexné sdruzena. Dokazte, ze (K, +,-) je nekomutativni téleso
s nulovym prvkem (0,0) a jednotkovym prvkem (1,0). Toto téleso se nazyva téleso
kvaternionii.

Reseni. Snadno se ukéze, Ze (K, +) je komutativni grupa (viz cviceni 1.2.24); nulovym
prvkem je jisté (0,0), opaénym prvkem k (x1,z2) je (—z1, —x2). PHmym vypoctem se
také ovéii asociativita ndsobeni a jeho distributivita vzhledem ke séitani. Tedy (K, +, )
je okruh. Nésobeni neni komutativni, protoze napt. (z,0) - (0,1) = (0,4), ovSem (0, 1) -
(2,0) = (0, —1).

Zbyva ukazat, ze (K '\ {(0,0)},-) je grupa. Jednotkou je zFejmé (1,0). Inverznim
prvkem k (x1,22) # (0,0) je (y1,y2) # (0,0), plati-li (z1,x2) - (y1,92) = (1,0) =
(y1,y2)-(x1, x2). Z prvni rovnosti dostaneme podminku z1y; — 227, = 1 a 21ya+227; = 0,

. T — —x2 ~ ~ Jx7 v T1 —To
Qdkud yvl = mmtem ays = =m0 Snadno se presvédcéime, ze (Iﬁ1 e +96252)
je skute¢né inverznim prvkem k (xq, 3).

Celkem jsme dokazali, ze (K, +, ) je nekomutativni téleso. O]

Vsimnéme si, ze téleso kvaterniontt K vznikne z télesa komplexnich ¢isel C stejnym
zpusobem, jakym C vznikne z télesa realnych cisel R.

Komplexni ¢isla lze chapat jako usporaddané dvojice redlnych ¢isel (redlna ¢isla iden-
tifikujeme s dvojicemi (z,0), dvojice (0, 1) reprezentuje imaginarni jednotku 7). Obvyklé
s¢itani a nasobeni v C potom odpovida operacim v R x R danym vztahem (%) (pro re-
alna Cisla y;, yo samoziejmé mame 7, = y; a Y, = y2). Jinymi slovy, téleso komplexnich
¢isel (C, +, -) mize zkonstruovat tak, Ze na R x R zavedeme operace +, - pfedpisem (x).

Téleso (K, +, -) je vytvofeno analogicky z (C, +, -). Plati (z,y) = (x,0)+(y,0)-(0,1),
a proto miizeme prvky (z,y) € K psat ve tvaru x +yj, kde j = (0,1). Navic z = a+bi a
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y = c+di pro nékt. a, b, c,d € R a plati (a,0)+(b,0)-(i,0)+(c,0)-(0,1)+(d,0)-(0,4) =
(a+ bi,c+ di), tedy misto x +yj = a+ bi + (c+ di)j lze také psat a + bi + cj + dk, kde
i identifikujeme s (7,0) a k = (0,7) = (4,0) - (0,1). VSimnéte si, ze > = j2 = k* = —1,
1] =k, jk=1, ki=j, ji =—k, kj = —i a ik = —j. Ovéfte, Ze pro sc¢itani a nasobeni
takto ziskanych vyrazt (tzv. kvaternioni) plati

(a+bi+cj+dk)+ (a +Vi+j+dk)=
=a+d+(b+0)i+ (c+)j+ (d+d)E,
(a4+bi+cj+dk) - (a+bi+dj+dk)=
=ad —bb' —cd —dd' + (ab' + ba’ + cd' — dc')i+
+ (acd + ca’ — bd' + db")j + (ad + da’ + b’ — V' )k;

inverznim prvkem k nenulovému kvaternionu a + bi + ¢j + dk je kvaternion

1

i dh).
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1.4 Vysledky

1.1.1: (a) Surjekce, (b) bijekce, (c) injekce, (d) bijekce, (e) surjekce, (f) bijekce.

1.1.2: Pro a = 0 je f konstantni funkce x — b, tedy neni injektivni, ani surjektivni. Pro
a # 0 je f bijekce.

1.1.3: Ozna¢me m = |A| an = |B|. (a) Kdyby m > n, pak by f(a1) = f(az2) pro nékteré
aj,as € A, ay # as. Tedy m < n. (b) m > n. (¢) m = n.

1.1.4: Ozna¢me m = |A| an = |f(A)|, kde f(A) = {f(a): a € A}; jisté m > n. Jestlize
f je injekce, pak podle cviceni 1.1.3 mame m < n, tj. m = n a f je bijekce. Analogicky
pro piipad, kdy f je surjekce.

1.1.5: Opét oznacime m = |A| a n = |B|. Kazdy prvek z m prvka mnoziny A se zobrazi
na néktery z n prvki mnoziny B, tedy celkovy pocet zobrazeni je n'™.

1.1.6: (a) Jestlize f(a1) = f(a2) pro nékteré aj,as € A, pak (f o g)(a1) = g(f(a1)) =
g(f(az)) = (f o g)(az), odkud vyplyvé a; = as.

(b) Kazdy prvek ¢ € C lze psat ve tvaru ¢ = (f o g)(a) = g(f(a)), kde a € A a
f(a) € B.

(c) Plyne piimo z (a) a (b).
1.1.7: (a) Pro kazdé a € A, h(f(a)) = (f o h)(a) = (g © h)(a) = h(g(a)) odkud f(a) =
gla), tj. f=g.

(b) Kazdy prvek a € A je tvaru a = h(z) pro nékteré x € A, proto f(a) = f(h(x)) =
(ho f)(z) = (hog)(x) = g(h(x)) = g(a), tj. f =g
1.1.8: Pokud f(a1) = f(az), pak a1 = (f o g)(a1) = g(f(a1)) = g(f(az)) = (f 0 g)(az) =
az. Navic pro kazdé b € B plati b = (g o f)(b) = f(g(b)), kde g(b) € A. Tedy f je
bijekce. Obdobné pro g.

1.2.1: Komutativni pologrupy, (N, V) ma neutralni prvek 1, ostatni pologrupy neutralni
prvek nemaji.

1.2.2: Komutativni grupoid, ktery neni pologrupa (napi. (0x1)%2 = %, ale 0x(1%2) = %)
a nemé neutralni prvek (jestlize = x e = x, pak e = z).

1.2.3:
®l0 a b ¢ 1 ®[0 a ¢ b 1 ®|0 ¢ a b 1
0/0 0 0 0 O 0/0 0 0 0 O 0/0 0 0 0 O
a0 0 0 a a a0 0 0 0 «a c|0 0 0 0 ¢
b0 a b b b c|0 a ¢ b c al0 0 0 0 a
c|0 a b ¢ ¢ b0 a ¢ b b b0 ¢ a b b
110 a b ¢ 1 110 a b ¢ 1 1/0 a b ¢ 1

1.2.4: (a) (Z(A),U) komutativni pologrupa s neutralnim prvkem &, (2(A),N) komu-
tativni pologrupa s neutralnim prvkem A. (£?(A),\) neni komutativni, neni pologrupa
a nema ani neutralni prvek.

(b) (Z(A), +) komutativni grupa — neutralni prvek &, symetrickym prvkem k X €
P(A) je X.
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- g {ap  {b} A{ab}
Z g {ap {0y A{ab}
{ap | {a} @ H{ab} {b}
oy | {63 H{aby o {q}
{a,b} [ {a,b}  {b}  {a} @
1.25: Proz,y,z€ Sje(z0y)0z=(r-y)-z2=2-(y-2) =20 (y© 2). Pokud jeden

z prvkl z,y,z je e, pak (r ©® y) ©® z a 2 ® (y ® 2) se rovnaji soufinu ostatnich dvou
prvki.

1.2.6: Necht G je grupa. Pfedpokladejme, Ze v nékterém radku se néktery prvek opakuje,
tj. existuji z,y, 2 € G tak, %e y # z a pfitom xy = x2. Pak ale y = 27 loy = o7 loz = 2,
Spor.

Naopak, predpokladejme, ze G neni grupa. Potom existuje prvek = € G, ktery nema
inverzni prvek, a tedy v fadku (resp. sloupci) u x neni jednotka e, coz znamend, ze
néktery prvek se v tomto fadku (resp. sloupci) opakuje. Tedy (G, -) nespliiuje podminku

().

1.2.7:
e a b ¢
-‘eab
e a ele a b c
ele a b
ele a ala b ¢ a
ala b e
ala e blb ¢ a e
blb e a
clec a e b
e a b ¢ e a b ¢ e a b c
ele a b c ele a b c ele a b c
ala ¢ e b ala e ¢ b ala e ¢ b
blb e ¢ a blb ¢ e a blb ¢ a e
cle b a e cle b a e cle b e a

1.2.8: Nekomutativni grupa, neutrélni prvek (1,0), symetricky prvek k (a,b) je (£, —2).

1.2.9: (R, @) je komutativni grupa s neutralnim prvkem —1, symetricky prvek k z je z—2
(jde o specidlni pfipad piikladu 1.2.3). (R, ®) je komutativni pologrupa s neutralnim
prvkem 0, pro z # —1 je symetrickym prvkem =%, pro x = —1 symetricky prvek
neexistuje. Tedy (R, ®) neni grupa.

1 1

1.2.10: Je-li a idempotentni, pak a = ae = aaa™ = aa™" = e.

1.2.11: Kazdy prvek je sam k sobé inverzni, proto ab = (ab)™! = b~ta™! = ba.

1.2.12: Oznacme J,, mnozinu vsech n-tych odmocnin z 1, tj. z € J,, pravé kdyz z =
cos % + isin % pro nékteré k =0,1,...,n— 1. Pro u,v € J, plati (uv)” = u"v"™ =1,
tedy (Jn,-) je grupoid. Protoze nasobeni v C je komutativni a asociativni a 1 € J,,, je
jasné, ze (J,,-) je komutativni pologrupa s neutralnim prvekm 1. Navic pokud z € J,,
pak (%)n = zin =1, tedy % € J, a proto (J,,-) je komutativni grupa.

1.2.13: Plati |uv| = |u||v| pro kazdé u,v € C. Oznac¢me J mnozinu vSech komplexnich
jednotek. Potom pro u,v € J mame |uv| = |ullv| = 1, tj. uwv € J. DAl jestlize z € J,
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pak |1] = |z||2| = |22| = [1] = 1, tedy % € J. Protoze nasobeni komplexnich ¢isel je
komutativni a asociativni, je (J/,-) komutativni grupa.

1.2.14: Slozeni permutaci na A je permutace na A, skladani zobrazeni je asociativni,
neutralnim prvkem je identické zobrazeni id4: x — x a pro kazdou permutaci na A
existuje inverzni zobrazeni, které je opét permutace na A. Tedy (Sa,0) je grupa. Je
jasné, ze mnozina S, ma n! prvki.

(S2,0) je dvouprvkova grupa (viz cviceni 1.2.7 (a)), (55,0) je Sestiprvkova grupa
(viz cviceni 1.2.18 (b)).

Pro n > 3 stadi vzit napt. permutace f = (1234 ") ag= (3334~ 7). Potom
plati fog= (5334 7), alegof= (3131 7).
1.2.15: Pro A = {1} je (A%, o) trividlni (tj. jednoprvkova) komutativni grupa. V ostat-
nich pifpadech je (A%, o) nekomutativni pologrupa s jednotkovym prvkem id,: x — z.
Pro A = {1,...,n} ma A? pravé n™ prvki (viz cviceni 1.1.5). Prvky {1,2}{?} jsou
zobrazeni id = (13), f=(1%),9=(4%) ah=(}3):

olid f g h
id|id f g h
f1r 5 h h
glg [f id h
hilh f f h

1.2.16: Jestlize f,g € A(R), pak f o g je opét permutace na R. Navic z < y < f(z) <
fy) & (fog)(x) = g(f(x) < g(f(y) = (fog)(y), tedy fog € A(R). Jisté id € A(R)
a f~1 € A(R) pro kazdé f € A(R). Skladani zobrazeni je asociativni, proto (A(R), o) je
grupa. Neni komutativni: napi. pro f: z+—z+1ag: x+— 2z plati fog: v +— 22 4 2,
ale go f: 2x + 1.

1.2.17: Pro kazdé x € G plati (f, o fo)(x) = fo(fa(x)) = bra twab = (ab)'zab =
Jan(x), tedy fo o fo = fap € Int(G). Jednotkou je identické zobrazeni idg = f., protoze
faofe = fae = fea feo fo = fo prokazdé f, € Int(G). Inverznim prvkem k f, € Int(G)
je fa-1, nebot f, o0 fo-1 = foa—1 = fe ataky f,-1 0 f, = fo. Celkem (Int(G), o) je grupa.

1.2.18: (a) Symetrie obdélnika ABC'D jsou identické zobrazeni 1 = (4 £ & 5), dvé osové
soumérnosti 2 = (A5 §2) a3 = (4252) a stfedovd soumérnost 4 = (A5G 2).
Potom

B~ W N —=| 0
W N |
W B = NN
DN = = W W
— N W R

(b) Symetrie rovnostranného trojthelnika ABC' jsou identické zobrazeni 1 =

(45%), osové soumérnosti 2 = (459),3 = (424) a4 = (AE9) a rotace



20 1. Zobrazeni a algebraické struktury

ol 2 3 4 5 6
111 2 3 4 5 6
212 1 6 5 4 3
313 51 6 2 4
414 6 5 1 3 2
515 3 4 2 6 1
6|6 4 2 3 1 5

(c) Symetrie ¢tverce jsou identita 1 = (4 5 & B), osové soumérnosti 2 = (45 G 2),
3= (42GR), 1= (4558) a5 (454 B), siredové soumermost 6 = (4 55 5) &
rotace 7= (4 250)a8=(4%5%5). Pak

oll 2 3 4 5 6 7 8
111 2 3 4 5 6 7 8
212 1 6 8 7 3 5 4
313 6 1 7 8 2 4 5
414 7 8 1 6 5 2 3
55 8 7 6 1 4 3 2
66 3 2 5 4 1 8 7
7|7 4 5 3 2 8 6 1
88 5 4 2 3 7 1 6

1.2.19: a) Komutativni grupa, b) nekomutativni grupa.
1.2.20: Jsou-li e,€’ € G neutralni prvky, pak e = ee’ = €’. Stejné pro agresivni prvky.
Necht (G, -) je pologrupa s neutralnim prvkem e. Pfedpokladejme, ze z*, 2% jsou syme-
trické prvky k prvku z. Pak 2% = ex* = (2% x)2* = 27 (za*) = 2¥e = a7,
1.2.21: Jestlize (G,-) je grupa, stadi vzit x = a™'b ay = ba".

Naopak, predpokladejme, Ze (G, -) je pologrupa, kterd ma danou vlastnost. Zvolme
a € GG pevné. Existuje jediné e € G tak, Ze ae = a. Dal pro kazdé b € G existuje y € G
takové, ze ya = b; plati be = yae = ya = b. Obdobné existuje jediné ¢ € G takové,
7e €'a = a, a pro kazdé b € G plati €'b = b. Tedy potom e = ee’ = €’ a tento prvek
je neutrdlnim prvkem pologrupy (G,-). Zbyva ukazat, ze pro libovolné a € G existuje
symetricky prvek. Podle predpokladu existuji prvky =,y € G takové, ze ax = e = ya.
Plati x = ex = yaxr = ye = y, a proto x = y je symetrickym prvkem k prvku a. Tedy
celkem (G,-) je grupa.
1.2.22: Pfimym vypoctem ovéfime, ze plati ((k1,f1, m1) + (ko, b2, m2)) + (k3, €3, m3) =
(k1,01,mq) + ((ke, la, m2) + (k3, 3, m3)) (rozlisime 4 pfipady: a) m; 1 mg sudé, b) my
sudé, my liché, c) my i my liché, d) my liché, ms sudé). Nulovym prvkem je (0,0, 0).
Opacénym prvkem k (k, ¢, m) je

(—k,—¢,—m) pro m sudé,

—(k,t,m) = { (

—{,—k,—m) pro m liché.
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Grupa neni komutativni, napt. (1,1,1)+(1,—1,2) = (0,2,3), ale (1,—-1,2)+(1,1,1) =
(2,0,3).

1.2.23: Prokazdé m € N, f(mx) = mf(z). Ztejmé f(0) = 0, protoze pro libovolné z € R
plati f(x) = f(x) + f(0). Odtud 0 = f(z —z) = f(z) + f(=2), tj. [(=z) = —[f(2).
Proto pro m € N dostaneme f(—mz) = —f(mx) = —mf(z). Celkem f(mz) = mf(z)
prom € Z, v € R. Nyni pro ¢ = = € Q, mf(z) = f(mz) = f(ngr) = nf(qz), a proto
flgr) = 2 f(2).

1.2.24: Snadno se ovéii, ze nasobeni v G" je asociativni, protoze je asociativni pi-
vodni nasobeni v G: ((a1,...,an) (b1, ..., bn))-(c1,. .. ¢n) = ((arby)ca, ..., (anbn)cn) =
(a1(bicr), ... an(bncy)) = (ar, ... an) - ((b1y ..., by) - (c1,...,¢y)). Je-li e jednotka v G,

pak (e, ..., e) je jednotka G™; inverzni prvek k (ay,...,a,) v G™ je (a;t, ..., a;").

1.2.25: Asociativita se ovéfi snadnym vypoétem. Neutralnim prvkem je (0,0). Symet-
rickym prvkem k (z,y) je (—z, —ye™™). Nekomutativita: napt. (1,0) = (1,1) = (2,1), ale
(1,1) *(1,0) = (2,).

1.3.1: (a), (b) Obory integrity, nejsou télesa. (c) Neni ani okruh, protoze mnozina Z(+/2)
neni uzaviena na nasobeni.

1.3.2: Nejprve se ukaze, Ze Z(+/3) je obor integrity. Jisté v/3 € Z(/3). Piedpokladejme,
7e M je libovolny ¢iselny obor integrity, ktery obsahuje /3. Pak nutné Z C M (protoZe
1 € M) a M obsahuje vSechna ¢isla ve tvaru a + bv/3 (a,b € Z), tedy Z(v/3) C M.
Analogicky pro Q(v/3).

1.3.3: Podle cviceni 1.2.9 staci ovérit, ze © je distributivni vzhledem k 6.

1.3.4: Stejné jako v prikladu 1.3.1 se ukéze, ze (M, +) je komutativni grupa. Pro f, g €
M plati (f o g)(0) = g(f(0)) = ¢g(0) = 0, tj. fog € M. Sklddani zobrazeni je
asociativni, tedy (M, o) je pologrupa. Neplati ale pravy distributivni zadkon (f+g)oh =
(f o h) + (g o h); staci vzit napt. funkci h danou predpisem h(0) = 0 a h(z) = 1 pro
x # 0. Tedy (M, +, o) neni okruh.

1.3.5: (a) Je zndmo, Ze soucet a soucin dvou spojitych funkci je spojita funkce. Zby-
tek obdobné jako v pfikladu 1.3.1. (M, +,-) je komutativni unitdrni okruh obsahujici
netrivialni délitele nuly. Jednotkou okruhu je konstantni funkce e: x +— 1.

(b) SloZenim dvou spojitych funkci opét dostavame spojitou funkei, proto (M, o) je
pologrupa. Podobné jako ve cviceni 1.3.4 zde neplati pravy distributivni zakon. Tedy
(M, +,0) neni okruh.

1.3.6: Ne, soucin dvou aditivnich funkci nemusi byt aditivni.

1.3.7: ({1,a,b},-) musi byt grupa, jedind moznost je tedy

>N = O

S O O OO
Q= Ol
— o O
SIS N el RS
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1.3.8: Plati ab=a(l +a) =a+aa,ba=(1+a)a=a+aasabb=(1+a)b=>b+ab=
b+ a+ aa = 1+ aa, staci proto zvolit aa a ostatni souciny budou urceny jednoznacné.
Existuji 4 moznosti:

1. aa = b, ab=ba =1, bb = a (téleso z cvi¢eni 1.3.7),

2. aa = a, ab=0ba =0, bb =D,

3. aa =0, ab=ba = a, bb =1,

4. aa =1, ab=ba = b, bb = 0.
1.3.9: (a) Komutativni unitarni okruh, kt. neni obor integrity ani téleso; (b) komutativni
téleso.

1.3.10: a) Neni okruh, protoze M neni uzaviena na s¢itani.

b) Komutativni unitarni okruh, ktery neni obor intergrity, nebot souc¢in dvou nenu-
lovych matic miize byt nulova matice.

c) Komutativni téleso, inverznim prvkem k nenulové matici ( & Z) je inverzni matice
= (52):

1.3.11: Podle cviceni 1.2.4 je (Z(A),+) komutativni grupa s neutrdlnim prvkem 0,
(Z2(A),N) komutativni pologrupa s neutralnim prvkem A. Snadno se ovéfi platnost
distributivnich zakond, tedy (Z(A), +,N) je komutativni unitarni okruh. Neni to obor
integrity ani téleso, protoze priinik dvou neprazdnych mnozin miize byt prazdnad mno-
Zina.

1.3.12: Predpokladejme, ze NSD(a,n) = 1. Jestlize @ ® b = 0, pak ab = 0 a tedy n|ab,
odkud vyplyva n|b, protoze NSD(a,n) = 1. Proto b = 0 a @ neni délitel nuly.

Naopak, necht d = NSD(a,n) # 1. Pak a = dx a n = dy pro nékt. x,y € N. Kdyby
nly, pak y = nz pro nékt. z € N an = dy = dnz, odkud 1 = dz, coz ale odporuje
predpokladu d # 1. Tedy nty a ay = dzy = nz a miZzeme psat a © § = ay = nx = 0,
kde ij # 0. Tedy a je netrivialni délitel nuly.

1.3.13: Podle cviceni 1.3.12 je a # 0 délitel nuly v Z,, pravé kdyz jsou a,n soudélna.
Tedy 7, neobsahuje délitele nuly, pravé kdyz n je prvocislo.

1.3.14: Je-li ac = be, pak 0 = ac — be = (a — b)c, odkud plyne a — b = 0, tj. a = b,
protoze ¢ # 0.

1.3.15: Je-li Z,, téleso, pak je to i obor integrity a podle cviceni 1.3.13 je n prvocislo.

Naopak, predpokladejme, Ze n je prvocislo. Potom (Z,,®,®) je obor integrity, a
proto (Z, \ {0}, ®) je pologrupa s jednotkovym prvkem 1. Staci ukazat, Ze v kazdém
fadku (resp. sloupci) tabulky této pologrupy je kazdy prvek pravé jednou. Kdyby a®e =
b® ¢ pro nékt. a,b,¢ € Z, \ {0}, pak @ = b podle cviceni 1.3.14. Tim je dokézano, Ze
(Z, \ {0}, ®) je grupa.

1.3.16: (a) Pfimé ovéfeni axiomi. (b) Pro n > 2 nemutize byt téleso ani obor integrity,
protoze vzdy obsahuje délitele nuly, napf. (a,0,0,...,0) a (0,a,0,...,0), kde 0 # a €
M.



Matice a determinanty

2.1 Operace s maticemi

Priklad 2.1.1. Nad télesem R jsou dany matice

1 3 =2 -2 0 1 3 0 10 0 1
A_(—l 1 o)’ B_(4 5 o)’ C_(1 1)’ D‘(2 -3 1)‘
Rozhodnéte, zda jsou definovany matice A+ B, C+ D, AB, CD, 2A+3CD, C?, C?D?,
AT + BT (A + B)T. V kladném piipadé je urcete.
Reseni. Matice A + B existuje a plati

L (14(=2) 3+0 —2+1\ (-1 3 —1
A+B_<—1+4 145 0+0)_<3 6 o)‘

Soucet C' + D neni definovan, nebot C a D nejsou matice téhoz typu. Souc¢in AB neni
definovan, protoze pocet sloupci matice A neni roven poc¢tu fadku matice B. Soucin
CD existuje a plati

oD — 3-10+0-2 3-0+0-(—3) 3-14+0-1\ (30 0 3
“\1-1041-2 1-04+1-(=3) 1-1+1-1) \12 -3 2)°
Dale

(21 2.3 2-(-2) 3-30 3-0 3-3
2A+3CD_(2-(—1) 2.1 2.0 )*(&12 3 (~3) 3-2)
(2 6 —4 n 9 0 9\ (92 6 5
S \-2 2 0 36 -9 6/ \34 —7 6)°
Matice C' je ¢tvercova, proto

(-0

Soucin C?D? neexistuje, nebot D neni étvercova, a tedy D? neexistuje. Transponované
matice A” vznikne z matice A zdménou radki a sloupct, tj.

1 -1 -2 4 -1 3
AT+BT=13 1 |+[0 5|=[3 6|]=(4+B)7".
-2 0 1 0 -1 0

23
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Priklad 2.1.2. Najdéte vSechny matice A nad R, které jsou zaménitelné s matici

5-(3 ).

Reseni. Hleddme matice A takové, aby platilo AB = BA. Je tedy zfejmé, ze A musi
byt ctvercova matice stupné 2, tj.
a b
A= ( d) .
Potom

2a+3b —4a+0b\ (a b\ (2 —4\ (2 —4\ [(a b\ (2a—4c 2b—4d
2c+3d —4c+d) \c dJ\3 1) \3 1 c d) \3a+c 3b+d)’
tedy dostavame soustavu linearnich rovnic

2a + 3b = 2a — 4c,
—4a + b = 2b — 4d,
2c + 3d = 3a + ¢,
—4c+d=3b+d.

Z prvni a ¢tvrté rovnice ziskdme 30 = —4c, ze druhé a tfeti rovnice vyjadiime b =
—4a + 4d a ¢ = 3a — 3d. Protoze tato ¢isla b, ¢ vyhovuji podmince 3b = —4c¢, hledana

matice je ve tvaru
A a —4a + 4d
- \3a—3d d ’

kde a,d € R. O
Priklad 2.1.3. Necht a € R. Vypoctéte

a 1\"
0 a
pron € N.
Resend. Snadno se presvédéime, Ze (36{)2 = (@%), (86{)3 = (93%) a (86{)4 =
(“4 4;13 ) Indukei se ovéri, ze
a 1\" _[a” na™ !
0 a/ \O a® )’

0
Opravdu, predpokladame-li platnost pro vSechna 1 < k < n, potom
a 1\" (a1 (a1 nil_ a 1\ (a"' (n—1)a"?
0 a/ \0 a 0 a - \0 a 0 an1

_fa® (n=Da"t+a*t\ _ (a® na"?
—\ 0 a™ \0 a® )
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Cviceni

2.1.1. Vypoctéte nasledujici souciny, pokud jsou definovany:

Lo ooy (L2
a) |5 -1 -3 0 =6l
-2 1 8 -1 2 g
0 0 0
1 0 -1
2 1 1
b>(o1013—127).302
52 -132 -2 =31 2 1 3 [’
10 0
0 0 -1
-1 1 0

D ENEDEY 0 G0 ()
PG e () 6T ()

2.1.2. Najdéte viechny matice A nad R takové, ze A% = (39).

2.2 Permutace

Priklad 2.2.1. Urcete znaménko permutace
1 2345
P= (3 5 1 4 2)

na mnoziné {1,2,3,4,5} a rozloZte ji na transpozice.

Regend. Pocet inverzi v potadi (3 5 1 4 2) je 6, tedy permutace P je sud4, tj.
sgn P = 1. Proto lze permutaci P rozlozit na sudy pocet transpozic. Tento roz-
klad muzeme dostat napt. tak, ze ze zadkladniho potadi (1 2 3 4 5) postupné
zleva posklddame potadi (3 5 1 4 2). Z potadi (1 2 3 4 5) dostaneme poradi
(3 2 1 4 b5)transpozici (1,3) (tj. vyménime ¢isla1a 3). Pakz (3 2 1 4 5) dosta-
neme (3 5 1 4 2) pouzitim transpozice (2,5) (tj. vyménime ¢isla 2 a 5). Permutace
P je tedy sloZenim transpozic (1,3) a (2,5), tj. P = (1,3) o (2,5). O
Poznamka. VSimnéte si, ze ziskany rozklad neni jediny mozny. Permutaci P lze
rozlozit i jinym zptsobem, pficemz se zachova jen to, zda je pocet transpozic sudy
nebo lichy.
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Cviceni

2.2.1. UrCete pocCet inverzi v pofadi (1 3 5 ... 2n—1 2 4 6 ... 2n).

2.2.2. Urcete znaménko permutace P = (122425 7) a rozlozte ji na transpozice.

2.2.3. Najdéte permutaci P na mnoziné {1,2,3,4,5,6,7} takovou, aby
12345670}’01234567—1234567
73 216 5 4 3127 456) \bH 136472

2.2.4. Rozhodnéte, zda nasledujici soucin je ¢lenem determinantu prislusného stupné:

a) A130220A34024041056, b) a32051031A45024, C) (11024035042053.

2.3 Determinanty

Priklad 2.3.1. Vypoctéte determinant

11110
01111
12300
01230
00123
Resend.
11110 Jt0o00 -1 [10000
01111 o111 1 01111
1230021230 0|21 2301
01230 (0123 0 01230
00123 0012 3 001 23
> 3014021 <2 1 -2 -1
3 1)+ 4 T4 TH A (L. _
S e P e P T A 11; 31
0123 o1 2 3
1 -2 -1
2 0 -2 ;(—1)1“-(—2)-‘; _22‘:2-8:16
2 0 2

Pouzili jsme néasledujici Gpravy:
1 — od 1. radku odecteme 2. radek,
2 — k 5. sloupci pri¢teme 1. sloupec,

3 — Laplacetiv rozvoj podle prvki 1. radku,
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4 — 1. sloupec postupné odecteme od 2., 3. a 4. sloupce,
5 — Laplacetiv rozvoj podle prvka 1. radku,
6 — 1. radek pricteme ke 2. a 3. radku,

7 — Laplacetiv rozvoj podle 2. sloupce

Determinant
1 -2 -1
1 2 -1
1 2 3

muzeme vypocitat pfimo uzitim Sarrusova pravidla pro determinant 3. stupné takto:
1-2:3+(-2)-(-1)-1+1-2-(-1)—(-1)-2-1—-(-2)-1-3—2-(-1)-1=16.
O
Cviceni

2.3.1. Vypoctéte determinanty:

2 -5 4 3 5 9 2 7
a)gi’ib)3—475c)4—5—32
L 4 -9 8 5 3 5 1 -4
3 2 -5 3 5 4 3 5
3.3 5y 35 59 71 52 l+z 1 1 1
-1 2 4 9 42 70 77 54 1 1—-2 1 1
3 3
Dl 5 2 5 93 egms D)1 1 14y 1
4 3 5 -6 29 49 65 50 1 1 1 1-y
120000
2 -3 1 fgj}g 340000
a b c d 76 5400
g>1—252h)é(1)”__112}1)234500
4 3 -1 3 01 1 0. 5126 7 3
2 753 41
123456 102030
6543 21 51427 3 fégié
plbzs 400 04090l o T
Vg 32100 815376 09911
120000 915438 51120
210000 1070090
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Priklad 2.3.2. Vypoctéte determinant n-tého stupné (n > 2):

011 11
1 0 =z r x
1 = 0 T
1 =z =z« 0 =z
1 =z «x z 0
Regent.
01 1 1 1 01 0 0 0
1 0 z T 1 T T
1 0 r zf1 |l » —x .. 0 0]
1l =z =z 0 =« 1 =z O —x 0
1 =z z z 0 1 = 0 0 —=x
1 =z r T n—1 0 0 0
1 —z 0 0 1 - 0 0
2 (=D)L S =)
1 0 —x 0 1 0 —x 0
1 0 0 -z 1 0 0 —=x

Pouzité tpravy:
1 — postupné 2. sloupec odecteme od tretiho az n-tého sloupce,
2 — Laplacetiv rozvoj podle 1. fadku,

3 — k 1. radku pricteme postupné druhy az n-ty radek.

Cvideni

2.3.2. Vypoctete determinanty n-tého stupné (n > 2):

1 n n n 1 2 3 n 1 11 1
n 2 n n -1 0 3 n 1 01 1
a) In n 3 n b) |-1 =2 0 n c)|l 10 1
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32 2 2 8 b 2 ' 8 8 01 1 1
2 3 2 2 0 8 S 101 1
d) 2 2 3 2l e £yl 10 1
............... 00 0 0 b
2 2 2 3 b oo . 0 a 1 11 0
1—-n 1 1 1 a b b b
1 1—n 1 1 b a b ... b
g) | 1 1 1-n ... 1 h)y|b ba ... b
1 1 1 1—n b b b a
Priklad 2.3.3. Vypoctéte nasledujici determinant stupné n:
2 50 . 00
2 75 . 00
D, — 027 00
0 0 0 . 75
00 0 . 2 7

Reseni. Vypocet determinantu n-tého stupné zavisi na determinantech niz$ich stupn,
nebof odectenim prvniho fadku od druhého a Laplaceovym rozvojem podle prvniho
sloupce dostavame

75 00 o oo 23O 00

p, =027 - 00 _j0 2700y — 9D, ;.
000 ....... 75 000 ....... 75 8 8 8 ; ?
0 00 27 0 00 27

Protoze Dy = |2| = 2, Dy = |33]| = 4 atd., je zfejmé, Ze plati D,, = 2", coz snadno

oveérime matematickou indukei podle n € N:

1) Pron=1je D; =2=2%

2) Predpokladejme, ze Dy = 2% pro kazdé k < n. Potom D, =2 -D,,_; =2 2" =
2", O

Priklad 2.3.4. Necht

00 0 =z
0 0 ... 0
Dy= ...
0 = 00
z 0 00

je determinant je stupné n > 2. Ukazte, ze plati

n(n—1)

D, =(-1)"z a™
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Reseni. Budeme postupovat matematickou indukei podle n € N, n > 2.

1) Pron =2 méme 93] = > = (~1)75 4
2) Predpokladejme platnost tvrzeni pro vSechna pfirozena ¢isla 2 < k < n. Pak

Laplacetiv rozvoj D,, podle 1. radku je

Dy = (12D, g = (~1)"Ha (-1)" T =
Dzr—1
2n+2+n273n+2 n27n+4
=(-1) 2 " = (-1) " =
_ (_1)71(71,271) (_1)%$n _ (_1)71(71271)1."
[
Cviceni
2.3.3. Vypoctéte determinanty stupné n > 2:
10 0 1 1 1 —n 2 2 2 3
1 1 0 1 1 —-n 1 2 2 3 2
a) (01 2 0 b) | C) e
............... 1 —n 1 1 2 3 2 2
0 00 2 —-n 1 1 1 3 2 2 2

2.3.4. Vypoctéte nasledujici determinant stutné 2n, n € N:

a 0 0 b
0 b 0
0 b . a 0
b 0 . 0 a

2.4 Hodnost matice

Priklad 2.4.1. Urcete hodnost matice

2 1 11 2
-1 0 4 1
A=15 4 5 10

6 -1 5 2



2.4. Hodnost matice 31

Resend.
2 1 11 2 0 1 19 4 -1 0 4 1
-1 0 4 1 1 1-1 0 4 1 2 0O 1 19 4
5 4 56 11 0 4 76 16 0O 0 0 0O
6 —-1 5 2 0 —4 —-28 —4 0 0 48 12
1 0 -4 -1 1 000 1 00 O
3 [0 1 19 4 4 {01 3 0]s5 (010 —%
0 0 4 1 0 0 41 0 01 i
00 O 0 0 00O 000 O

Pouzili jsme tyto tpravy:
1 — dvojnasobek 2. fadku pri¢teme k 1. radku, pétinasobek 2. fadku pficteme ke 3.
radku, trojnasobek 1. fadku odec¢teme od 4. fadku;

2 — vyménime 1. a 2. fadek, 3. fadek pricteme ke 4. faddku a ctyinasobek 1. radku
odecteme od 3. radku;

3 — 1. fadek vynasobime —1, 4. radek vydélime 4 a vymeénime jej s 3. fadkem,;
4 — k 1. fadku pricteme 3. fadek, od 2. fadku odecteme ctyrnasobek 3. radku;
5 — 3. fadek vydélime 4 a trojnasobek odecteme od 2. radku.

Takto jsme matici upravili na trojihelnikovy redukovany tvar a vidime, Ze hodnost
matice A je tedy 3. VSimnéte si, ze jiz po druhé upravé je ziejmé, ze h(A) = 3. O

Priklad 2.4.2. Urcete hodnost matice A z prikladu 2.4.1 metodou vroubeni subdeter-

minantu.

Regeni. Matice A je ¢tvercova a snadno se piesvédcéime, Ze det A = 0 (je to vidét
z vypoctu v piikladu 2.4.1), proto h(A) < 4. Musime zjistit, zda A ma nenulovy sub-
determinant stupné 3. Napf.

-1 0 4

5 4 56| =-—192.

6 -1 5
(Ostatni subdeterminanty stupné 3 mohou byt 0.) Tedy maximéalni stuperi nenulového
subdeterminantu je 3, a proto h(A) = 3. O]
Cviceni

2.4.1. Urcete hodnosti matic (nad C):

0 4 10 1 29 —4 8 0 4
4 8 18 7 3 6 1 4 -3
A= 10 18 40 17|’ B=1_4 9 5 1 7|

1 7 17 3 5 —4 -12 5 -14
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142 1—i 2+43i 2
C = ., D=|3+i -2 5+i 2-2i]|,
5i 3—i 148 4+2i

5 3 0
1 -5 4
2 1 3 4 6
3 21 -3 -2 1 3 -2 1
7 0 7 5 10 29 -1 -3 1 4
E=124 5 110 10| =21 2 5 —31
5 -1 4 1 4 -3 4 1 2 3
8 -3 5 —2 2

Priklad 2.4.3. Urcete hodnost matice v zavislosti na parametrech a,b € R:

1 0 a -3 -1
1 1 a a 1
A= a 3 4 9 8
11 a a b
Resent.
1 0 a =3 -1 1 0 a -3 —1
1 1 a a 1 1 1 1 a a 1
a 3 4 9 8 a—3 0 4—3a 9-—3a 5
11 a a b 0 0 0 0 b—1
1 0 a -3 -1
2 0 1 0 a+3 2
a+2 0 44+2a —6—-3a O
0 0 0 0 b—1

Pouzité tpravy:

1 — trojnasobek 2. fadku odec¢teme od 3. radku, 2. faddek odecteme od 4. radku,

2 — 1. radek odecteme od 2. fadku a pétinasobek 1. fadku pricteme ke 3. radku.

Nyni vidime, Ze

prob=1a= -2,
prob#1,a= -2,
prob=1,a # -2,

jinak.

-~ W W N
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Alternativné muzeme postupovat nasledujicim zptsobem:

10 a -3 —1 10a -3 -1
1 1 a a 1 110 1 0 a+3 2
a 34 9 8|7 la34 9 8
1 1 a a b 000 0 b—1

10 a -3 -1

s (o1 0 a+3 2

“ 1o 3 4-a® 9+3a 8+a

00 0 0 b-—1

10 a -3 -1

s o1 0o a+3 2

100 4-a2 0 2+a

00 0 0 b-1

Pouzité tpravy:
1 — od 2. fadku odec¢teme 1. fadek a od 4. fadku odecteme 2. Fadek,
2 — za predpokladu, ze a # 0, od 3. fadku odec¢teme a-nasobek 1. radku,

3 — od 3. fadku odecteme trojnasobek 2. radku.
Vzhledem k tomu, Ze 4 — a® = (2 + a)(2 — a), jsou ziejmé hodnoty parametrt, které
mohou ovlivnit hodnost matice A, a = +2 a b = 1.

Ve druhém kroku jsme predpokladali a # 0, a proto musime jesté vyteSit pripad
a = 0. Snadno se presvéd¢ime, ze pak h(A) =3 prob=1a h(A) =4 pro b # 1. O

Priklad 2.4.4. Urcete hodnost matice A v zavislosti na parametrech a,b € R:

2 -1 a b
A=11 a -1 1
1 10 -6 1

Resend. Dvojnasobek 3. fadku odecteme od 1. fadku a 3. faddek odecteme od 2. fadku:

2 =1 a D 0 —-21 a+12 b-2
1 a -1 1] ~10 a—-10 5 0
1 10 -6 1 1 10 —6 1

Jestlize b # 2, pak h(A) = 3. Pokud b = 2, pak h(A) = 2, pravé kdyz 1. a 2. fadek jsou
linedrné zavislé (tj. jeden je nédsobkem druhého), tedy kdyz
a+12 =5z
—21 = (a —10)z
pro nékteré r € R. Odtud dostaneme —105 = (a — 10)(a + 12) = a® + 2a — 120 a

a?+2a—15=0, tj. a = 3 nebo a = —5.
Celkem h(A) =2 pro b =2 a a = 3 nebo a = —5, jinak h(A) = 3. O
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Cviceni

2.4.2. Urcete hodnosti néasledujicich matic v zavislosti na parametrech a,b € R

;j?ig 1 a 22 1 7
A= “ . B=|-1112 -2 ],
2 a-2 6 2 2 3 3 0 1
4 -2 9 a+6
31 1 4
a 4 10 1
¢= 1 7 17 3
2 2 4 b
2.5 Inverzni matice
Priklad 2.5.1. K matici
2 4 -1
A=1|5 -2 -3
4 0 1
urcete matici inverzni.
Reseni. Snadno zjistime, Ze det A = —80 # 0, tedy A je regularni matice a A~! existuje.

Matici A~! mfizeme urc¢it dvojim zptisobem:

a) Pomoci adjungované matice Adj A, kterou vypocteme tak, ze kazdy prvek a;;
matice A nahradime jeho algebraickym doplitkem A;; a takto ziskanou matici transpo-
nujeme, tj.

An A A\
AdjA= | A Ay A |
A1 Agzy Asg
kde
-2 -3 5 =3
Ay = (-1)"! 0 1 ‘ =2 An=(DT 4 1 ‘ =17
5 —2 4 -1
-/413 = <_1)1+3 4 0 ’ = 87 A21 — (_1)2+1 0 1 ‘ = _47
2 1 2 4
Agy = (—1)*2 4 1 ‘ =0, Ax = (-1 4 0‘ =15
4 -1 2 —1
o 1\3+1 o (L 1\3+2 o
Az = (—1) > _3‘ 14, Az =(-1) . _3‘ =1,
2 4
(L 1\3+3 _
Aszs = (—1) 5 _2‘ 24.
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Tedy
—2 17 8 \' (-2 —4 -14
AdjA=| -4 6 16 =|-17 6 1
—-14 1 -24 8 16 —24
Pro inverzni matici plati
1 1 -2 —4 —14
= _— _AdjA=——|-17 6 1
det A 80 8 16 —94

b) Pomoci jednotkové matice: Do jednoho schématu napiSeme matici A a matici
jednotkovou. Obé matice pak upravujeme stejnymi elementarnimi fadkovymi transfor-
macemi, dokud z matice A (vlevo) nedostaneme matici jednotkovou (resp. k-nésobek
jednotkové matice). Pak matice, kterou jsme takto dostali vpravo, je hledand matice
A~ (resp. jeji k-nasobek).

V nasem pripadé miizeme postupovat takto:

9 4 —-1]100 2 4 1] 1 00
5 -2 31 010|l~[0 —24 -1] =5 20
4 0 1 |00 1 0 -8 3 | —2 01
9 4 —11] 1 0 0
Zlo =24 -1 | =5 2 0
0 0 10 | =1 -2 3
12 0 —-71] 1 2 0
S0 —24 -1 | =5 2 0
0 0 10 | -1 -2 3
120 0 0 3 6 21
L1 o0 —240 0 | =51 18 3
o o0 10| -1 -2 3
7
(000 8 n
“H,l8 8%

Pouzité tpravy:

1 — od dvojnasobku 2. tadku odecteme pétinasobek 1. fadku a od 3. fadku odecteme
dvojnéasobek 1. radku,

2 — od trojnasobku 3. fadku odecteme 2. fadek,

3 — k Sestinasobku 1. fadku pricteme 2. radek,

4 — k desetinasobku 1. fadku pricteme sedminasobek 3. fadku a k desetinasobku 2.
radku pricteme 3. fadek,

5 — 1. radek vydélime ¢islem 120, 2. radek ¢islem -240 a 3. fadek ¢islem 10.
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Tedy
1 1 7
(B onox L2 4 -l
o T 1o 8 16 —24

Zkousku spravnosti vypoctu lze provést uréenim souéinu matic A a A~!, ktery by
mél byt roven matici jednotkové. n

P ozn 4 mka. Postupujeme-li podle bodu b), neni nutné predem pocitat det A, protoze
kdyby inverzni matice A~! neexistovala (tj. det A = 0), pak by nebylo mo7né matici A
upravit elementarnimi radkovymi transformacemi na jednotkovou matici.

Cviceni

2.5.1. K dané matici uréete matici inverzni:

320 } 1 _11 1 3 1 -2
A=1|5 4 1], B = , c=|-51 6|,
1 25 L=11 -1 1 3 2
1 -1 -1 1

L 2 5 7 L1 4
D= : E=1|6 3 4], F= ,
1 1 e o 3 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1
, , 1 1 -1 3 2 -1
G:(llj; 11__27>, H=|2 1 o, 1=[0 1 2],
¢ ¢ 1 -1 1 1 -2 0
L1 1 o0 9 2 1 0 -1 -1 0
1 1 0 -1 -1 1
—2 -1 4 -1 -3 1 1 -1 -1 0 1
J=]1 2 2 o0 3], K=
-1 0 0 0 1 0
1 2 2 1 2
L 3 4 0 1 2 -2 1 2 1 -1
0O 0 0 1 0 -1

11 -1 1 -1 3
a) X-l2 1 o0 ]=[4 3 2]|;
1 -1 1 1 -2 5
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Priklad 2.5.2. Urcete inverzni matici k nasledujici matici stupné n > 2:

01 . 11
10 11
A= ... ... .. ...
11 01
1 1 . 1
Resent.
01 1 1 1 0 0
1 1 1 0 0
1 1 01 0 .10
11 1 0 . 01
-1 0 0 1 1 0 -1
) 0 -1 0 1 0 0 —1
0 0 -1 1 0 . 1 -1
1 1 1 0 0 . 0 1
-1 0 0 1 1 0 -1
) 0 -1 0 1 0 0 -1
0 0 -1 1 0 1 -1
0 0 0 n—-1 1 1 2—n
n—1 0 0 1—n 1—n 0 n—1
, 0 n—1 0 1—n 0 0 n—1
0 0 n—1 1—n 0 1-n n—-1
0 0 0 n—1 1 1 2—n
n—1 0 0 0 2—n 1 1
. 0 n—1 0 0 1 1 1
0 0 n—1 0 1 2—n 1
0 0 0 n—1 1 1 2—n

Pouzité tpravy:
1 — n-ty fadek postupné odecteme od ostatnich radki,
2 — k n-tému radku pricteme soucet ostatnich radki,
3 — kromé n-tého radku vSechny radky vynasobime cislem 1 — n,

4 — n-ty fadek postupné pricteme k ostatnim radktm.
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Vidime, ze

9-n 1 1 1

X 1 2-n 1 1

A
n—11 1 9—mn 1

1 1 1 2-n

Cvideni

2.5.3. Urcete inverzni matice k nasledujicim ¢tvercovym maticim stupné n:

111 . 1 1 a o> ... a2 g*!
011 . 1 01 a ... av3 a2
A=10 0 1 . 1], B=| ... ,
............... 00 O 1 a
00 0 . 1 00 O 1

1 11 1
1 01 1
C=1110 1
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2.6 Vysledky

14 16
2 10 8 5 4 13 —14

304 —61 2 -1 (10 (1 m\ L (1 324\
(305 —62)’ f) <3 _2) pro n liché, (O 1) pro n sudé; g) (0 1), h) <0 1 ),

i) neexistuje.

a2
2.1.2: A= (_aﬁ _ba) a AT = (Z __g) pro b # 0
b

2.2.1; Ml
2.2.2:sgn P = —1, napf. P = (1,4)0(2,7)0(3,5)0(3,6)0(2,3) (viz postup z pf. 2.2.1).

1234567
712345 6)

2.2.4: (a), (b) ne, (c) ano.

2.3.1a) 17, b) 4, ¢) -560, d) 1, e) 10, ) 2242, g) 16a + 33b + 28¢ — 45d,
h) (23 — 3z + 1)(2% — 2 + 1), 1) 90, j) -105, k) -18, 1) 30.

2.3.2:a) (=1)"nl,b) nl, ¢) (=1)" 1, d) 2n+1, ) a” + (=1)"*1", f) (=1)" 1 (n—1),
g) 0, h) (a—b)"Y(a+ (n—1)b).

233:a)n+1,b) (=) (n+ 1), ¢) (2n+1)(—1)
2.3.4: (a® — b?)".

2.4.1: h(A) = 2, h(B) = 3, h(C) = 2, h(D) = 1, h(E) = 2, h(F) = 4.

2.4.2: h(A) = 2 pro a = 4, jinak h(A) = 3; h(B) = 3 pro kazdé a,b € R; h(C) = 2 pro
a=0,b=3,h(C)=3proa=0,b#3neboa#0,b=3, h(C)=4proa#0,b+#3.

2.5.1:

22.3: P= <

n(n—1)
2

0 1 1 0
18 —10 2
1 — 1 _
At=>--24 15 -3|, B'== 0 1 0 - , D'=2 b :
6\ ¢ 4 9 211 -1 0 o0 2\1 1
1 -1 -1 1
Lo i1 4
El=|-38 41 -34], F‘lzzl L1 1 1l
27 —29 24 L1 11
1 0 1
1 /(=147 1—2 1
G—1=§(li§? il_m.), =222 2],
! ! —3 2 -1
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o 1 7 1 =5
(425 4 1 -5 1 2
1—1:? -2 -1 —6|, Jt'=|[-1 0 2 o0 -1
1 4 3 -2 -1 -1 0 1

-2 -1 0 -1 1

C—! a K~! neexistuji.

92.5.2:
—3 2 0 .
1 _
a) |-4 5 —2|, b 5(1112.81).
5 3 0
2.5.3:
L-10 00 1 —a 0 0 0
0 1 -1 0 0
0 1 —a . 0 0
|0 0 1 0 0 B
0 0 0 1 -1 8 8 8 (1)—1a
0 0 0 0 1
9-n 1 1 1
1 -1 0
c-l = 1 0 -1 0



Soustavy linearnich rovnic

3.1 Nehomogenni soustavy

Priklad 3.1.1. Rozhodnéte, jsou-li nasledujici soustavy linearnich rovnic fesitelné.
V kladném ptipadé urcete mnozinu feseni:

(a)

21’1 — 3ZE2 + 51‘3 + 7IL‘4 =1
4r; — 629 + 223 + 34 = 2
21’1 — 3(]32 — 11%3 — 15{E4 =1
(b)
2331 + 5%2 — 8[L’3 = 8
41’1 + 31’2 — 91’3 = 9
21’1 + 3LU2 — 51’3 = 7
T + 81’2 - 7ZL’3 = 12
(c)
21’1 — Ty + 3:153 - 21’4 = 4
81‘1 + 51’2 + 9[153 = -2
5[[‘1 + 21’2 + 61’3 - Ty = -3

Resend. (a) Podle Frobeniovy véty je soustava feSitelnd pravé tehdy, kdyZ je hodnost
matice soustavy
2 =3 b 7
A=14 -6 2 3
2 -3 —11 -15

rovna hodnosti rozsifené matice soustavy

2 -3 5 7 1
A=14 -6 2 3 2
2 =3 —11 —15 | 1

41
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Rozsifenou matici upravime na trojuhelnikovy tvar (Gaussova eliminadni
metoda):

2 -3 1 2 ) 7 1
A=14 -6 2 0 -8 =11 | 0] ~
2 -3 —11 — 1 0 —-16 =22 | 0
2 =3 5 7 1
~10 0 8 11 0| =B
0 0 0 O 0

Ziejmé h(A) = h(A) = 2, takze soustava je Fesitelna. ProtoZe pocet neznadmych n = 4
je vétsi nez hodnost matice h(A) = 2, ma soustava nekoneéné mnoho feseni zavislych
na n — h(A) = 2 parametrech.

Matice B je rozsifenou matici soustavy

21’1 — SZEQ + 51‘3 + 71‘4 =1
8[[’3 —f- 11ZE4 = O

ktera je ekvivalentni s piivodni soustavou (tj. mnoZiny feSeni obou soustav jsou stejné).

Zvolime-li za parametry x5 a 4, dostaneme z druhé rovnice x5 = —lz,. Dosazenim do

8
prvni rovnice za x5 uréime z; = 32, — %63:4 + % Mnozinu feseni puvodni soustavy lze
tedy zapsat napt. ve tvaru

2

P = {(%952 - 1—16$4 + %,xm —%$4,$4)3 T2, T4 € R},
pripadné ve tvaru
P = {(3@ — x4+ %, 2wy, —2214,1614): X2, 14 € R}.

Abychom se vyhnuli zpétnému dosazovani za x3 v 1. rovnici a dopocitavani zq,
muzeme matici B jeSté upravit (snazime se, aby obsahovala co nejvice nul):

2 -3 5 7 1 16 —24 40 56 | 8 16 —24 0 1 8
0o 0 811 | 0)]~O O 40 55 | 0]~ O O &8 11 | O
0 0 0 O 0 0 0 0 O 0 0O 0 0 0 0

Odpovidajici soustava pak ma tvar

161’1 — 241’2 + Ty = 8
833'3 -+ 115[)4 =0
%JZQ — %GZE4 + %

odkud ihned dostaneme z3 = —%m axr =
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(b)
2 5 =8 8 1 8 =7 12 1 8 =7 12
A 4 3 -9 9 0 -3 1 -5 0 -3 1 =5
12 3 =5 7 0 —-13 9 —17 0o 0 -7 | =7
1 8 =7 | 12 0 2 =3 1 0o 0 -7 | =7
1 8 -7 12 1 8 -7 12 1 00| 3
0 -3 1 =5 0 -3 0 —6 010 | 2
0 0 1 1 0 0 1 1 0011
0 0 O 0 0 0 O 0 00O0(|O0

Jelikoz h(A) = h(A) = 3 a pocet nezndmych je také 3, soustava ma pravé jedno feseni.
Vidime, ze x; = 3, x5 = 2 a x3 = 1. Mnozina feSeni soustavy je P = {(3,2,1)}.

(c)

2 -1 3 -2 4 2 -1 3 =2 4
A=(8 5 9 0 -2 ~10 9 -3 8 —18
5 2 6 -1 -3 0 9 -3 8 —26
2 -1 3 =2 4
~10 9 -3 8 —18
0 0 0 O -8

Soustava nemé feseni, nebot h(A)

2#3=h(A),tj. P=10.
Cviceni
3.1.1. Reste nasledujici soustavy pomoci Gaussovy elimina¢ni metody:
(a)
T
21’1

3:1,’1
4(131

2$2
31‘2
4I2
T2

31’3
4.1'3

4.174
Ty
2.%4
3[E4

++ + +

++ + +

++ + +
I

T
2!E1
I
3(E1

+

21’5

2.1'1
533'1
X1
41['1

+ 4+

3(]32
7&32
2.%‘2
T2

2.1'4
7374

Ut —= 00 W
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Ty + 3.1'2 — T3 — Xy = 4
21’1 + 4LL’2 - T3 + w1y = —1
3]31 +  Z9 + x3 + x4 = 0
st — ) + r3 — 2ZE4 = 7
(e)
Ty + 2372 + 3373 - X4 = 0
1T — X2 + 3 + 21’4 = 4
ry + bxy + bxg — 4dry = —4
r1 + 8xy + Txsg — Txy = -8
(f)
Ty + 31’2 + X3 — x4 = 2
21‘1 — 2[E2 + x4 = -3
201 + 39 + 3 — 34 = —6
3r1 + 4y — 23 + 2x4 = O

Priklad 3.1.2. Reste soustavu

2x1 + 3x9 = 1
T2 — X3 = —1
—xr + 21‘2 = 2

Reseni. Jedné se o soustavu tii rovnic o tfech neznamych, takze matice soustavy je
¢tvercova a navic

2 3 0
detA=]0 1 —1/=7#0
12 0

V tomto speciadlnim piipadé méa soustava pravé jedno feSeni, které lze urcit i jinymi
zptsoby nez vyse popsanou Gaussovou elimina¢ni metodou. Uvedeme nasledujici dva
postupy:
(i) Cramerovo pravidlo: Jeli matice soustavy regularni (tj. det A # 0),
potom pro kazdé j =1,...,n plati
(L’j = s
det A
kde matice A; vznikne z A nahrazenim j-tého sloupce pravymi stranami soustavy.
V nasem pripadé tedy
1 3 2 3
det Ay =|—-1 1 —1=—4, det Ao =10 1 —1/=25,
2 2 2
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aprotoxlz—%,@:%axg:%.

(ii) Pomoci inverzni matice A~! k matici soustavy A: Danou soustavu lze piepsat
na maticovou rovnici tvaru

2 3 0 71 1
0 1 1) -[2]=1[-1
12 0 T3 2

Reseni této rovnice uréime tak, %e vynasobime zleva obé& strany rovnice matici A~!
inverzni k matici soustavy A. Zpusobem popsanym v kapitole 2.4 zjistime, Ze

3
0 -7
0
~1

Al =

LN LN 1]
IS

Po vynasobeni inverzni matici dostaneme rovnici:

100 1 % 0 -2 1
1 2
tedy po vynasobeni matic
4

T —57

) = 172

T3 a2
Odtud vidime, ze x; = —%, To = g ary = % O
Cviceni

3.1.2. Reste nasledujici soustavy Cramerovym pravidlem, pomoci inverzni matice i
Gaussovou eliminaéni metodou:
(a)
r1 + xo + 31’3 =7
Ty — 313 + 223 = 5
rT + X9 + X3 = 3

T + X2 + T3 — 233‘4 = -1
T + X9 - 2.7)3 + x4 = 2
I — 25(]2 + 3 + x4 = 2
—2r1 + ®y + x3 + 1y = 2
(c)
T1 + 2!L’2 — 31’3 + 4$4 — Iy = -1
2.%1 — Ty + 31’3 - T4 + 21‘5 = 2
333'1 — X2 - T3 -+ 25134 — Iy = 3
4$1 + 31‘2 + 4I3 + 2.T4 + 21’5 = -2
Ty — X9 — T3 + 224 — 3r5 = -3
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3.1.3. Pomoci Cramerova pravidla urcete neznamou o ze soustavy:

3.1.4. Pokud je to mozné, teste nasledujici soustavy

201 + dxe + 4dz3 + x4 = 20
r1 + 3x9 + 23 + x4 = 11
2561 + 101’2 + 9LU3 + 7%4 = 40
31’1 + 81’2 + 91’3 + 21’4 = 37

V opacném piipadé je feste Gaussovou elimina¢ni metodou:

(a)

21’1
41’1
1

Ty +

X
T1 +

3T

Tx1

51’1
T

1 + X2
T3
1 + 2%2
Z2

r1 + 24
r1 + 34
r1 — 41’2
1 + 3xs
T, — 2o

L1
L1
21’1
31’1
51‘1

+ 4+

+ T
+ )

21’2
i) +

i) —

62
14[[’2
10.2?2
233'2

+ 4+ + +

T3
T3
31‘3
21’3
Zs

+ o+ o+

X3
5[)’23
X3

+

X3

21‘2
41}2
933'2
Txo
Txo

e

pomoci Cramerova pravidla.

0
=0
=0

N N =

—
[\)

+ 21’3 = —4
+ 41’3 = -2
+ 21‘3 = —1
= —1
T3 =
— T4 = —1
T3 + X4 =
— 91’3 = 3
— 21ZL‘3 =7
+ 1dx3 = 5
- 333'3 =1
+ x4
+ x4 + x5
+ 3%4
+ 2[E4 + 31‘5
— x4 + x5
— 41‘4
+ x4 — X5
— 2x4 + x5
— X4 — Iy
3rs + x4 =
51’3 -+ 2.1'4 =
8rs + x4 =
7I3 + ZZL’4 =
91’3 + 2[L’4 =
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(2)

2]71 + Ty + x3 + T4 = 0
xT1 + 21‘2 + 23 + x4 = 0
Ty + x3 + 223 + x4 = 0
Ty + x> + x3 + 224 = 0
rT + X2 + X3 + Ty = 0

3.2 Homogenni soustavy

Priklad 3.2.1. Urcete obecné feSeni a fundamentéalni systém feSeni homogenni sou-

stavy
61’1 - 2[)’22 + 2[[‘3 + 51’4 + 73175 =0
91’1 — 3I2 + 4!133 + 8[L‘4 + 91’5 =0
6ry — 219 + 623 + Try + x5 = 0
3r1 — 9 + 4dx3 + 4xy — x5 = 0

Re$end. Soustava s nulovymi pravymi stranami (homogenni soustava) je vzdy fesitelna,
nebot ma vzdy tzv. trividlni feSeni (vSechny nezndamé rovny nule). Pfi feseni homogenni
soustavy tedy pouze rozhodujeme, zda ma pravé jedno (trivialni) feSeni, nebo zda ma
nekoneéné mnoho feseni (kterd vyjadfujeme pomoci parametri). P¥itom postupujeme
obdobné jako v paragrafu 3.1, staci vSak pracovat pouze s matici soustavy, nebot nu-
lové pravé strany se elementarnimi fadkovymi transformacemi neméni. Upravou matice
soustavy urc¢ime obecné feseni soustavy:

6 -2 25 7 3 -1 4 4 -1
9 -3 48 9 0 0 -6 -3 9
6 -2 67 1] |0 0 -8 —4 12
3 -1 4 4 —1 0 0 -2 -1 3

3 -1 4 4 -1 3 -1 -4 0 11

0 0 -2 —1 3 0 0 -2 -1 3

“1o o o o ol o 0o o o0 o0

00 0 0 0 00 0 0 0

Hodnost matice A je h(A) = 2 a pocet neznamych n = 5. Proto obecné feseni soustavy
bude obsahovat n — h(A) = 3 parametry. Zvolime-li za parametry nezndmé x1, rs3, Ts,
dostaneme

Ty = —2x3 + 315, o =311 —4x3+ 1lxs.

Obecné feseni soustavy lze tedy zapsat ve tvaru
(x1,3x1 — 4x3 + 1lxs5, 3, —223 + 375, T5)

Fundamentalnim systémem feseni homogenni soustavy linearnich rovnic rozumime libo-
volnou bazi prostoru feseni této soustavy. Tuto bazi lze urcit napt. nasledujici postupnou
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volbou parametri:

r1=1,23=0,25 =0 — u; = (1,3,0,0,0)
1 :O,l’gz 1,1‘5 =0 — Uy = (O,—4,1,—2,0)
$1:0,$3:O,$5:1 — 113:(0,11,0,3,1)

Vektory uy, us, uz tvori fundamentalni systém feseni soustavy. Mnozina feSeni soustavy
je rovna mnoziné vSech linearnich kombinaci téchto tii vektor. O]

Cviceni
3.2.1. Urcete obecné feseni a fundamentalni systém soustavy:

(a)
2¢0¢¢ — 4x9 + bz3 4+ 324 = 0
3.1'1 — 61’2 —+ 41’3 —+ 2554
4LL’1 — 81’2 + 17.733 + 11%’4 =0

I
o

2ZE1 + X9 + XT3 + x4 =0
T1 + 29 + x3 + x4 = 0
ry + x» + 23 + x4 = 0
r1n + x3 4+ x3 + 224 = 0
T + Ty + X3 + T4 = 0
()
21’1 + 51’2 — 4.733 — 4$4 + 4.7}5 =0
200 + x93 — w3 — x4 + w5 =0
31‘1 + 81’2 — 6ZL’3 — 61’4 + 6$5 =0
3rv7, — xy — 2x3 + x4 — x5 =0
(d)
2¢¢ + 312 — 73 + dxy = 0
3r1y — xy + 2x3 — Txy = 0
41‘1 + X9 — 3%3 + 61’4 = 0
5[L‘1 — ) + T3 — Ty =0
6ry, + 3 — 2x3 + 3z4 = 0
(e)
r1 4+ 2z + 4dx3 — 3y = 0
3r; + bxy + 6x3 — 4dxry = 0
4.731 + 51’2 — 2I3 + 3I4 =0
31‘1 + 81’2 + 241’3 — 191’4 = 0
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(f)

1 — 4x9 4+ 623 + x4 = 0
3:151 - ) + 5%’3 + 2%’4 =0
71’1 + 5%2 + 3[L’3 + 4ZE4 =0
9l‘1 — 14l’2 + 281’3 + 7$4 =0

Piiklad 3.2.2. Zjistéte, zda vektory u; = (4,2,9,—20,—3), uy = (1,—11,2,13,4) a
uz = (9,—15,8,5,2) tvori fundamentalni systém FeSeni soustavy

3%1 + 41’2 + 2.173 + x4 + 6135 =0
5ZL‘1 + 9[L‘2 + 7?[73 —+ 41‘4 + 7£L‘5 = 0 (S)
4&71 + 31132 — I3 — x4 + 117}5 =0
r1 + 6z9 4+ 8x3 + bry — 4dxy = 0

Resend. V prvni fadé je nutné presvédéit se, ze kazdy z vektorti u;, u,, us je fesenim
soustavy (S) a Ze uj, up, uz jsou linedrné nezavislé. V opa¢ném piipadé by nemohly
tvorit fundamentalni systém feSeni (= bazi podprostoru feseni). Tento krok pfenechame
ctenari.

Dalsim krokem je urceni dimenze prostoru feseni soustavy (S):

34 2 1 6 0 —14 —22 —14 18
59 7 4 71 0 —21 —33 —21 27
4 3 -1 -1 11 ] 7o —21 —33 —21 27| "~
16 8 5 —4 1 6 8 5 —4
16 8 5 —4 70 —10 —7 26
07 11 7 -9 07 11 7 -9
“1oo0o 0 0 ol oo o o o
00 0 0 0 00 0 0 O

Jako parametry zvolime x3, x4, x5, obecné Teseni lze pak psat ve tvaru
(10133 + x4 — 26%5, —11I3 — X4+ 9LU5, 73}3, Ty, 7l’5>

a fundamentdlnim systémem feSeni jsou vektory v; = (10,—11,7,0,0), vo =
(1,—-1,0,1,0) a v3 = (—26,9,0,0,7).

Dimenze prostoru feseni je tedy 3. Jelikoz uj, usp, u3 jsou lindrné nezavisla feseni
soustavy (S), je ziejmé, ze tvori fundamentalni systém FeSeni.

]

3.3 Soustavy linearnich rovnic s parametrem

Piiklad 3.3.1. Reste nasledujici soustavu v zavislosti na redlném parametru p:

—I1 -+ P2 + 31’3 = —1
—21’1 + X9 + prs = -3
T - 5[L’2 — 71‘3 = 0
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Reseni. Matice soustavy A je ¢tvercovd, takZze miiZzeme urcit jeji determinant a zjistit,
pro které hodnoty parametru je matice soustavy regularni:

-1 p 3
detA=|-2 1 p|=p*—19+34=(p—2)(p—17).
1 -5 =7

Vidime, ze det A # 0 pravé tehdy, kdyz 2 # p # 17. Musime tedy vySetfit zvI&st
nasleduji tii pripady:

1) Pro 2 # p # 17 je det A # 0 a TeSeni soustavy miZzeme urcit napf. pomoci
Cramerova pravidla:

1 p 3 1 -1 3
det Ay =|-3 1 p|=262—p), detAy=|-2 -3 p|=2—p,
0 -5 -7 1 0o -7
-1 p -1
det Az = [—2 1 —3]=302-p)
1 -5 0
Odtud z; = ‘if;t’il = %, Ty = ‘ffgtéf = %_p a Ty = %e;tﬁ” = %_p. Pro 2 # p # 17 ma

2613
17—p’ 17—p’ 17T—p/"
2) Pro p = 2 ma soustava tvar

tedy soustava feseni tvaru (

—I1 + 21’2 —f- 31‘3 = —1
—25E1 + X9 + 2233 = -3
T — 5.1'2 — 71’3 = 0

Vzhledem k tomu, Ze matice této soustavy jiz neni regulédrni, nemtzeme pouzit Crame-
rovo pravidlo. Soustavu budeme fesit Gaussovou elimina¢ni metodou:

-1 2 3 —1 -1 2 3 -1 -1 2 3 | -1
-2 1 2 —3l~10 -3 4| -1]~0 3 4 1
1 -5 =7 0 0 -3 4| -1 0 00 0

-3 01 -5

~1 0 3 4 1

0 00 0

Soustava je feSitelnd, nebot h(A) = h(A) = 2, a protoZze pocet nezndmych n = 3,
bude obecné feseni soustavy obsahovat n — h(A) = 1 parametr. Zvolime-li za parametr
neznamou x3, dostaneme obecné feSeni soustavy ve tvaru (%1'3 + g, —%xg + %, x3).

3) Pro p = 17 ma soustava tvar

—x1 + 17x9 + 323 = -1
—2.7}1 + ) + 171’3 = -3
I — 5%2 — 7ZE3 = 0
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Ani v tomto pfipadé neni matice soustavy regularni, nemtzeme tedy pouzit Crame-
rovo pravidlo. Soustavu budeme opét Tesit ipravou matice soustavy na trojuhelnikovy
tvar (Gaussovou elimina¢ni metodou):

-1 17 3 —1 0 12 —4 —1 0 12 —4 —1
-2 1 17 -3l ~10 =9 3 -3 ~10 3 -1 1
1 -5 -7 0 1 -5 -7 0 1 -5 -7 0
00 0 | -5
~10 3 -1 1
1 -5 -7
V tomto pifpadé vidime, Ze h(A) = 2 # 3 = h(A), takZe soustava neméa feSen. O]

Priklad 3.3.1 1ze samoziejmé fesit i Gaussovou elimina¢ni metodou. Vyhodou tohoto
postupu je moznost uziti v pripadé, kdy matice soustavy neni ¢tvercova:

Alternativoni tesent prikladu 3.3.1.

-1 p 3 -1 0 p—5 —4 -1
2 1 p | =3]~(0 -9 p—14| -3
1 -5 -7 0 1 -5 -7 0
0 0 p*—19p+34 | —3p+6
Zlo -9 p-14 -3
1 =5 -7 0
, (00 (p=2)p—17) | =3(r+2)
~10 =9 p—14 -3
9 0 —op+7 15
Pouzili jsme tyto elementarni fadkové transformace:
1 - 3. 1. pricteme k 1. f., dvojnasobek 3. I. pricteme ke 2. 1.
2 — k devitindsobku 1. . pfi¢teme (p — 5)-nasobek 2. ¥. *
3 — pétinasobek 2. ¥. odecteme od devitinasobku 3. f.
Ptivodni soustava je tedy ekvivalentni se soustavou
(p=2)(p—17z3 = —3(p—2)
-9z + (p—14)x3 = -3
91 + (—=5p+ T3 = 15

1Je dobré si na tomto misté uvédomit, ze k devitindsobku 1. fadku pfi¢itame (p — 5)-nasobek 2.
fadku, tj. 1. fddek vyndsobime 9 a pak pfiteme (p — 5)-ndsobek 2. Ffadku, p¥icemz 2. faddek ziistava
beze zmény. To je elementarni fadkova transformace bez ohledu na to, zda p — 5 je nebo neni nula.
Kdybychom vsak 2. fadek vynasobili ¢islem p — 5 a nasledné k nému pricitali devitinasobek 1. fadku
(a 1. fddek by se neménil), §lo by o elementarni fadkovou transformaci jediné tehdy, kdyz p # 5. Bylo
by proto nutné predpokladat p # 5 a pripad p = 5 vyfesit samostatné!
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/s R TSI 3 1 26 o

Pro 2 # p # 17 dostavame jediné feSeni x3 = Trp b2 =175 8% = 75 Prop=2
nekonec¢né mnoho reseni ve tvaru z; = %333 + %, To = —%xg + % Konec¢né pro p = 17
soustava Teseni nema. O]

Cviceni
3.3.1. Reste nasledujici soustavy v zavislosti na parametru p:
(a)

pry + Ty = 1
ry + pr2 = p

(b)
pr1 + T2 = p
r1 + pry = 0

pr1 + T2 = P
r1 + pr2 = P

r1 + X2 + pr3 = P

r1 + pra + I3 P

r1 + x93 + w3 =1
(e)

Py + X9 + x3 = 1

1 + pry + wxy = 1
.2131+£E2+p£133:

pry + Ty + x3 = 1
Ty + pro + x3 = p
r1 + x + prs = p



3.4. Vysledky 53
3.4 Vysledky

3.1.1: (a) (1,-1,1,-1), (b) (1+p,2+p,3+p,44p, p), (c) (3+5p—"Tq, —1—3p+4q,p,q),
(d) (1 - DD, 2]9, _3)7 (e) (5p - 7q + 67 2]7, _3p + 3q - 27 QQ)a (f) (_27 1>47 3)

3.1.2: (a) (1,0,2), (b) (1,1,1,2), (c) (2,0, -2, —2,1).

3.1.3: 29 = 2.

3.1.4: (a) Cramerovo pravidlo: (1,2, —2), (b) Cramerovo pravidlo: (2, -3, 3, 3), (c) Gaus-
sova elimina¢ni metoda: (1 — 2p,p,0), (d) Cramerovo pravidlo: (1,—1,0,—1,1), (e)
Gaussova elimina¢ni metoda: (p, —1 + p,0,—1 + p, —2p), (f) Gaussova hminaéni me-
toda: nema feseni, (g) Cramerovo pravidlo: (0,0,0,0).

3.2.1: (a) obecné feSeni: (2x9 — 2x3,xs,bxs, —7x3), fundamentdlni systém: u; =

(2,1,0,0),us = (—2,0,5,—7); (b) pouze trividlni feSeni; (c) obecné FeSeni:
(0,0,0,z5,x5), fundamentdlni systém: u = (0,0,0,1,1); (d) pouze trividlni fe-
Seni; (e) obecné feSeni (8p — T7q,—6p + 5¢,p,q), fundamentdlni systém FeSeni

{(8,—6,1,0),(—7,5,0,1)}; (f) obecné feseni (—7p + 7q, p, q, 11p — 13q), fundamentalni
systém TeSeni {(—7,1,0,11),(7,0,1,—13)}.

3.3.1: (a) pro 1 # p # —1: jedno feSeni (0, 1), pro p = 1: nekoneéné mnoho feseni tvaru
(t,1 —t), pro p = —1: nekone¢né mnoho Feseni tvaru (—1 +¢,t); (b) pro 1 # p # —1:
_m2

T2 T2
feSeni tvaru (L L) pro p = 1: nekoneéné mnoho feseni tvaru (¢,1—t), pro p = —1:

FeSeni tvaru ( ) pro p =1 a pro p = —1: nem4 feSeni; (c) pro 1 # p # —1:

+

o p = 1: nekoneéné mnoho feseni tvaru (1 — ¢ — s,t¢,s), pro p # 1:
,1); (e) pro p = —2: nem4 fesSeni, pro p = 1: nekone¢né mnoho feseni
t,s),

pro 1 # p # —2: jedno Tfeseni (lerz’ p}r2, p+2) (f) Pro 1 # p # —2:

e 1
jediné feSeni (— il 1 (1)

nem4 Feseni.

+
nema FeSeni; (d) pr
jedno Feseni ( 1 1
tvaru (1 —t —

); pro p = 1 feSeni ve tvaru (1 —t — s,t,s); pro p = —2
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Vektorové prostory

4.1 Vektorové prostory a podprostory

Priklad 4.1.1. Rozhodnéte, zda nésledujici ¢tverice jsou vektorové prostory:

(a) (C,+R,);
(b) (R, +,Q,);
(c) (Z,+2Z,);
(d) (Z,+,Q,-) (ve vSech ¢tyfech ptipadech + a - jsou obvyklé s¢itani a nasobeni

komplexnich ¢isel);

(e) (R% +,R,e), kde s¢itdni + je definovano ,po slozkach®, tj. (z1,xs) + (y1,y2) =
(x14+y1, 22+ y2), a leva vnéjsi operace o je dana predpisem a o (x1,25) = (axy,0).

Reseni. Piipomenime, Ze vektorovy prostor nad ¢iselnym télesem 7T je systém
(V,+,T,-), kde (V, +) je komutativni grupa, - je leva vnéjsi operace (tj. zobrazeni T'x V/
do V') a plati nasledujici axiomy:

(i) VaeTVa,veV;a-(u+v)=a-u+a-v;
(ii) Ya,be TVueV;(a+b)-u=a-u+b-u;
(ili) Va,b e TYu e V; (ab) -u=a- (b- u);

(iv) Vue V;1-u=u.

Je tedy ziejmé, ze (C,+,R,-) a (R, +,Q, -) jsou vektorové prostory.

(Z,+,7Z,-) neni vektorovy prostor, nebot Z neni téleso. Ani (Z, +,Q, -) neni vekto-
rovy prostor (i kdyz Q je t€leso), protoze - neni leva vnéjsi operace (pro g € Qa x € Z
obecné q-x ¢ 7).

V piipadé (R? +,R,e) neni splnéna podminka (iv), nebot 1 e (z1,z5) = (z1,0)
pro kazdou dvojici (z1,7s) € R?. Tedy (R? +,R, ) neni vektorovy prostor. Viimnéte
si, ze (R?,+,R, ) mé4 vSechny ostatni vlastnosti vektorového prostoru, tj. (R? +) je
komutativni grupa a plati (i), (ii) a (iii). O

95
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Piiklad 4.1.2. Necht (V,+,T,-) je vektorovy prostor nad ¢iselnym télesem T'. Necht
X je neprazdni mnozina. Symbolem V¥ ozna¢me mnozinu vsech zobrazeni f: X — V.
Pro f,g € VX a ¢ € T definujme soudet zobrazeni f + g a c-nasobek c - f takto:

(f+9)(z) = f(z) + g(z) (z € X)
(c- f)(z) =cf(x) (z € X)
Dokazte, ze (VX,+,T,-) je vektorovy prostor.

Reseni. Pro kazdé f,g € VX zfejmé f + g € V. Protoze (V, +) je komutativni grupa,
vyse definované s¢itani zobrazeni je komutativni a asociativni (provedte podrobny di-
kaz!) a nulovym prvkem je zobrazeni o: z +— o (z € X). Tedy (V*,+) je komutativni
grupa. Zbyva ovéfit axiomy (i) — (iv). UkdZeme si zde jen (i), ostatni tfi se ovéii ana-
logicky (ovérte!):

Necht f,g € VX, a € T. Pro kazdé x € X plati (a- (f + g))(z) = a(f + g)(x) =
a(f(z) +9(z)) = af(z) +ag(z) = (a- f)(z) +(a-g)(x), tj. a- (f+9) =a-f+a-g. O
Cviceni
4.1.1. Bud (T, +, ) ¢iselné téleso, n € N. Ovéite, ze (T, +,T, ), kde

(ml""7xn) + (ylﬂ"'7yn) = (xl +y1ﬂ"'7xn+yn)a
a-(r1,...,x,) = (azxy,...,ax,),

je vektorovy prostor, tzv. aritmeticky prostor nad T.

4.1.2. Necht M,,x,(T) je mnozina vSech matic typu m x n nad ¢iselnym télesem T.
Ukazte, ze (M,xn(T),+, T, -) je vektorovy prostor (+ je obvyklé s¢itani matic, - skaldrni
nasobeni matic zleva, tj. ||a;;|| + ||bi;|| = [|ai; + bij|| a ¢ - ||ai;|| = ||cas;l])-

4.1.3. Necht C(a, b) je mnozina v8ech realnych funkci spojitych na uzavieném intervalu
la,b] = {x € R:a < x < b}, kde a,b € R, a < b. Definujme soucet funkci a realny
nasobek obvyklym zptisobem:

(f+9)@) = flz)+g(x) & (¢ f)(z)=cf(z)
pro f,g € C(a,b), c € R. Dokazte, ze (C(a,b), +,R,-) je vektorovy prostor.

Priklad 4.1.3. Zjistéte, zda mnozina M tvori podprostor (pfesnéji pole podprostoru)
v aritmetickém prostoru (R°, +, R, ):

(a) M:{(xthaxl_’_nyOaO): Ty, T2 ER}a
(b) M = {(0,.1'2,1’3,21'3,1’3"‘1)3 T2,T3 ER}
Reseni. Podprostorem v R® je neprazdna podmnozina M takova, Ze

(i) Yu,v € M; u+v € M,
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(ii) Yvue MVaeR; a-ue M.

(a) Necht u,v € M, tj. u = (uy, u2,u; +uz,0,0) a v = (v, v2,v1 + v2,0,0) pro nékt.
Uy, Uz, V1, V3 € R. Potom u+v = (ug, ug, ug+usg, 0,0)+ (v, v, v14v2,0,0) = (u1+vq, us+
Vg, U1 + Uz +v1 +v2,0,0) € M. Tedy mnozina M je uzaviena na s¢itani. Dal, pro kazdé
a€Raue Mplati a-u = a- (ug,us,u; + usz,0,0) = (auy, aug, auy + aus,0,0) € M.
Tedy celkem M je podprostorem v R>.

(b) Necht u,v € M, tj. u = (0, ug, us, 2uz,us + 1) a v.= (0, vq, v3,2v3,v3 + 1). Pak
u+v = (0,uy + vy, ug + vs, 2uz + 2v3,u3 + v3 + 2) ¢ M, a proto M neni podprostor
R5. ]

Cviceni
4.1.4. Tvofti nasledujici mnoziny podprostory v aritmetickém prostoru (R", +,R,-)?
(a) M =7"={(x1,...,2p): T1,..., 2, € L};
(b) M ={(xy,...,zp): 21+ -+ 2, =0}
() M ={(1,...,2n): 21+ + 20 # 0}
(d) M ={(x1,...,2n): 21+ -+ 2, =0a,0 #a € R}

4.1.5. Necht T je ¢iselné téleso a T7 mnozina vsech zobrazeni f: T — T. Definujme
soucet a c-nasobek zobrazeni ,,po bodech® (jako v piikladé 4.1.2). Ovéite, ze (7, +,T),-)
je vektorovy prostor.

Necht T'[x] je mnoZina vSech polynomickych funkei f: T — T, tj. takovych zobrazeni
f: T — T, pro nez existuji ao, . . ., a, € T tak, ze f(x) = a,z"+- -+ a1z +ag pro kazdé
x € T. Konefné necht T),[x] je mnoZina vSech polynomickych funkei stupné nejvyse n.
Dokaite, ze T[x] a T,[z] jsou podprostory prostoru 77 .

4.2 Linearni zavislost vektoru

Priklad 4.2.1. V aritmetickém prostoru R? jsou dény vektory u; = (3,2,5), uy =
(2,4,7), uz3 = (5,6,a) a v = (1,3,5). Urcete a € R tak, aby v byl linedrni kombinaci
vektori uq, us, us.

Resend. Hledame cy, ¢y, c3 € R tak, aby cyu;+coug+csus = v, tj. ¢1(3,2,5)+c2(2,4,7)+
c3(5,6,a) = (3c1 +2¢o + 5es, 2¢1 +4cg +6¢3, 5e1 + Tea +acs) = (1,3, 5). Dostavame tedy
soustavu linearnich rovnic

3¢t 4+ 2¢co + beg = 1
2c1 + 4c; + 6cs
5¢; + Tcg + acg = H

|
w

(S)
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kterou fesime Gaussovou eliminaéni metodou:

3251 1 -2 -1 —9 1 -2 -1 )
246 |3|A12 4 6 31210 8 8 7
57 al5 0 1 a—11 | 1 0 1 a—111 1

1 -2 -1 —2

10 8 8 7

0 0 8—96 | 1

Postupné jsme pouzili tyto upravy:
1 - od 1. T. odecteme 2. T. a od 3. I. odecteme soucet 1. a 2. T.
2 — od 2. I. odecteme dvojnasobek 1. T.
3 — od osminasobku 3. T. odecteme 2.F.

Je vidét, ze soustava (S) m4 FeSeni, pravé kdyz 8a — 96 # 0, tj. kdyz a # 12. Tedy v je
linearni kombinaci uy, us, ug pro kazdé a # 12. O

Priklad 4.2.2. Najdéte nutnou a postacujici podminku pro linearni nezavislost ¢isel 1
au € R\ {0} jako vektorti ve vektorovém prostoru (R, +,Q,-).

Resend. Necht ci,co € Q\ {0} aci-1+c¢y-u =0 Paku=—2 € Q, tedy pokud 0
je netrivialni linearni kombinaci 1 a u, potom u € Q. Naopak, je-li u € Q, staci vzit
libovolné ¢; € Q\ {0} a ¢ = —cou € Q; potom ¢; - 1 4 ¢ - u = 0. Celkem tedy 1 a u
jsou linedrné nezavislé vektory v (R, +,Q, -), pravé kdyz u ¢ Q. ]

Poznamka. Je zfejmé, Ze aritmeticky prostor (R, +,R,-) méa dimenzi 1. Vektorovy
prostor (R, +,Q, -) ale neni koneéné dimenze. Opravdu, kdyby (R, +,Q, ) byl dimenze
n € N, pak by byl izomorfni s aritmetickym prostorem (Q",+,Q, ), coz ovSem neni
mozné, nebot neexistuje bijekce mnoziny Q" na mnozinu R (Q™ mé stejnou mohutnost

jako Q).
Cviceni

4.2.1. V aritmetickém prostoru R? jsou déany vektory u; = (1,2,3), us = (3,1,4) a
us = (a,4,11). Najdéte a € R tak, aby u;, us, uz byly linearné zavislé.

4.2.2. Necht (V,+,T, ) je vektorovy prostor koneéné dimenze nad télesem T'. Najdéte
nékterou posloupnost linedrné zavislych vektord z V. Existuje posloupnost linedrné
nezavislych vektori ve V7?7

4.2.3. Rozhodnéte, zda mnozina {(1,0,2),(—2,1,1),(4,—1,3)} je baze aritmetického
prostoru R3.
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4.3 Podprostor generovany mnozinou, baze

Priklad 4.3.1. Necht W = [{u;, uy, u3}] je podprostor R* generovany vektory u; =
(3,2,1,5),us = (—3,4,2,1) auz = (1,0,0,1). Najdéte bazi prostoru W, ktera obsahuje
v =(1,6,3,7).

Reseni. Nejprve zjistime, zda takova béze existuje, tj. zda v patii do W. To lze udélat
dvéma zpiisoby:

1) v € W, pravé kdyz v je linedrni kombinaci uy, us, us, tj. v = cyu; + cous + czug
pro nékt. cq, co, c3 € R. Dostaneme soustavu

3C1 — 302 + ¢ = 1
201 + 402 = 6
1+ 2c = 3
561 + ¢ + ¢33 = 7

ktera je teSitelnd, jak se snadno presvéd¢ime Gaussovou eliminacni metodou. Tedy
velW.
2) Uréime dimenze prostort W a W’ = [{uy, up, us, v}|:

3 215 06 36 021 2
34 21 0 4 2 4 0000
1 001l 100 1] 71001
1 637 06 36 021 2

Vidime, ze dim W = 2 (= hodnost matice tvofené prvnimi tfemi fadky) a také dim W’ =
2 (= hodnost celé matice). Protoze W je podprostorem W’ a oba prostory maji stejnou
dimenzi, nutné W = W’ coz znamen4, ze v € W.

Druhy zpiisob je vyhodnéjsi, protoze znadme dimenzi prostoru W a miizeme tak
okamzité najit bazi prostoru W — staci vzit vektory odpovidajici nenulovym fadkim
redukované matice. V nasem piipadé v a jeden z vektoru uy, ug, uz (baze ma 2 prvky,
protoze dim W = 2). O

Cvideni

4.3.1. Zjistéte, zda vektory v = (1,—3,0,—5) a w = (0,0,1,1) patii do podprostoru
W = [{uy,uz,u3,u4}] (v R?) generovaného vektory u; = (1,1,0,1), us = (1,0,0,0),
uz = (2,-1,0,0) auy = (1,0,0,—1).

4.3.2. Urcete dimenzi a najdéte nékterou bazi podprostoru W aritmetického prostoru
R*, ktery je generovan vektory u; = (1,1,0,0), uy = (2,-1,3,3), us = (0,1,—-1,-1) a
u, = (1,0,1,1).

4.3.3. Najdéte bazi B aritmetického prostoru R* obsahujici vektory (1,1,0,0) a
(0,0,1,1).
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4.3.4. Pro které a € R tvoii vektory u; = (0,1,a), ug = (¢,0,1) a uz = (a,1,a + 1)
béazi aritmetického prostoru R3?

4.3.5. Najdéte nékterou bazi prostoru 7),[x] polynomi nad 7' stupné nejvyse n z cv.
4.1.5.

Priklad 4.3.2. V aritmetickém prostoru R* mame dany vektory u; = (1,2,1,0), uy =
(—1,1,1,1), vi = (2,—1,0,1) a vo = (1,—1,3,7). Urcete dimenze podprostortt U =
[{ul,u2}], V = [{Vl,Vz}], UNV a U+ V.

Resend. Thned vidime, Ze dim U = dim V = 2. Déle vime, Ze pro dimenze prostori U, V,
UNV aU+V plati vztah

dim(U 4+ V) =dimU + dimV — dim(U NV).

Staci tedy znat dim(U + V') nebo dim(U N'V).
a) Jednodussi je ur¢it dim(U + V'), nebot U 4+ V = [{uy, uy, vy, va }:

1 2 10 1 2 1 0 1210 1210
1 1 11 0 3 2 1 03 21 03 21
2 -1 0 1] 7lo =5 =2 1] 7]loo0o48]7|oo12
1 —-137 1 -3 2 7 0048 0000

Tedy dim(U + V) = 3, odkud jiz plyne dim(U N V) = 1.

b) Druhou moznosti je urc¢it dim(U N V). K tomu je nutné popsat vektory, které
patii do U NV. Ziejmé w € U NV, pravé kdyz w = cjuy + couy a w = di1vy + dava
pro nékt. c1,co,dy,dy € R, tj. cuy + cous — dyvy — dove = 0. Dostavame homogenni
soustavu linearnich rovnic

C1 — Co — 2d1 - dg = 0
261 + o + dl + dg =0
1T + ¢ — 3d2 =0
Cy — d1 - 7d2 =0
Pouzijeme Gaussovu elimina¢ni metodu:
1 -1 -2 -1 1 -1 -2 -1 1 -1 -2 -1
2 1 1 1 1 {0 3 5 3210 0 2 6
1 1 0 -3 0o 2 2 =2 0 1 1 -1
o 1 -1 -7 o 1 -1 -7 0 0 -2 —6
1 -1 -2 -1 100 1
310 1 1 —-1|4(0 10 —4
0O 0 1 3 001 3
0 0 0 O 000 O

1 — dvojnasobek 1. T. odecteme od 2. 1., 1. ¥. odecteme od 3. .
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2 — 3. 1. vydélime dvéma, odecteme ho od 4. i. a trojnasobek odecteme od 2. T.
3 — 2. 1. pricteme ke 4. 1., 2. T. vydélime dvéma a vyménime se 3. T.

4 — k 1. f. pficteme soucet 2. a 3. I., od 2. . odecteme 3. T.

Zvolime-li za parametr napr. ds, pak ¢; = —ds, o = 4dy a di = —3dy. Odtud
vyplyva, ze kdyz w € U NV, potom w = —dou; + 4dsuy = do(—u; + 4uy). Tedy
podprostor UNV je generovan vektorem —uy +4uy = (—5,2,3,4), a proto dim(UNV') =
1. ]

Piiklad 4.3.3. Rozhodnéte, zda vektory u; = (1,1,0,0) a up = (1,0,1,1) generuji
stejny podprostor v R* jako v; = (2,-1,3,3) a vy = (0,1, -1, —1).

Reseni. UkaZeme si dva moZné postupy. Pro struénost oznacme U = [{u;,us}] a V =

[{v1, v2}].
1) Je jasné, ze U =V, pravé kdyz uj,us € V a vy, vy € U. Snadnym vypoctem
zjistime, ze u; = %Vl + %Vg auy = %Vl + %Vg, tj. uy,us € V. Podobné v; = —u; + 3u,

a vy =1u; — Uy, tedy vq,vo € U. Proto U = V.
2) Ur¢ime dimenzi prostoru U + V = [{uy, us, v, va}|:

1 1 0 0 1 1 00 1 1 00

1 0 1 1 0 -1 1 1 0 -1 11

2 -1 3 3 0 -3 3 3 0O 0 0 0

0 1 -1 -1 0O 0 00 0O 0 00
Tj. dimU 4+ V = 2. Jelikoz dimU = dimV = 2 a U,V jsou podprostory U + V', plyne
odtudU=U+V =V. O]
Cvideni

4.3.6. V R* jsou dany podprostory Wy = [{(1,1,1,1),(1,-1,1,-1),(1,3,1,3)} a W, =
[1(1,2,0,2),(1,2,1,2), (3,1,3,1)}]. Uréete dim Wi, dim Wa, dim(W, N Ws) a dim(W; +
W3). Zduvodnéte, pro¢ plati Wy + Wy = Wy a Wi N Wy = Wi,

4.3.7. V R* jsou dany podprostory Wy = [{(1,2,1,-2),(2,3,1,0),(1,2,2,-3)}] a
Wy = [{(1,1,1,1),(1,0,1,-1),(1,3,0,—4)}]. Uréete dim Wy, dim Wy, dim(W; N Ws)
a dim(W; + Ws). Najdéte nékterou bazi Wi + W,

4.3.8. Najdéte neékterou bazi prostoru Wi N Ws z cviceni 4.3.7.

4.3.9. Necht Wi = [{(1,4,3,2),(1,3,1, 1)} a Ws = [{(1,a+4,5,3), (—1,2a—4,1,0)}].
Jak zavisi dim(W; N Ws) na a € R?
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4.4 Vysledky

4.1.1: Podle cv. 1.2.24 je (1™, +) komutativni grupa, sta¢i tedy ovéfit axiomy (i) — (iv).

4.1.3: Jestlize f,g € C(a,b), pak f+g € C(a,b). S¢itani redlnych funkei je asociativni a
komutativni, neutralnim prvkem je konstantni funkce o: x — 0 (tj. o(x) = 0 pro kazdé
x € R). Tedy (C(a,b),+) je komutativni grupa. Vlastnosti (i) — (iv) se snadno ovéfi.

4.1.4: b) ano, a), c), d) ne.

4.2.1: Pro a = 7 plati —u; — 2uy; + us = o.

4.2.2: Pro libovolny vektor u # o je u,2u,3u,...,nu,... posloupnost lineadrné zavis-
Iych vektord. V prostoru konecné dimenze posloupnost linearné nezavislych vektori
neexistuje, nebotf kazda linedrné nezavisla mnozina je konecna.

4.2.3: Neni, (1,0,2) = %(—2, 1,1) + %(4, -1,3).

43.1L:veW, w¢ .

4.3.2: dim W = 2, napt. {uy, us}.

4.3.3: Napf. B = {(1,1,0,0),(0,0,1,1),(1,0,0,0),(0,0,0,1)}.

4.3.4: Plati u; + us = ug, tj. uy, us, uz jsou linearné zavislé pro kazdé a € R a proto
nikdy netvoii bazi.

4.3.5: {z", 2" .. 2,1}

4.3.6: dim Wl = 2, dim W2 = 3, dlm(W1+W2) = 3, dlm(WlﬂWQ) = 2, pI‘OtO W1+W2 =
W2 aW]_ﬂWQZWl.

4.3.7: dim W1 = dim W2 = 3, d1n1(W1 -+ Wg) =4 a d1m(W1 N Wg) = 2, béaze W1 +
Wy je napt. {(1,2,1,-2),(1,1,1,1),(1,0,1,-1),(1, 3,0, —4) } (mtizeme vzit libovolné 4
linedrné nezavislé vektory z 6 zadanych).

4.3.8: Napt. {(1,1,1,1),(1,3,0,—4)}; plati (1,1,1,1) = —2(1,2,1,-2) + (2,3,1,0) +
(1,2,2,-3) € Wy a (1,3,0, —4) = 5(1,2,1, —2) — (2,3,1,0) — 2(1,2,2, —3) € W,.
4.3.9: Nejprve uréete dimenzi Wy +Ws: dim(W;+Ws) =2 proa = 1, dim(W;+Ws) = 3
pro a # 1. Protoze dimW; = dim W, = 2, plati dim(W; N Ws) = 2 pro a = 1,
dim(Wy N Ws) =1 pro a # 1.



Homomorfismy vektorovych
prostoru

5.1 Zakladni vlastnosti homomorfismu

Nejprve pfipomenme pojem homomorfismu vektorovych prostort. Necht (V,+,7),-) a
(W,+,T,-) jsou vektorové prostory (nad stejnym télesem T'). Zobrazeni p: V — W se
nazyva homomorfismus V do W, kdyz plati

(i) vx,y € V; o(x+y) = p(x) + o(y);
(i) Vx e V Ve e T; p(c-x) = cp(x).

Homomorfismus ¢ se nazyva izomorfismem, pokud ¢ je navic bijekce. Endomorfismus
je homomorfismus V' do V. Jddrem homomorfismu ¢ se rozumi mnozina

Kerp ={x e V: ¢p(x) =o};
uplnygm obrazem homomorfismu ¢ je mnozina
Imyp = {p(x): x €V}

Ker ¢ je podprostor ve V' a Im ¢ je podprostor ve W. Plati také, ze ¢ je injekce, praveé
kdyz Ker ¢ = {0}, a ¢ je surjekce, pravé kdyz Im p = W.

Piiklad 5.1.1. Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni jsou homomorfismy (p¥ip. izo-

morfismy) pFislusnych vektorovych prostort. V piipadé, Ze zobrazeni ¢ je homomorfis-

mus, urcete jadro Ker ¢ a tplny obraz Im ¢.

(a) p: R? — R? kde ¢((x1, 22, 23)) = (221 + 322,473 + 5);

(b) p: R® — R*, kde ¢((x1, 22, 73)) = (21, T9, T3, 73);

(c) ¢: R? - R, kde o((x1,22)) = 1 + To;

(d) ¢: R? - R?, kde p((z1,22)) = (z1 + 22, 71 + 223);
) (

(e) ¢: C* — C3, kde ¢((21, 29, 23)) = (0,221 + 123, 29 + 23);

63
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(f) ¢: Ro[z] — Ra[z], kde p(asz?® + a1z + ag) = 3asz® + 2a122 + agx;
(g) p: Myr(R) — R? kde ¢(A) = (0,det A).

Resent. (a) Zjistime, zda zobrazeni ¢ spliiuje vyse uvedené podminky (i) a (ii). Zvolme
libovolné vektory (w1, s, x3), (y1,y2, y3) € R3. Plati

(w1, 22, 23) + (Y1, ¥2,¥3)) = (21 + Y1, T2 + Y2, 73 + Y3))
= (2(z1 + 1) + 3(x2 + y2), 4(x3 + y3) + 5),

ale

o((z1, T2, 23)) + ©((Y1, Y2, y3)) = (221 + 3w9, 423 + 5) + (241 + Y2, 4y3 + 5)
= (2(x1 + y1) + 3(x2 + y2), 4(x5 + y3) + 10).

Tedy @((331, 1752,333) + (y17y2>y3)) # 90((351, T2, 1753)) +90((y17 y27y3)) a ¢ proto neni homo-
morfismus.

(b) Pro libovolné vektory (1, s, 3), (y1,¥2,%3) € R a pro libovolny skaldr ¢ € R
plati

(71,72, 23) + (Y1,¥2,¥3)) = (21 + Y1, T2 + Y2, T3 + Y3))
= (x1 + Y1, T2 + Y2, T3 + Y3, T3 + Y3)
= (w1, 72, w3, 73) + (Y1, Y2, Y3, Y3)
= (w1, 22, 73)) + ©((Y1, Y2, y3));

C@((xlu T, CE3)) = C(Q:l, T2, T3, x3)
= (cxy, cxo, cx3, CT3)
= ¢((cx1, cxg, cx3))
= p(c(z1, 22, 73)).
Ukézali jsme tedy, Ze ¢ je homomorfismus R? do R*.

Nyni uréime jadro a obraz homomorfismu . Jestlize pro x = (z1, 2, z3) € R? plati
o(x) = o, tj. (x1,21,29,23) = (0,0,0,0), pak ;7 = zo = x3 = 0, tedy x = 0, coz
znamenad, ze Ker p = {o}. Jako dusledek také dostavame, ze ¢ je injektivni.

Dale Im ¢ = {(@1, 22, x3,23): (71,9, 23) € R}, tedy Im ¢ je vlastni podmnoZinou
R* a ¢ proto neni surjektivni.

Celkem tedy ¢ je homomorfismus, ktery ale neni izomorfismem.

(c) Necht (z1,72), (y1,92) € R? a ¢ € R. Plati:

o((z1, 22) + (Y1,12)) = (21 + Y1, 22 +12)) = (21 +y1) + (22 + 12)
= (z1+22) + (11 + y2) = p((71,72)) + ©((y1,92)),

cp((x1,22)) = c(x1 + x2) = cx1 + cxe = @((cx1, Cx2)) = W(c(x1, T2)),
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a proto ¢ je homomorfismus R? do R.

Jestlize pro (z1,72) € R? plati p((x1, 7)) = o, pak z; + x5 = 0, neboli Kerp =
{(x1,29) € R?: x; = —x5}. Zobrazeni ¢ tedy neni injektivni, takZe neni ani izomorfis-
mem. Homomorfismus ¢ je vSak surjektivni, nebot pro kazdé x € R plati x = f((z,0)),
tj. Imp = R.

(d) Pro libovolné vektory (z1,22), (y1,92) € R? a pro libovolné ¢slo ¢ € R plati:

e((@1, 22) + (y1,92)) = (21 + Y1, 22 + 42))

(1 +y1) + (w2 +y2), (1 +y1) + 2(z2 + 112))
((z1+22) + (y1 + 92), (21 + 222) + (Y1 + 242))
= (1 + ®a, x1 + 2x3) + (Y1 + Y2, Y1 + 2y2)

p((1,22)) + (Y1, 92)),

cp((z1,22)) = c(x1 + 22, 21 + 229) = (c(21 + 22), c(z1 + 222))
= (cx1 + cxa, cxy + 2cx9) = 9((cx1, CT3))

= p(c(x1, 72)).

Tedy ¢ je homomorfismus R? do R2.

Necht nyni (z1,z9) € R? je takovy vektor, Ze p((z1,72)) = 0, tj. plati z; + 22 =0
a x1 + 2z9 = 0. Potom 27 = x5 = 0, a tedy (z1,x2) = 0, coz znamen4, ze Ker ¢ = {o}.
Proto ¢ je injektivni.

Dal ukazeme, Ze ¢ je surjektivni, tj. pro kazdy vektor (y;,42) € R? existuje vektor
(71, 22) € R?, ktery je jeho vzorem v homomorfismu ¢. Pro takovy vektor musi platit
o((x1,22)) = (Y1,Y2), tj- y1 = T1+22 a Yz = x1+2x5. Odtud x1 = 2y1 —ys & T3 = Yo — 1.
Snadno se presvédéime, ze opravdu plati (y1,y2) = ©((2y1 — Y2, Y2 — y1))-

Homomorfismus ¢ je tedy surjektivni, tj. Im ¢ = R?, a celkové jsme zjistili, Ze ¢ je
izomorfismus.

(e) Pro libovolné vektory (21, 29, 23), (w1, we,w3) € C* a libovolné komplexni é&slo
c € C plati:

o((z1, 22, 23) + (w1, we, w3)) = p((z1 + w1, 22 + wa, 23 + w3))
= (0,2(z1 + wy) + (23 + ws), (22 + wa) + (23 + ws))
= (0,221 + 123 + 2wy + iws, 22 + 23 + wa + ws3)
= (0,221 + iz3, 29 + 23) + (0, 2wy + fws, we + ws)
o((21, 22, 23)) + (w1, w2, w3)),

cp((21, 22, 23)) = ¢(0,221 +iz3, 20 + 23) = (0, 2¢21 + icz3, ¢z + c23)

= p((cz1, c29,¢23)) = @(c(21, 22, 23))-

Ukézali jsme, Ze ¢ je homomorfismus C* do C3.
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Necht nyni (z1, 22, 23) € C? je takovy vektor, Ze ¢((21, 22, 23)) = 0. Pak 22, +iz3 = 0
a 23 + 23 = 0, tedy jaddro homomorfismu ¢ dostaneme jako mnozinu feseni homogenni
soustavy dvou linearnich rovnic o tfech neznamych zi, 2o, z3. Tato soustava ma obecné
FeSeni (—%izg, —23,23), kde z3 € C. Potom Ker ¢ = {(—%izg, —z3,23): 23 € C}, neboli
© neni injektivni.

Déle ziejmé Im p = {(0, 21, 22): 21, 20 € C}, tedy f neni ani surjektivni.

(f) Ro[z] a R3[x] jsou prostory redlnych polynomi f stupné nejvyse 2, resp. 3 (viz
cviéni 4.1.5). Pro libovolné polynomy (vektory) asz? + ayz + ag a byx? 4+ byx + by z Ro[x]
a pro libovolné ¢islo k£ € R plati:

o((az® + a1 + ag) + (baa® + b + by)) =
= o(((ag + b2)x® + (a1 + by)z + (ao + bo))
= 3(ag + by)x® + 2(ay + by)x® + (ag + bo)x
= (3ay2® + 2a,2% + apw) + (3bya® + 20127 + box)
= p(agx? 4+ a1z + ag) + @(boa® + byx + by),

ko(ayr® + ayx + ag) = k(3aga® + 2a12* + agz) = (3kagx® + 2karz* + kagx)
= p(kagr® + kayx + kag) = p(k(azz® + a1z + ay)).

Ukézali jsme, ze f je homomorfismus Ry[x] do Rs[z].

Na nulovy polynom z R3[z] se homomorfismem ¢ zfejmé zobrazi pouze nulovy poly-
nom z Ry [x], neboli Ker ¢ obsahuje préavé nulovy polynom z Ry [x], a tedy ¢ je injektivni.
¢ v8ak neni surjektivni, nebof Im ¢ = {f(z) € R3[z]: f(x) = asz®+ai2*+apzr} # Rs[z].

(g) Maxa(R) je vektorovy prostor vsech ¢tvercovych matic 2 x 2 nad télesem R (viz
cviceni 4.1.2). Pro libovolné dvé matice (vektory) A, B € Msyo(R) plati (A + B) =
(0,det(A + B)) a ¢(A) + ¢(B) = (0,det A) 4 (0,det B) = (0,det A + det B). Protoze
obecné rovnost det(A + B) = det A + det B neplati, zobrazeni ¢ neni homomorfismus.

[

Priklad 5.1.2. Urcete defekt a hodnost kazdého homomorfismu ¢ z prikladu 5.1.1;
presvédcte se, ze soucet defektu a hodnosti homomorfismu ¢: V' — W se rovna dimenzi
prostoru V.

Reseni. Piipomenime, 7e defekt homomorfismu ¢: V — W je dimenze Kerp CC V a
hodnost ¢ je dimenze Im ¢ CC W. S vyuzitim fesSeni prikladu 5.1.1 dostaneme:

(b) Kerp = {o} a Imyp = {(x1,22,73,23): (21,72, 23) € R3} = [{(1,0,0,0),
(0,1,0,0),(0,0,1,1)}], tedy defekt je dim Ker ¢ = 0 a hodnost dim Im ¢ = 3.

(c) Ker = {(71,22) € R?: — 2y =29} = {(71, —11) ER*: 2, e R} = [{(-1,1)}] a
Im ¢ =R, tj. defekt = dimKer ¢ =1 a hodnost = dimIm ¢ = 1.

(d) Ker o = {0} a Im ¢ = R?, tj. defekt = dim Ker p = 0 a defekt = dimIm ¢ = 2.

(6) Kerp = {(—giz,—23,2): 3 € C} = [{(—35,-1L,1D}] a Imp =
{(0,21,22): 21,29 € C} = [{(0,1,0),(0,0,1)}], tedy defekt = dimKery = 1 a hod-

nost = dimIm ¢ = 2.
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(f) Kero = {0} (0 zde znaci nulovy polynom z Ry[z]) a Imyp = {f(z)
R3[z]: f(z) = apx® + ay2® + apr} = [{x?, 22, x}], tj. defekt = dimKerp = 0, hod-
nost = dimIm ¢ = 3. O
Cviceni

5.1.1. Rozhodnéte, zda jsou nésledujici zobrazeni homomorfismy (pfip. izomorfismy)
prislusnych aritmetickych vektorovych prostorti:

: R? — R?, kde p((71,22)) = (71 + x9, 2);
: R? — R3, kde o((x1, 19, 23)) = (321 + X9, 273, 0);
x1,3%1 + T9, x5 + 1);

(
' R? — R3, kde ¢((z1, 22, 73 (
(1,1);
(

)
) =
) =
: R? — R2, kde o((21, 22, 23)) = (0,0);

i (
i (
i (
©: R3 — R?, kde ¢
i (
0: R* - R2, kde o((z1, To, 3, 24)) = (22, 22);
i (

(

(

(

(21, 0, 73

(

(

: R — R, kde (21, 09, 73)) = (1, 23).

5.1.2. Ukazte, ze nasledujici zobrazeni jsou homomorfismy ptislusnych vektorovych pro-
storil. Urcete jejich jadra a obrazy a rozhodnéte, které z nich jsou injektivni, surjektivni,
pfip. izomorfismy.

a) p: R — R3 kde p((x1, 22, 73, 14)) = (T2, T3, T4);

) p: RT = R, kde @((w1, 22, 23,74)) = &1 + T3 + T3 + X4

(c) ¢: R3 — R kde o((z1, To, 13)) = (1, 21, T2, T3);

( (
(e (
( (

g

p: (
d) ¢: R® — R* kde o((z1, 29, 73)) = (21,21, 21, T1);
0: R? = R? kde p((x1,12)) = (221 + T2, 71 + T2);
p: (
P

)
)

f R3 — R3 kde o((w1, 22, 23)) = (21 + X9, T2 + T3, 71 + 13);

(

(b
)

(8) R" — R, kde o((z1,...,2,)) = 21+ -+ + @3

(h) ¢: R* = R" kde ¢o((z1,xg,...,2,)) = (x1,21 + X, ..., 21 + To+ -+ ).

5.1.3. Dokazte, ze zobrazeni v : a+bi — (‘; _ab) je injektivni homomorfismus (C, +, R, -)
do (M2><27 =+, Ra )

5.1.4. Dokazte, ze vektorovy prostor T,[z] polynomi stupné nejvyse n € N nad ¢-
selnym télesem T (viz cv. 4.1.5) je izomorfni s aritmetickym vektorovym prostorem
T+,
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5.1.5. Necht V' je vektorovy prostor a Aut(V') mnozina vSech izomorfismi V na V' (ta-
kové izomorfismy se nazyvaji automorfismy prostoru V). Dokazte, Ze vzhledem k operaci
skladani zobrazeni tvoii Aut(V') grupu.

Priklad 5.1.3. Necht ¢ je endomorfismus konecné generovaného vektorového prostoru
(V,+,T,-). Dokazte, ze je-li ¢ injekce, potom ¢ je izomorfismus.

Reseni. Tvrzeni okamzité vyplyva z toho, ze dim Ker ¢ + dim Im ¢ = dim V. Opravdu,
kdyz ¢ je injekce, pak dim Ker p = 0, a tedy Imp = V.

Ukézeme si také p¥imy dikaz: Necht {vi,...,v,} je baze prostoru V. Dokazeme,
ze {@(Vl)v R 7(10(Vn)} je baze V. I<dy2 Cl@("l) + o+ CnQO(Vn) = 0, pa’k §0<Clvl +
-+« 4 ¢,v,) = o, odkud plyne ¢;vq + -+ + ¢,v,, = 0. Vektory vy,..., v, jsou oviem
linedrné nezavislé, tedy nutné ¢; = --- = ¢, = 0. To znamena, ze i p(v1),...,o(vy)
jsou linedrné nezavislé, a proto tvoii bazi V' (nebof dim V' = n). Kazdy vektor w € V
muzeme tedy psat ve tvaru w = c1p(vy) + -+ + (V) = p(c1vy + -+ + ¢, Vy,) pro
nékt. c1,...,c, € T, tj. o je surjektivni. O]

Piiklad 5.1.4. Necht (V,+,T,-) je vektorovy prostor konetné dimenze. Oznacme
V* = Hom(V,T) mnozinu vSech homomorfismia (V,+,T,-) do aritmetického prostoru
(T,+,T,-). Dokazte, ze (V*,+,T,-), kde pro p,9 € V* a c € T definujeme p+1 ac-p
»,po bodech®, tj.

(¢ + 1) (x) = w(x) + Y(x),
(c-p)(x) =c-p(x),

je vektorovy prostor a ze plati dim V* = dim V. Homomorfismy ¢ € Hom(V,T) se
nazyvaji linedrni formy prostoru V a vektorovy prostor V* se nazyva dudlni prostor
prostoru V.

Resend. Podle ptikladu 4.1.2 tvoii mnozina vsech zobrazeni V — T vektorovy prostor
(TV,+,T,-), jehoz nulovym vektorem je konstantni zobrazeni o: x € V +— 0 € T.
Ztejmé o € V*. Snadno se ukaze, ze p+1 € V* ac-p € V* pro kazdé p,¢ € V*. Tedy
(V*,+,T,-) podprostor prostoru (TV,+,T),-).

Ukézeme, ze V a V* maji stejnou dimenzi. Necht B = {vq,...,v,} je baze V.
Kazdy vektor x € V lze jednoznacné psat ve tvaru x = xyvy + - -+ + 2, v, pro kazdé
i=1,...,n mizeme tedy definovat zobrazeni m;: V — T predpisem 7;(x) = x;. Tj. m;

vektoru x prifazuje jeho i-tou souradnici vzhledem k bazi B. Uvédomte si, ze

mi(v;) = { T ()

0 proi#j.
Snadno se ovéti, ze m; € V* = Hom(V,T). Nyni sta¢i ukazat, Ze linedrni formy
T, ..., Ty jsou linedrné nezavislé v prostoru V*.

Ptredpokladejme, ze cymy + - -+ 4+ ¢,m, = 0, kde o znac¢i nulovy vektor z V*, tj.
konstantni funkci 0: x € V +— 0 € T. Tedy pro kazdy vektor x € V plati 0 = (¢ym +
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st epmy)(x) = am (X)) + - - e (X) = ey 4+ - - + ¢, Dosadime-li za x postupné
Vi,...,V,, dostaneme ¢; = --- = ¢, = 0.

Tedy {r1,..., 7} je baze dudlniho prostoru V*. Baze dudlniho prostoru V*, ktera
splituje (%), se nazyva dudlni bazi k bazi B. O
Cviceni

5.1.6. Necht (C(a,b),+, R, -) je vektorovy prostor spojitych redlnych funkci na intervalu
la, b] (viz cviceni 4.1.3). Rozhodnéte, zda nésledujici zobrazeni ¢, p2: C(a,b) — R jsou
linedrni formy na C'(a, b):

o1(f) = f(a) — f(b),
pa(f) = [ f(z)dz.

5.2 Transformace souradnic

Strucné pripomenme, ze soufadnicemi vektoru x € V wvzhledem k bazi M =

{v1,...,v,} vektorového prostoru (V,+,T,-) se rozumi n-tice {x}y = (z1,...,Zn),
kde x1,...,x, jsou jednoznacné urcena cisla z T takova, ze x = x1vy + -+ + 2,V,.
Matice pfechodu od baze M = {vy,...,v,} k bazi M’ = {v/,..., v/} je matice
{vitu
A= {VIQ}M
{vitu

Tedy v i-tém Fadku jsou soutradnice vektoru v; vzhledem k bazi M.

Piiklad 5.2.1. Urcete matici pfechodu od baze M = {(1,2,1),(2,-1,3),(-2,3,2)}
k bazi M’' = {(-5,9,2), (6,—10,5),(—1,2,9)} v prostoru R3.
Reseni. Uréime soufadnice vektortt (—5,9,2),(6,—10,5),(—1,2,9) vzhledem k bézi
M. Oznacime-li tyto soufadnice {(—5,9,2)}r = (a11,012,a13), {(6,—10,5)}r =
(a21, ags, azs) a {(—1,2,9)} v = (a1, ass, asz), pak musi platit

(_57 9a 2) = a11(17 27 1) + a12<27 _17 3) + a13(_27 37 2)7

(6, —10, 5) = CL21(1, 2, 1) + CL22(2, —1, 3) + agg(—Q, 3, 2),

(—1, 2, 9) = 61,31(]_7 2, 1) + a32(2, —]_, 3) + a33(—2, 3, 2)
Z téchto tii vektorovych rovnic dostavame nasledujici tii soustavy:

ayr + 2a12 — 2413 = =95
2@11 —  a12 + 3(113 = 9
ail + 3@12 + 2&13 = 2
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az  + 2a — 2a3 = 6
2&21 — Q9 + 3&23 = —10
921 + 3&22 —+ 2@23 = 5
as; -+ 2@32 — 2@33 = -1
2&31 — a3z -+ 3@33 = 2
a1 + 3azx + 2a33 = 9

Vzhledem k tomu, Ze matice vSech t¥{ soustav jsou stejné (sloupce této matice jsou
pravé vektory baze M), miZzeme Tesit vSechny soustavy soucasné. K zépisu pouzijeme
rozsifenou matici se tiemi pravymi stranami:

1 2 =2 -9 6 —1 1 2 =2 -9 6 —1
2 -1 3 9 —10 2 ~10 =5 7 19 —22 4 | ~
1 3 2 2 5) 9 0 1 4 7 -1 10
1 2 =2 —5 6 -1 1 2 =2 —5 6 -1
~10 -5 7 19 —22 4 | ~10 =5 7 19 —22 4
0 0 27 54 =27 54 0 0 1 2 -1 2
1 00 1 -2 —1
~(0 1 0 -1 3 2
0 01 2 —1 2
Tedy a1 = 1, 192 = —1, a13 = 2, a1 = —2, 99 = 3, 93 — —1, asy — —1, a3y — 2,

a3z = 2, a hledanou matici pfechodu od M k M’ je matice
1 -1 2

A=|-2 3 -1
-1 2 2

Cvideni

5.2.1. Je ddna baze M = {(1,2,1),(2,—-1,3),(—2,3,2)} aritmetického prostoru R3.
Urcete matici pfechodu od baze M k bazi M’ pro

(a) M'={(0,-5,1),(-3,11,-1),(19,—-19,-2)};
(b) M'={(2,7,—4),(-5,-1,4),(—30,32,11)};
(c) M'={(-2,8,1),(3,7,—-8),(—43,72,55) };

(d) M’ = {(=5,11,7), (4, —11,—3), (=5, 14, 1)}.
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Priklad 5.2.2. Matice
1

10
A=13 2 -2
01 -2
je matici ptechodu od jisté baze M aritmetického prostoru R? k bazi M’ = {(—4,2,1),
(0,5,1), (5,0, —1)}. Urete bazi M.

Regeni. Necht M = {v;, Vs, v3}. Vime, Ze kdyZ A je matice pfechodu od baze M’ k bazi
M, pak inverzni matice A~! je matici pfechodu od M k M’. Vypoctem zjistime, Ze

-2 1 =2
Al'=16 -2 5
3 -1 2

Tedy {vi}ar = (—2,1,-2), {va}rr = (6,—2,5) a {vs}y = (3,—1,2), coz znamena, ze
vi = —2(—4,2,1) + (0,5,1) — 2(5,0, —1) = (=2,1,1),
vy = 6(—4,2,1) — 2(0,5,1) + 5(5,0, 1) = (1,2, —1),
vs=3(—4,2,1) — (0,5,1) + 2(5,0, —1) = (=2, 1,0).
[

Priklad 5.2.3. Urcete vztah mezi soufadnicemi (tj. napiSte transformacni rovnice
pro soufadnice) libovolného vektoru x € R? vzhledem k bazim M = {(1,2,-1),
(—=2,1,0),(—-2,1,1)} a M" = {(0,5,—1),(5,0,—1),(—4,2,1)}.

Reseni. Nejprve najdeme matici pfechodu A od baze M k bazi M’'. Soutadnice vek-
tortt (0,5,—1),(5,0,—1),(—4,2,1) z baze M’ v bazi M uréime jako FeSeni t¥i soustav
linedrnich rovnic (které maji stejnou matici soustavy):

1 -2 =2 0 5 —4 100 | 2 1 0
2 1 1 5 0 2 | ~-~10 1 01]0 ] =211
-1 0 1 —1 —1 1 0 01 1 0 1
Tedy
2 0 1
A=|1 -2 0
0 1 1

Pro soufadnice x € R? plati vztah {x}y = {x} - A. Oznacime-li {x}y; = (21, 79, 3)
a {x}y = (21, 2, 2}), pak dostaneme transformacni rovnice

/ /

T = 277 + Ty,
/ /
Ty = —2Ty + T3,

/ /
T3 =T+ T3.
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Matici prechodu od M’ k M miizeme urcit jako inverzni matici A~! k matici A.
Snadno zjistime, ze

1 2 -1 =2
At = 3 1 -2 -1
-1 2 4
Transformacni rovnice pak maji tvar
Ty = 5(2331 + xy — x3),
1
Th = g(—xl — 219 + 213),
1
Ty = g(—2x1 — x9 + 4x3).

Cviceni
5.2.2. Urdete vztah mezi soufadnicemi libovolného vektoru x € R? vzhledem k bazim
(a) M =1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} a M ={(1,2,-1),(-2,1,0),(—2,1,1)};

(b) M ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} a M" = {(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}.

5.3 Matice endomorfismu

Piiklad 5.3.1. Urcete matici endomorfismu f: (x1, o, x3) — (21 + X2, T2+ 3, 21 + 23)
aritmetického vektorového prostoru R* vzhledem

(a) ke kanonické bazi M = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)};
(b) k bézi M’ = {(1,-1,1),(2,1,-1),(-3,-2,1)}.

Reseni. (a) Obecné: Necht M = {vy,...,v,} je baze prostoru (V,+,T,-). Matici endo-
morfismu f:V — V wvzhledem k bdzi M se rozumi matice A = ||a;;|| € Myuxn(T), kde
i-ty fadek (a1, ..., a;,) tvori soufadnice vektoru f(v;) vzhledem k bézi M.

V nasem konkrétnim piipadé mame f((1,0,0)) = (1,0,1), £((0,1,0)) = (1,1,0)
a f((0,0,1)) = (0,1,1). Protoze M je kanonickd baze, plati {(1,0,1)}, = (1,0,1),
{(1,1,0)}p = (1,1,0) a {(0,1,1)}ar = (0,1,1), tedy

1
A= |1
0

[ )

1
0
1

je matice endomorfismu f vzhledem k bazi M.
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(b) Necht A’ je matice endomorfismu vzhledem k bazi M’. Plati f((1,—1,1)) =
(0,0,2), f((2,1,-1)) = (3,0,1) a f((-3,-2,1)) = (=5,—1,—2). Radky matice A’
nejsou piimo tyto vektory, ale jejich soutadnice vzhledem k M’ které uréime jako
feSeni vektorovych rovnic

(0,0, 2) —CLH( 1,1) +CL12(2,1, 1)+CL13( 2,1),
(3 0 1) —@21( 1,1)+a22( 1)+a23( 2,1),
( ]_ 2 9) —CL31(1 —1,1)—|—CL32(2,1, 1)—|—CL33( 3, 2,1)
Budeme tedy soucasné Tesit tii soustavy linearnich rovnic, jez maji stejnou matici sou-
stavy (viz predchozi paragraf):

1 2 -3]101]3 ) 300 2 4 —6
-1 1 -2 101]0 -1} ~--~10 3 0 —10 -2 9
1 -1 1 2 1 -2 0 01 -2 -1 3

2 10 4 2
Odtud ay; = 3y Q12 = —735, Q13 = =2, a9 = 3; (22 = —3, Q23 = —1, a31 = =2, azgy = 3,

asz = 3. Tedy matice endomorfismu f vzhledem k bazi M’ je

1 2 —-10 -6
-6 9 9

Druhou moznosti, jak najit matici A’, je vyuzit nésledujiciho vztahu pro matice en-
domorfismu vzhledem ke dvéma rtiznym bazim: Jestlize A, A’ jsou matice endomorfismu
f:V — V vzhledem k bazim M, M’ prostoru V', potom plati

A= PAP™, (X)

kde P je matice pfechodu od baze M k bazi M’.
V nasem piipad€ vime, ze

1
A=11
0

[ )
=

je matice endomorfismu f vzhledem ke kanonické bazi M. Matice pfechodu od M k M’
je zfejmé matice

Snadno zjistime, ze
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a odtud
1 2 =10 -6
A= PAP ! = 3 4 -2 -3
-6 9 9

]

Poznamka. Pro lepsi pochopeni predchéazejiciho ptikladu bude dobré, kdyz si uka-
zeme jednoduché odvozeni vztahu (X). Necht M = {vy,...,v,,}, M' = {v},..., v/}
jsou béaze prostoru (V,+,T,-) a P matice pfechodu od M k M’. Necht A, A’ jsou
matice endomorfismu f vzhledem k bazim M, M’. Plati

{vitu {f(vi)}um

PA = A=

bl

Vb ()

tedy fadky matice PA jsou soufadnice vektora f(v}),..., f(v),) vzhledem k bazi M.

Abychom dostali matici A" (matici endomorfismu f vzhledem k M’; jejiz fadky jsou

soutadnice vektort f(v}),..., f(v]) vzhledem k bézi M’), sta¢i nyni matici PA zprava
vynasobit matici piechodu od M’ k M, tj. matici P~!. Tedy
{vitu {f(vi)}u {f(vi)}ar
PAP™! = : A= : pP1l= : =A.
{vitu {f(vi)}u {f(vi) b
Cviceni

5.3.1. Urcéete matici endomorfismu f: (1, 22, 23) — (29 + x3, 221 + 23, 117 — 329 + T3)
aritmetického vektorového prostoru R* vzhledem k bazi M, je-li:

(a) M = {(0,0,1),(1,0,0),(0,1,0)};
(b) M ={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,—1)};
() M ={(1,2,1),(2,1,1),(1,3,2)}.

5.3.2. Urcete matice endomorfismu f: (x1, 2, x3) — (21 + 22, X2 + 23, 1 + x3) aritme-
tického vektorového prostoru R? vzhledem k bazim M = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} a
M ={(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2)}.

Priklad 5.3.2. Urcete endomorfismus f: R* — R3? takovy, ze f((1,2,3)) = (2,3,3),
(0,2,3) e Kerfafof=Ff.

Reseni. Dimenze prostoru R? je 3, tedy k uréeni endomorfismu f potiebujeme znét
obrazy t¥{ linedrné nezavislych vektorti. Podle zadani je (1,2,3) — (2,3,3) a (0,2,3) —
(0,0,0). Navic fo f = f, tedy pro kazdy vektor x € R3 plati f(f(x)) = f(x). Proto
£(2,3,3) = f(f((1,2,3))) = f((1,2,3)) = (2,3, 3). Vektory (1,2,3), (0,2,3) a (2,3,3)
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jsou linearné nezavislé, tedy M’ = {(1,2,3),(0,2,3),(2,3,3)} je baze R3. Matice endo-
morfismu f vzhledem k M’ je evidentné

A =

oS O O
o O O

1
0
1

Oznacime-li P matici pfechodu od kanonické baze M = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
k bazi M’, pak
A=P AP

bude matice endomorfismu f v kanonické bazi M. Ziejmé

1 2 3
P=10 2 3
2 3 3
a snadnym vypoctem najdeme
1 3 =3 0
Pl = 3 -6 3 3
4 -1 =2
a odtud
2 3 3
A=|-2 -3 -3
2 2

3
Analytické vyjadieni (vzhledem ke kanonické bézi) hledaného endomorfismu f je
f((z1, 29, 23)) = (207 — 229 + Z5*:133,3% — 3wy + 2x3,3x1 — 319 + 213). (Ovéite, ze f
skute¢né vyhovuje podminkam zadani.) O]

P¥iklad 5.3.3. Endomorfismus f: R?> — R? ma vzhledem ke kanonické bazi M =

{(1,0),(0,1)} matici
5 —1
()
Najdéte bazi M’, vzhledem k niz mé f matici
, (38 —81
A= <16 —34) '

Reseni. Vime, 7e A’ = PAP7! tj. AP = PA, kde P je matice piechodu od M k M’,
kterou hledame. Je-li

pak ze vztahu A’P = PA dostaneme

38a —8lc 38b—81ld\ (5a+9b —a—10b
16a — 34c 16b—34d) \bc+9d —c—d
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Budeme tedy fesit homogenni soustavu

33a¢ — 9 — 8lc =0

a + 39 — 8ld = 0

16a — 39 — 9d = 0

16b + ¢ — 33d = 0

Pouzijeme Gaussovu elimina¢ni metodu:

33 -9 =81 0 0 0 0 O
1 39 0 =81 1 39 0 -81
16 0 -39 -9 0 0 0 O
0 16 1 =33 0 16 1 —-33

Tedy a = —39b + 81d a ¢ = —16b + 33d. Zadani tudiz vyhovuje kazda matice ve tvaru

p_ (3% +81d b
— \—-16b+33d d

) , kde b,d € R.
Dosadime-li napt. b = 2 a d = 1, dostaneme
3 2
P-(1 1)
tedy M’ = {(3,2),(1,1)}. O

Cviceni

5.3.3. (a) Najdéte endomorfismus f: R® — R3 ktery m4 vzhledem k bazi M’ =
{(1,-1,1),(2,1,—-1),(—3,—2,1)} matici

3 11 7
Al=1-1 3 2
1 0 0

(b) Najdéte endomorfismus f: R? — R3? takovy, ze (1,—1,1) — (4,—6,—1),
(2,1,-1) — (=1,0,-2) a (—3,-2,1) — (1,—1,1).

5.3.4. Najdéte automorfismus h: R? — R3 takovy, ze (1,0,2) — (2,3,1), (0,0,1) —
(0,0,1) a plati h=t = h.

5.3.5. Je dan endomorfismus f: R? — R?, f((x,y)) = (17z + 45y, —6x — 16y). Najdéte
bazi M' = {vy, vy} takovou, aby platilo f(vi) = 14v; — 60vsy, f(v2) = 3v; — 13vs.
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5.4 Matice homomorfismu

Necht h: V' — W je homomorfismus a M = {vy,...,v,}, N = {wy,...,w,} po
fadé baze vektorovych prostort V, W nad télesem T. Matici homomorfismu h vzhle-
dem k bdzim M, N se rozumi matice A = ||a;;||mxn € Mmxn(T) takova, ze i-ty fadek
(@1, - - ., a;) tvori soutadnice vektoru h(v;) vzhledem k bazi N. Pro kazdy vektor x € V
potom plati

{h(x)}n = {x}u - A
Opravdu, jestlize {x}y = (x1,...,2nm), pak

h(x) = h(x1vi + - + 2 Vi) = 21h(v1) + - + 2 h(Vin)
- Il(allwl +---+ alnwn) + -+ xm(amlwl +---+ a'mnwn)

= (x1a11 +  + T Q1)W1 + - + (1010 +  ++ F TinQonn) Wi

Jsou-li nyni M' = {v/,..., vl } a N' = {w],...,w/,} jiné baze prostori V a W, pak
matice

A’ = PAQ,

kde P je matice prechodu od M k M’ a @) je matice pfechodu od N’ k N, je ma-
tici homomorfismu A vzhledem k bazim M’ N’. (Radky matice PA jsou soufadnice
h(v}),...,h(v],) vzhledem k N a tedy fadky matice PAQ jsou soufadnice téchto vek-
tort vzhledem k N’; srovnejte s poznamkou za prikladem 5.3.1.)

Piiklad 5.4.1. Uréete homomorfismus /: R3 — R%, ktery m4 vzhledem k bazim M’ =
{(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2)} a N' = {(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1),(0,1,0,1)} matici

2 0 1 -1
A=[-10 2 1
0 1 -1 2

Reseni. Necht M, N jsou po fadé kanonické baze aritmetickych vektorovych prostort
R3,R* a nechf A je matice homomorfismu h vzhledem k bazim M, N. Oznaéime-li P
matici pfechodu od M k M’ a ) matici pfechodu od N' k N, plati A’ = PAQ), tedy
A= P tAQ™ L. Zfejme

2 11 1010
P=|121] a Q'=
11 92 1 001
0101
a znamym zpusobem vypocteme
1 0 1 -1
3 -1 -1
1 111 0 -1 1
-1_ =+ . . _ =
P_4_}_3131aQ2—12—11
-1 0 1 1
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(Matici @ v tomto okamziku nepotfebujeme.) Odtud ihned dostaneme

L8 1 -1
A=PAQt=710 -3 -1 8|
4 5 3 0

a tedy analytické vyjadreni homomorfismu h vzhledem ke kanonickym bazim M, N je:
h((l'l, Xa, .1’3)) = (2%1 — X3, i(l‘l — 3552 + 5.1’3), 4( Ty — g+ 3£L'3) -1 + 2:13'2) ]
Cviceni

5.4.1. Uréete matici homomorfismu h: R3 — R* ktery je dan predpisem

h((x1, 22, x3)) = (21 + 22, T2 + x3, 21 + 3, 71), vzhledem

(a) ke kanonickym bazim M = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} a N = {(1,0,0,0),
(0,1,0,0), (0,0,1,0),(0,0,0,1)};

(b) k bazim M’ = {(1,1,0),(1,0,1),(0,—-1,0)} a N" = {(1,1,0,1), (1,0,0,0),
(0,1,1,0), (0,1,1,1)}.

5.4.2. Urcete homomorfismus h: R3 — R, ktery mé vzhledem ke kanonickym bazim
aritmetickych prostorti R?, R® matici

31 2 -10
A=\12 1 -3 2 0
0O -1 1 0 7

Piiklad 5.4.2. Je ddna baze M’ = {(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)} aritme-
tického vektorového prostoru R?%. Najdéte bazi dualniho prostoru k prostoru R*, kterd
je dudlni k bazi M.

Reseni. Dudlni prostor k prostoru R™ je vektorovy prostor linearnich forem na R™ (t;.
homomorfismi f: R"™ — R, viz piiklad 5.1.4). Je-li B = {uy, ..., u,} néktera baze R,

pak dualni baze je tvofena linearnimi formami fi,..., f, takovymi, ze plati
fw)=4 - PO (D)
i\uj) = .
! 0 proi # J.

V nasem piipadé duélni bazi k dané bazi M’ tvori linearni formy f1, fa, f3, f4, které
maji analytické vyjadieni f;((z1, x2, T3, 24)) = ajx1+apra+ars+auzrys (i = 1,2,3,4).
Podle podminky (D) mame:

1= f1((1,0,0,0)) = a4

0= f1((1,1,0,0)) = a1 + a2 = ap=-1
0= f1((1,1,1,0)) = a1y + a12 + a3 = a13=0
0= f1((1,1,1,1)) = a11 + a12 + a1z + a4 = au=0
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Tedy fi((x1, 22, x3,24)) = 1 — 2. Obdobné dostaneme: fo((x1, 29, x3,24)) = T2 — T3,
fg((Il,[Eg, I3, 1'4)) = T3 — T4 a f4(($171’2, I3,$4)) = X4.

Mizeme rovnéz pouzit matice linedrnich forem. Diky podmince (D) je jasné, Ze
linearni formy f1, fo, f3, f4 tvorici dualni bazi k M maji vzhledem k bazi M’ prostoru
R* a kanonické bazi prostoru R matice

1 0 0 0
O S I Bl IO ) IR
0 0 0 1
Snadno zjistime, ze
1 0 0 0
-1 1 0 0
P= 0 -1 1 0
0O 0 —-11

je matice pfechodu od M’ ke kanonické bazi M = {(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0),
(0,0,0,1)}. Linearni formy fi, fo, f3, fs+ potom maji vzhledem ke kanonickym bazim
prostort R*, R matice

1 0 0 0
A = PA = _01 Ay = PA, = _11 Ay = PAL— (1) Ay = PA, = 8
0 0 1 1

0

5.5 Vlastni éisla a vektory endomorfismu

Priklad 5.5.1. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory nasledujicich endomorfismii:
(a) f: R - R3, f((x1,72,23)) = (201 — 9 + 223,511 — 312 + 33, —11 — 213);
(b) g: C* — C3, g((21, 22, 23)) = (421 + 29 — 423, =521 — 429, T21 + 925 + H23).

Reseni. (a) Hleddme ¢isla A € R a vektory x € R? tak, aby f(x) = Ax. Je-li tedy
x = (1, r9,x3), pak musi platit

2ZE1 — X9 + 21’3 = )\.I‘l,
5[E1 — 31‘2 + 35(33 = )\1‘2,
—X1 - 21’3 = )\1'3,
tj.
(2 — )\)%1 — i) -+ 2!E3 = O,
5%1 — (3 + )\)IQ + 3133 = 0, (S)

—I1 - (2+)\)ZE3 = 0.
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Tato homogenni soustava mé netrivialni feseni, pravé kdyz jeji matice je singulérni.
Snadno presvédc¢ime, ze

2—A -1 2
5 —3-X 3 |==-X-3-32-1=-(\+1)>°
-1 0 —2—-A
Tento determinant je charakteristicky polynom endomorfismu f. Vidime, zZe soustava
(S) ma netrivialni FeSeni pro A = —1; toto ¢islo je hledané vlastni ¢islo endomorfismu
f. Vlastni vektory odpovidajici vlastnimu ¢islu A = —1 najdeme jako feSeni soustavy
31’1 — X9 + 2.1'3 = O,
55131 — 2LU2 + 3373 = O, (S’)
—T1 - €3 = 07

ktera vznikne z (S) dosazenim —1 za A. Gaussovou elimina¢ni metodou zjistime, ze
feSenim (S’) jsou vektory x = (—z3, —x3,x3), r3 € R. (Ovéite, Ze pro tyto vektory sku-
tené plati f(x) = —x.) Tedy vlastni vektory endomorfismu f odpovidajici vlastnimu
¢islu A = —1 tvoii podprostor W, = [{(1,1,—1)}].

Obecné lze postup popsat takto: Uréime matici A daného endomorfismu f vzhledem
k nékteré bazi M. Determinant det(A —AE) = det(A— AE)T se nazyva charakteristicky
polynom endomorfismu f (snadno lze ukazat, Ze charakteristicky polynom nezavisi na
volbé baze M ). Kofeny charakteristického polynomu jsou vlastni ¢isla endomorfismu f.
Vlastni vektory, které odpovidaji konkrétnimu vlastnimu ¢islu Ao, vypocteme jako reSeni
homogenni soustavy s matici (A— \gE)T. Uvédomme si, Ze je-li A matice endomorfismu
f vzhledem k bazi M, coz obecné neni kanonicka baze, pak timto zptisobem dostaneme
soufadnice hledanych vlastnich vektora v bazi M!

V naSsem pripadé mé endomorfismus [ vzhledem ke kanonické bazi M =
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} matici

2 5 -1
A=[-1 =3 0
2 3 =2
a proto
2-X 5 1 \" /2-x -1 2
(A-XE)'=| -1 -3-Xx 0 = 5 -3-Xx 3
2 3 —2 -\ -1 0 —2 -\

Charakteristicky polynom —(A+1)3 m4 jediny koten, a to —1. P¥islusné vlastni vektory
jsou tedy feSeni homogenni soustavy (S’) s matici

3 -1 2 1 01
A-(-DEY'=(5 -2 3 |~---~[0 11
-1 0 -1 000
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(b) Endomorfismus g mé vzhledem ke kanonické béazi prostoru C* matici

4 -5 7
A= 1 -4 9
—4 0 5
Charakteristicky polynom tedy je
4— A 1 —4
det(A —AE) =det(A - AE)" =| =5 —4—X 0 |=-X+5\2—17\+13.
7 9 5—A

Jeho koteny (vlastni ¢isla) jsou A\g = 1, A\; = 2+3i a Ay = 2—3i. Zbyva urcit odpovidajici
vlastni vektory.

Pro Ay = 1 fesime homogenni soustavu s matici

3 1 —4 110
A-EY'=(-5 -5 0 |~---~ |0 1 2
7 9 4 000

Tedy podporostor vlastnich vektorti odpovidajicich A\g =1 je W), = {(zl, 29, 23) € C3:
g1 = —RZ2,%3 = _%22} = [{(27 _27 1)}]
Pro A\; = 2 + 3¢ fesime homogenni soustavu s matici

2-3i 1 —4 2-3 1 —4
(A—Q2+3)E)'=| =5 —6-3i 0 |~| -5 —6-3i 0
7 9  3-3 0 1-7i 5-05i

0 —4+3i -5 0 —4+43i -5

2l-5 —6-3 0 |2|-5 —6-3i 0

0 1-7i 5-5i 0 0 0

1 ... k pétindsobku 3. I. pficteme sedminasobek 2. ., tento novy fadek vydélime tfemi;
2 ... k pétindsobku 1. f. pfic¢teme (2 — 3i)-nasobek 2. ¥. a novy fadek vydélime ¢tyimi;
3 ... ke 3. T. pfi¢teme (1 — i)-nasobek 1. .
Jak nyni vidime, podprostor pfislusnych vlastnich vektori je Wy, = {(zl, 29, 23) € C3:
21 = _623122’ Z3 = —433i22} = [{(6 + 32, —5, 4 — 37/)}]

Pro Ay = 2 — 3i analogicky dostaneme

2+ 3i 1 —4 0 4+3i 5
(A-2-3)E)'=| -5 —6+3i 0 ~een [B 630 0
7 9 3+ 3i 0 0 0

tedy Wy, = {(21, 22, 23) € C3: 29 = =858 25 25 = — 4351 = [{(6-3¢, —5,4+3i)}]. O
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Cviceni

5.5.1. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory endomorfismii:

(a) h: R® = R3 h((x,y,2)) = (y, —4x + 4y, —2x + y + 22);

(b) h: R = R3, h((z,y,2)) = (To — 12y + 62,102 — 19y + 10z, 122 — 24y + 132);
(c) h: R* = R3, h((z,y,2)) = (x — 3y + 32, =2z — 6y + 13z, —x — 4y + 82);

(d) h: R® - R3 h((z,y,2)) = (40 — 2y + 22,22 + 22, —x + y + 2);

(e) h: R® — R3, h((z,y,2)) = (4 — by + 22,52 — Ty + 32,62 — 9y + 42);

(f) h: C* — C? h((x,y,2)) = Bz +y—32,3z+y — 2,2z — 2y).

Pfiklad 5.5.2. Endomorfismus i: R* — R* m4 vzhledem k bazi M = {u;, uy, uz, uy}

matici
1 1 1

1 -1 -1
-1 1 -1
-1 -1 1

A:

—_ = = =

Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory endomorfismu h.

Resend. Nejprve uréime charakteristicky polynom (ktery, jak vime, nezavisi na volbé

baze):

1—-)x 1 1 1 2-X 0 0 2—2X
1 1-Xx -1 -1 1 1-Xx -1 -1
det(A—-AE)=1 | " 1., _1 1 -1 1-Xx -1
1 1 -1 1= 1 —1 -1 1=
(2) 18)\ —01 2—_1A 2 1-A 1
= =—(2-XN12 -1 1=\
2 -1 1-X -1 N
A -1 -1 1-2\
2 1-X\ -1 3 1-X\ -1
=A=2)[2—=X2 0 2-X=(OX-=-2)] 0 0 2—2X
A -1 -1 A1 -1 -1
22| 3 A S om0 — ) = (0= 2P0+ 2)
A+1 -1
Endomorfismus h méa tedy vlastni ¢isla Ay =2 a Ay = —2.

Najdeme pfislusné vlastni vektory. Obdobné jako v pfedchozich ptikladech budeme
fesit homogenni soustavu s matici (A—\; E)T (pro j = 1, 2), pfiem? Feseni této soustavy
jsou souradnice hledanych vlastnich vektort vzhledem k bazi M.
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Pro A\ = 2:
11 1 1 11
1 -1 -1 -1 0 0
1 -1 -1 =1 710 0
1 -1 -1 -1 0 0

Tedy Wy = {x € R*: {x}y = (v2 + 23 + T4, T, T3, 74) pro nékt. 9, 73,24 € R}
{x € R*: x = (29 + 23 + T4)uy + Xouy + T3u3 + 74Uy pro nékt. xo, 73,74 € R}

{u; + vz, uy + usz,u; + uy}.

Pro A\ = —2:
3 1 1 1 1 0
1 3 -1 -1 0 -1
1 -1 3 -1 0 0
1 -1 -1 3 0 0

S O O

OO =

o

O = o

83

Tedy W_o = {x € R*: {x}y; = (x1, —x1, —71,—71) pronkt. z; e R} = {x e R*: x =

Tiu) — r1Ug — xr3u3 — xr4uy pro nékt. x; € R} = [{u; —up — uz — uy}l.

Cvideni

5.5.2. Endomorfismy f: R*® — R3 a g: R* — R* maji vzhledem k bazim M

{ui,uz,uz} a N = {vy,vq, v3, v4} po fadé matice

2 -1 1 (1) 8
A=1|1 2 -1 a B=

1 -1 2 00

00

Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory endomorfismi f a g.

o O O O

_ o O

O
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5.6 Vysledky

5.1.1: Homomorfismy jsou pouze piipady (b) a (e), pfi¢emz zadny z nich neni izomor-
fismem.

5.1.2: (a) Ker p = {(21,0,0,0): x; € R}, Imp = R? — surjektivni homomorfismus;

(b) Ker p = {(x1, 22, x5, —x1 — 23 — x3): X1, T2, x3 € R}, Imp = R — surjektivni hom.;
(c) Kerp = {(0,0,0)}, Im p = {(21, 1, 22, 23): 21,22, 23 € R} — injektivni hom.;

(d) Keryp = {(0, 22, 23): z2,23 € R}, Imp = {(x1,21,21,21): 1 € R} — homomorfis-
mus, kt. neni ani injektivni ani surjektivni;

(e) Ker o = {(0,0)}, Im ¢ = R? — izomorfismus;

(f) Kerp = {(0,0,0)}, Im » = R? — izomorfismus;

(g ) Kercp = {(z1,...,2,) € Ry + -+ + 2, = 0} = [{(1,-1,0,...,0),
(1, .,0),...,(1,0,...,0,—1)}, Imp = R — surjektivni homomorfismus;

(h) Kergp {(0,...,0)}, Imp = [{(1,...,1),(0,1,...,1),...,(0,...,0,1)}] = R™ —

izomorfismus.

5.1.4: Hledanym izomorfismem je zobrazeni a,z" + - - + ayx + ay € T,lx] —
(an,...,a1,a9) € T

5.1.5: Stac¢i ukazat, Ze pro lib. ¢,1 € Aut(V) plati p o) € Aut(V) a o' € Aut(V);
jednotkovym prvkem je identické zobrazeni id: x +— x.

5.1.6: Ano.
5.2.1:
-2 1 0 4 -2 -1 2 -1 1 1 0 3
@3 -2 1| ®{-3 1 2] @[5 -3 -2]@@|-2 1 -2
1 3 -6 -2 -3 11 1 2 24 3 =2 2
5.2.2: (a) x; = o) — 22 — 2x3, xz 2 + xhy + af, x5 = —x) + 2 a x) = F(x1 + 222),
ah = $(—3wy — @y — bag), x = £(x1 + 225 + 5x3);

/ / / / / / / 1 / 1
(b) 11 = 2y +a%, 29 = 2] +24, 3 = ¥) 2y a ) = (w1 +T2+23), ¥h = 5(21—22+13),

ZE% = %(ZL‘l + Ty — (Eg).
5.3.1:
1 1 1 2 1 4 1 32 —4 -9
@ (1 02 B2 -13)] ({17 -3 -7
-3 10 -1 0 0 47 -5 =27
5.3.2:
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5.3.3: (a) Uréime matici pfechodu P od kanonické baze M k bazi M’ a matici pfechodu
Ptod Mk M:

1 -1 1 (1 10
P=(2 1 -1}, Pl=-|-1 -4 -3
3 -2 1 3\1 5 3
Potom
1 -2 -1
A=pPtAP=|-1 3 2
2 -1 2

je matice f vzhledem ke kanonické bazi M, tedy f((x1,x2,23)) = (v1 — 22+ 223, —221 +
3xy — x3, —1 + 219 + 223).
(b) Vektory (1,—1,1), (2,1, —1) a (=3, —2,1) troif bazi R3, vzhledem k niz m4 f matici

3 11 7
-1 3 2
1 0 0

Zbytek stejné jako v bodé (a).

5.3.4: Protoze h = h™!, plati (2,3,1) — (1,0,2). Vzhledem k bazi M’ = {(1,0,2),
(0,0,1),(2,3,1)} ma h matici

001
A=1010
100
Matice prechodu od kanonické baze M k M’ a od M’ k M jsou
1 0 2 1 3 —6 0
P=1[(00 1], P‘1:§—231
2 31 0 3 0
Matice h vzhledem ke kanonické bazi je potom
2 3 -1
A=P'AP=|[-1 -2 1
0 0 1

Tedy h((z1,x2,23)) = (201 — x2, 3T — 229, —x1 + T2 + T3).

5.3.5: Vzhledem k bazim M = {(1,0),(0,1)} a M’ ma f matice A = (} 7%) a A’ =
(4 %9). Oznaéme P = () matici pfechodu od M k M’. Pak plati PA = A’P. Resime
tedy homogenni soustavu 4 rovnic s nezndmymi a, b, ¢, d; dostavame a = —15b0 — 20c¢,
d = —b—2c, b,c € R. Zvolime-li napf. b = 1 a ¢ = —1, méme P = (% 1), tj.
M = {(57 1)7 (_17 1)}
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5.4.1:

5.4.2: h((x1, 9, x3)) = (321 + 229, 11 + o — 3,217 — 329 + 3, —11 + 229, T23)

5.5.1: (a) Charakteristicky polynom —(\ —2)3, vlastni &slo A = 2, podprostor vlastnich
vektora Wy = [{(1,2,0),(0,0,1)}].

(b) —(A=12A+1),\y =1, Ao = =1, W; = [{(2,1,0), (1,0, =1)}], W_; = [{(3,5,6)}].
() —\— 1P, A = 1, Wi = [{(3, 1, )}].

(@) A= 1= 2% A =1, Ao =2, W = [{(2 2, - )}]7 Wy = [{(1,1,0),(=1,0,1)}].
(€) A2(1—A), A =0, A =1, Wy = [{(L1,2,3)}], Wi = [{(1, 1, 1)}].
D e R X e e = W L O,
Wi = [{(—i 11— )},

5.5.2: (a) Char. polynom (1 —A)(2 —A)(3—A), vl. ¢isla Ay =1, Ay =2 a A3 = 3, vl.
vektory Wi = {x € R®: {x}yy = (21,0,—21)} = {u; —u3}], Wo = {x € R?: {x}y =
(ZEl,Il, —Il)} = [{U—l +uy — 'ng}], W3 = {X € R?’I {X}M = (0,1’2, —Ig)} = [{U.Q — 'ng}].
(b) Char. pol. A>(1 — \)?, vL. &isla A\ = 0, Ay = 1, vl. vektory Wy = {x € R*: {x}y =
(0,1’2,1‘3,0)} = [{Vg,Vg}], Wi = {X c R*: {X}N = (0,0,0,1'4)} = [{V4H

—

WQz — [{(Zv 17 1 + Z)H?



Eukleidovské vektorové prostory

6.1 Skalarni soudin

Pfipomenme, Ze skaldrnim soucinem na realném vektorovém prostoru (V,+,R,-) se
rozumi zobrazeni o: V' x V — R, které méa nésledujici vlastnosti:

(i) Yue V; o(u,u) >0 & (0(u,u) =0 < u=o0);
(i) Vu,v e V;o(u,v) = o(v,u);
(iii) Yu,v,w e V;o(u+v,w)=0c(u,w)+o(v,w);
(iv) Yu,v € V Ve € R; o(cu,v) = co(u,v).

Piiklad 6.1.1. Necht (C(a,b),+,R,-) je vektorovy prostor redlnych funkei spojitych
na intervalu [a,b] (viz cviceni 4.1.3). Definujme zobrazeni o: C'(a,b) x C(a,b) — R

takto:
g) = / f(2)g(x) dz

Ukazte, ze o je skalarni soucin na C(a, b).

Regend. Jsou-li funkce f, g spojité v intervalu [a, b], pak jsou zde integrovatelné a taktéz
funkce f + g a fg jsou (spojité, a tedy) integrovatelné v [a, b]. Ovéfime vlastnosti (i) —
(iv). Necht f,g,h € C(a,b), c € R.

() o(f, f) = [’ f(z)>de > 0, protoze f(x)* > 0 pro kazdé = € [a,b]. Pokud
f(xo) # 0 pro nekt. zy € [a, b], pak fab f(x)?*dx > 0, tedy celkem fab f(x)?*dx = 0, prave
kdyz f(x) = 0 pro kazdé z € [a, b].

(i) o(f,9) = J, f(@)g(w)dz = [} g(x) f(x) dz = o (g, f)

(i) o(f + g.h) = [}/ + 9)@h(z)de = [[f + gla)h(z)]dz =
JP f@)n) de + [ g(a)h(z) dz = o(f,h) + <g h)
(iv) a(cf,g) = [(cf)(@)g(a)dr = [ cf(z)g(a)dr = c [} f(z = co(f,9).

87
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Cviceni

6.1.1. Zjistéte, zda nasledujici zobrazeni jsou skalarni souc¢iny na aritmetickém prostoru
R? (v obou pifpadech u = (uy, us), v = (v1, v2)):

(a) o(u,v) = uyvy;
(b) T(u, V) = UV] — U1V — UgV1 + 2U2U2.
6.1.2. Ukazte, ze zobrazeni o: R" x R™ — R dané predpisem

o(X,y) = T1y1 + *++ + TpYn,
kde x = (z1,...,2,), Y = (Y1, - -, Yn), je skaldrni soucin na aritmetickém prostoru R".

Poznamka. Nebude-li vyslovné uvedeno jinak, budeme déle na aritmetickém pro-
storu R" vzdy uvazovat ,standardni“ skaldrni soucin definovany ve cviceni 6.1.2. Misto
o(u,v) budeme psat (u,v).

Piiklad 6.1.2. Najdéte ortogonalni doplnék podprostoru W = [{(1,0,1,0),(0,1,0,1)}]
v aritmetickém prostoru R*.

Reseni. Nejprve pfipomeiime pojem ortogonalniho doplitku. Bud V' vektorovy prostor
koneéné dimenze se skaldrnim soudinem (-,-). Ortogondlnim dopliikem podprostoru
W = [{uy,...,u;}] je mnoZina W+ vech vektorii ortogonalnich k vektoriim uy, ..., uy,
tj.
W+ ={veV:(v,u) =0prokazdé 1 <i<k}.
W+ je vizdy podprostor V' (dokazte!) a plati dim W + dim W+ = dim V.
V nasem piipadé tedy hleddme vektory (xq,z2, 23, 74) € R* takové, ze

<(331, T, X3, .1’4), (17 07 17 0)> - 07
<(Q§'1, X2, T3, CU4)7 (Oa 17 07 1)> =0

tJ.
1+ 3 = O,
T+ x4 = 0.
Je tedy zfejmé, zZe
WJ_ = {(x17x27 —T, _$2): Ty, T2 € R}

Jako bazi podprostoru W+ mtizeme vzit {(1,0,—1,0), (0,1,0,—1)}. O
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Cviceni
6.1.3. Necht V je vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem, W = [{uy,...,u;}]. Do-
kazte, ze pro kazdy vektor v € V' jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:

(a) Yw € W; (v,w) = 0;

(b) Vie{1,...,k}; (v,u;) =0.
6.1.4. Urcete ortogondlni doplnék W+ podprostoru W = [{(2,1,3),(2,1,0)}] v R3.

Poznamka. Uvédomte si, ze na daném vektorovém prostoru muze existovat vice
skalarnich soucinti a ze ortogonalita vektort zavisi na volbé skalarniho souc¢inu. Napt. na
aritmetickém prostoru R? jsme se kromé standardniho skalarniho soucinu setkali s jinym
skaldarnim souc¢inem ve cviceni 6.1.1(b). V prvnim piipadé jsou vektory (1,0),(0,1)
ortogonalni (plati ((1,0), (0,1)) = 1-0+0-1 = 0), zatimco ve druhém pfipadé ortogonalni
nejsou, protoze 7((1,0),(0,1))=1-0—-1-1-0-04+2-0-1= —1.

6.2 Ortogonalni a ortonormalni baze

Priklad 6.2.1. Najdéte nékterou ortonormalni bazi podprostoru
W= [{(17 _27 27 0)7 (17 _27 27 3)7 (_17 17 07 O)}]
v aritmetickém prostoru R*.

Reseni. Nejprve najdeme nékterou bazi prostoru W (nevime, jsou-li zadané tii vektory
linedrné nezavislé). Vidime, ze

1 =2 20 1 -2 20 0 -1 2 0
1 -2 23]~{0 0 03)]~10 0 01
-1 1 00 -1 1 00 -1 1 00

Tedy ptvodni tii vektory tvori bazi W, ale mizeme vzit také vektory
w = (0,0,0,1), us = (-1,1,0,0), uz = (0,—1,2,0).

(Jak uvidime za chvili, je vyhodné volit vektory ,s co nejvice nulami“.)

Postup ortogonalizace baze je popsan v ditkaze Schmidtovy véty. Jeden z vektoru si
vybereme a oznacime jej vi; v naSem pripadé vezmeme v; = u;. Dale vybereme jeden ze
zbyvajicich vektorti, napf. us, a najdeme vektor vy takovy, ze [{vi,uz}| = [{vi, va}] a
(va,v1) = 0. Tedy hledame vektor vy, ktery patii do podprostoru generovaného vektory
V1, Uy a je ortogonalni k vy. V nasem pripadé staci vzit vo = u,.

Nyni najdeme vektor vj takovy, aby [{vi,va,v3}] = [{vi,Vv2,us}] a pfitom
(v3,vi) = 0 a (v3,vo) = 0. Vektor vs je tedy ve tvaru vy = ¢1vq + vy + cgug
pro nékt. ¢y, co, c3 € R a plati

0= (vs3,v1) = (c1V1 + caVa + c3us, Vi) = ¢1(V1, V1) + c2(Va, V1) + c3(us, v1),

0 = (v3, Vo) = (c1V1 + aVa + c3us, Vo) = ¢1(V1, Va) + c2(Va, Vo) + c3{us, Va).
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Vypoctem skalarnich soucinii na pravé strané dostavame

0120,

202 — C3 = 0.

Tj. c3 = 2¢9 a V3 = ¢aVg + 2¢9V3 = (Vg + 2v3). MlzZeme zvolit ¢ = —1 a dostaneme
vz = (1,1, —4,0). Ortogonalni bazi prostoru W je proto mnozina

{(0,0,0,1),(—1,1,0,0),(1,1,—4,0)}.

Nakonec kazdy z vektorti v; nahradime vektorem mvi, kde || v;]| = \/(Vvi, Vi) je velikost
vektoru v;. Ziskame tak hledanou ortonormalni bazi:

{(0,0,0,1), %(—1, 1,0,0), %8(1, 1,-4,0)}.

]

Obecné lze ortogonalizaci baze, tzv. Schmidtuv ortogonalizacni proces, popsat na-
sledujicim zptsobem:

Necht {uy, ..., u;} je baze podprostoru W eukleidovského prostoru koneéné dimenze
V. Vektory uy, ..., u, postupné nahradime vektory vy, ..., vy, které budou tvotit orto-
gonalni bazi podprostoru W, takto:

Vi = U,
(vi,u2)
Vo = ———— Vi + Uy,
<V17 V1>
(vi,u3) (vo,u3)
V3 = — Vi — vy + Uus,
(vi,v1) (v2,V2)
<V17 uk‘) <V2a uk> <Vk’—1a uk:>
Vp=—F——V] — —— Vg — s — —————— "V} | + Uy
(vi,v1) (va, V) (Vi—1, Vi-1)
Vektory uy,...,u, mizeme libovolné precislovat a nahrazovat je v jiném poradi.
Samoziejmeé takto ziskame jinou bazi podprostoru W.
Pokud ze zadani neni zfejmé, zda mnozina {uy,...,u;} je baze podprostoru W, je
vzdy nutné to ovéfit a v ptripadé, kdy by to baze nebyla, vybrat vhodnou bazi W (t;.
nékterou linedrné nezavislou podmnozinu {uy, ..., u;}).

Priklad 6.2.2. Najdéte ortonormalni bazi prostoru
W= [{(17 _27 27 0)7 (17 _27 27 3)7 (_17 17 07 0)} gg R4

obsahujici kladny nasobek vektoru (1, —2,2,0).
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Reseni. 7 piikladu 6.2.1 vime, Ze prostor W je generovan linedrné nezavislymi vektory
w = (1,-2,2,0), uy = (0,0,0,1) a ug = (—1,1,0,0) (ze zfejmych divodl zde volime
jiné oznaceni nez v piikladé 6.2.1). Protoze (uj,us) = 0, polozime v; = u; a vy = va.
Pro vektor v3 pak plati

vy = — <V17u3>v1 _ <V2’u3>v2 Fus
(vi,v1) (va,Vva)
-3 0 1
= _?(17 _27 27 0) - 1(07 07 07 1) + (_17 17 07 O) = 5(_27 17 27 0)
Nyni uz stac¢i vypocitat velikosti vektori vi, vo, v3 a dostaneme hledanou ortonormaélni
bézi prostoru W, jiz je mnozina {1(1,-2,2,0),(0,0,0,1),3(—2,1,2,0)}. O

Priklad 6.2.3. Najdéte ortogonalni bazi aritmetického prostoru R*, ktera obsahuje
vektrory vi = (1,1,1,2) a vo = (1,2,3,-3).

Regend. Jelikoz (vi,vy) = 0, ortogonéalni baze obsahujici vi a v, existuje. MtiZeme
postupovat tak, Zze najdeme nékterou bazi, ktera by obsahovala vy, vy, a nasledné tuto
bazi ortogonalizovat. Ukazeme si ale jiny postup: najdeme ortogonalni bazi {vs, vy}

ortogonalniho doplitku W+ podprostoru W = [{v;,vy}] a hledanou ortogonélni bazi
R* potom bude mnozina {vy,va, v3, vy}
Ortogonalni doplnék je tvoren vektory x = (z1,79,73,74) € R*? takovymi, Ze

<V17X> = <V27X> =0, tJ.
r1 + X9 + x3 + 21’4 = 0
$1+2$2+3ZE3—31’4:0
Zvolime-li x3, z4 jako parametry, dostaneme obecné feseni x1 = 3 —7r4 a x5 = —2x3+
5xy4. Tedy
W = {(x5 — Tay, —223 + 5wy, 13, 74): 13,74 € R} = [{(1,-2,1,0),(=7,5,0,1)}]
Vektory (1,—2,1,0) a (—7,5,0,1) nejsou ortogonélni. Polozime v; = (1 —2,1,0)
a vektor u = (—7,5,0,1) nahradime vektorem v4 = (v3,vs)( — &3—‘13 +u) =
6<___17(17 -2,1, 0) + (_77 9,0, 1)) = (_257 —4,17, 6)

6
Nyni se snadno ovéfi, Ze mnoZina {vi, vo,v3, v4} je otrogonalni baze prostoru R*.

[]

Cviceni
6.2.1. Najdéte nékterou ortonormalni bazi podprostoru R* generovaného vektory
(1,1,—-1,-2),(5,8,-2,-3),(3,9,3,8).

6.2.2. Najdéte ortonormalni bazi podprostoru W = [{(5,1,—1), (0,1, —1)}] a dopliite
ji na ortonormélni bazi prostoru R3.

6.2.3. Najdéte ortonorméalni béazi prostoru W = [{(1, -2, 2), (1,0, 1), (5, —3,—=7)}].
6.2.4. Najdéte ortonormalni béazi prostoru W = [{(1,1,0,1),(1,—2,0,0),(0,1,1,—1)}].

6.2.5. Najdéte nékterou ortogonalni bazi prostoru R* obsahujici vektory (1, —2,2, —3)
a (2,-3,2,4).
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6.3 Endomorfismy eukleidovskych prostoru

Priklad 6.3.1. Endomorfismus h: R? — R3 (R® chapeme jako eukleidovsky prostor
s oby¢ejnym skaldrnim sou¢inem) mé vzhledem k bazi M’ = {(1,1,0), (1,0,1),(0,1,1)}
matici

0 3 -1
A=101 1
02 0

Napiste analytické vyjadieni h a asociovaného endomorfismu A* vzhledem ke kanonické
bazi M = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Rozhodnéte, zda h je ortogonalni nebo symetricky
endomorfismus.

Reseni. Nejprve uré¢ime matici A endomorfismu h vzhledem ke kanonické bazi M. Vime,
7e plati A = P71A'P, kde P je matice piechodu od baze M k bazi M’'. Jak snadno
zjistime,

110 WA
P={(10 1], pPtl=-11 -1 1],
01 1 2\21 11
a odtud
1 0 1
A=[2 -1 1
0 1 1

Tedy h((z,y,2)) = (x+2y,—y + 2z, +y + 2).

Pripomenme, ze asociovanym endomorfismem k endomorfismu h se rozumi endo-
morfismus h* takovy, ze (h(x),y) = (x,h*(y)) pro vSechny vektory x,y (lze ukazat,
ze k danému h takovy endomorfismus h* existuje pravé jeden). Plati, Ze je-li B matice
h vzhledem k nékteré ortonorméalni bazi, pak BT je matici h* vzhledem k téze
bézi.

V nasem pripadé tedy

1 2 0
AT =10 -1 1
1 1 1

je matice asociovaného endomorfismu h* vzhledem ke kanonické bazi M, a proto
h((z,y,2) = (x+ 2,20 —y+ 2,y + 2).

Endomorfismus h je symetricky, kdyz h = h*. Z vyse uvedeného plyne, ze h je sy-
metricky, pravé kdyZ jeho matice v nékteré ortonormalni bézi je symetricka (tj. shoduje
se s transponovanou matici). Endomorfismus je ortogonalni, kdyz (x,y) = (h(x), h(y))
pro kazdé x,y. Plati, Ze h je ortogonalni, pravé kdyz jeho matice v nékteré ortonormalni
bazi je ortogondlni (tj. soudin s transponovanou matici je roven jednotkové matici).

Je tedy zfejmé, ze zadany endomorfismus h: (x,y,z) — (r + 2y, —y + 2z, +y + 2)
neni symetricky, nebot A # AT. Navic

1 0 1 1 2 0 2
AAT =12 -1 1| [0 -1 1|={3
0 1 1 1 1 1 1

S O W
N O =
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a proto h neni ani ortogonalni. O]

Cvicdeni

6.3.1. Endomorfismus h: R® — R3 m4 vzhledem k bazi M’ = {(0,1,1), (1,0,1),
(1,1,0)} matici

1 -1 -1 3
1 -1 3

Rozhodnéte, zda h je symetricky nebo ortogonalni endomorfismus.

6.3.2. Endomorfismus h: R® — R® m4 vzhledem k bazi M’ = {(1,1,-1), (2,1,0),
(1,—1,1)} matici
1 —3a 2 —a—2
A== —6a 2+4a —2a
\2-3¢ 20 4-a

Urcete a € R tak, aby h byl symetricky endomorfismus.
6.3.3. Rozhodnéte, zda nasledujici endomorfismy jsou ortogonalni:
a) 1R =R f((z,y,2)) = (z +y,2,—y);
b) g: R* = R3, g((z,y,2)) = 520 —y + 22,0 — 2y — 22,22 + 2y — 2).

6.3.4. Urcete a, b, c € R tak, aby matice

a 0 2b
_ . A
V3 ) V6
—a —7 b

byla ortogonalni.

6.3.5. Endomorfismus i: R® — R3 ma vzhledem k bazi M’ = {(1,-1,1), (2,1,—1),
(—3,—2,1)} matici

3 11 7
A=1-1 3 2
1 0 0

Napiste analytické vyjadieni h a asociovaného endomorfismu A* vzhledem ke kanonické
bazi M a urCete matici h* vzhledem k bazi M’.
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6.4 Vysledky

6.1.1: (a) Ne, 0 nema vlastnost (iv): napt. ((0,1),(0,1)) = 0. (b) Ano.

6.1.3: (b) = (a) Jestlize w € W, pak w = cjuy + - - - + cpug a (v, w) = (v,ciu; + - - - +
cruy) = (v,uy) + -+ (v, ug) = 0. (a) = (b) Trivialni.

6.1.4: W = [{(1,-2,0)}].

6.2.1: Baze {(1,1,—1,-2),(5,8,—2,—3)}, ortonormélni béaze {\%(1, 1,—-1,-2),
%9(2,5, 1,3)}.

6.2.2: Ortonormélni baze W je {(1,0,0), \%(O, 1, —1)}7 ortonormalni baze R3 pak je

{(1,0,0),%(0,1,—1),%0,1,1)}.

6.2.3: Vektory (1,-2,2),(1,0,1), (5, —3,—7) jsou linedrné nezavislé, proto W = R? a
ortonormalni bazi je {( ,0,0) (0,1,0) (0 0,1)}.

6.2.4: Napf. {f 1,1,0,1), ( -5,0,1), \/157(4,2,1,—6)}.

6.2.5: {(1,-2,2,-3), (2, —3,2,4), (2,2,1,0),(~5,2,6,1)}

6.3.1: Je symetricky, neni ortogondlni.

6.3.2: h mé4 vzhledem ke kanonické bézi matici (é ; ‘f) tedy a =
6.3.3: a) neni; b) je.

6.3.4: Dvé feSeni: 1) L 2)a=-L b=-L1 ==

o=b=pe=p e
6.3.5: h((z,y,2)) = (x —y + 2z, 20+ 3y — z, —x + 2y + 22),
h*((‘xa% Z)) = (.Z' - 2y - z,—x+3y+2z,2x —y—|—22>,

3 -5 =3
1 0 0

1 14
3 3 3
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