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Úvod

Tento text by měl sloužit student̊um deskriptivńı geometrie jako opora pro předmět

Projektivńı geometrie. Výklad této látky je přizp̊usoben sṕı̌se samostudiu. Pro studium

tohoto textu je zapotřeb́ı vrozené geometrické představivosti, a tud́ıž neńı ani zapotřeb́ı

nějakých hlubš́ıch geometrických znalost́ı. Většina uvedených vět je intuitivńıch a neńı

tak u každé věty uveden d̊ukaz. Velká část textu je věnována př́ıklad̊um a jejich řešeńı.

Pro jednoduchost je v závěru publikace ke každému řešenému př́ıkladu uvedeno nav́ıc

i jeho grafické zadáńı. U většiny zadáńı př́ıklad̊u je přerušovanou čarou předrýsovaná

samotná kuželosečka, a to z d̊uvodu názornosti a ověřeńı si správnosti výsledku.

Samotná Projektivńı geometrie představuje takovou geometrii, která zkoumá vlast-

nosti, které se neměńı u projektivńıch transformaćı, tedy zabývá se těmi vlastnosti, které

se zachovávaj́ı středovým promı́táńım. Studium těchto vlastnost́ı si vynutily hlavně

potřeby maĺı̌rstv́ı v 16. stolet́ı. V té době žil a také tvořil jeden z nejvýznamněǰśıch

maĺı̌r̊u a perspektivc̊u Leonardo da Vinci. Ale za zakladatele projektivńı geometrie je

považován Jean-Victor Poncelet, který připravil základy ke studiu projektivńıch vlast-

nost́ı kuželoseček, kterým je také věnována podstatná část tohoto textu.

Model pro tuto geometrii je obvykle projektivńı rovina anebo projektivńı prostor.

V této geometrii jsou definovány body a př́ımky, nikoli však úhly a vzdálenosti. Po-

jem orientovaná vzdálenost je uveden v afinńı geometrii, ale ta se na rozd́ıl od pro-

jektivńı geometrie zabývá studiem invariant̊u, které se zachovávaj́ı při rovnoběžném

promı́táńı. Dále projektivńı geometrie nerozlǐsuje vlastńı a nevlastńı body a tud́ıž neděĺı

kuželosečky podle pr̊uniku s nevlastńı př́ımkou na elipsu, parabolu a hyperbolu, ale po-

pisuje jen kuželosečku zadanou pěti podmı́nkami bez rozd́ılu. Rozděleńı kuželoseček,

tak jak je známe z konstrukčńı geometrie, je uvedeno až v afinńı geometrii, protože rov-

noběžné promı́táńı zobraźı vlastńı body na vlastńı a nevlastńı na nevlastńı, což neplat́ı

pro středové promı́táńı.

Upř́ımně děkujeme Mgr. Petru Kozákovi za tvorbu př́ıklad̊u a obrázk̊u, Bc. Janu

Mlč̊uchovi za psańı v programu LATEXa recenzent̊um RNDr. Lence Juklové, Ph.D. a

RNDr. Miloslavě Sedlářové, CSc. za jejich cenné připomı́nky.
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Seznam ikon už́ıvaných v textu

Dále jsou uvedeny ikony označuj́ıćı prvky podporuj́ıćı studenta při studiu, tj. odkazy,

otázky, úkoly, korespondenčńı úkoly apod. s vysvětlivkami:

Ćıle

Na začátku každé kapitoly naleznete konkrétně formulované ćıle. Jejich prostřed-

nictv́ım źıskáte přehled o tom, co budete po nastudováńı př́ıslušného tématického

celku umět, znát, co budete schopni dělat.

Motivace

Odstavec, v němž by mělo být vysvětleno, proč se danou problematikou v̊ubec

hodláme zabývat. Motivujte studenty k tomu, aby studovali právě tuto pasáž.

Pr̊uvodce studiem

Pasáž, v ńıž
”
zbav́ıme studenta strachu z nového učiva“, poukážeme na propo-

jenost učiva s předchoźı kapitolou, uvedeme, co již student zná z předmětu v

předchoźım ročńıku, ze SŠ, s č́ım se setkal v praxi. . .

Otázka k zamyšleńı

Měla by vás podněcovat k přemýšleńı, k úvahám, k hledáńı vlastńıho řešeńı. Je to

prostor, který vám nab́ıźım k vyjádřeńı osobńıho názoru, postoje k studované pro-

blematice. Odpovědi na tyto otázky si formulujete sami, bývaj́ı předmětem diskuśı

na prezenčńıch setkáńıch, jsou součást́ı zkoušky (často je pokládaj́ı examinátoři).

Pasáž pro zájemce

Tato část textu je určena těm z vás, kteř́ı máte zájem o hlubš́ı studium pro-

blematiky, nebo se chcete dozvědět i nějaké zaj́ımavé podrobnosti vztahuj́ıćı se

k tématu. Vše, co najdete v této pasáži, je nepovinné, tud́ıž zcela dobrovolné.

Zmı́něné informace po vás nebudou vyžadovány u zkoušky.
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Úkol

Jeho prostřednictv́ım budete vyb́ıdnuti k tomu, abyste na základě studia určité

tématiky něco vytvořili, zpracovali, konkrétně uvedli za předpokladu, že už máte

jisté znalosti. Má převážně aplikačńı charakter. Správné (možné) řešeńı najdete

k některým úkol̊um (dle obsahu, zaměřeńı) v kĺıči.

Doporučeńı

Dobrá rada, doporučeńı, něco, co student̊um
”
usnadńı“ práci, dovede je rychleji

k ćıli, pomůže vyhnout se chybám apod.

Upozorněńı

Slouž́ı pro upozorněńı na nějakou chybu, které se studenti často (a úplně zbytečně)

zejména pro nepozornost dopouštěj́ı.

Odkazy na on-line zdroje

Slouž́ı jako mı́sto pro odkazy na daľśı zdroje, které lze nalézt na internetu.

Shrnut́ı kapitoly

Tato pasáž postihuje ve stručné podobě to nejd̊uležitěǰśı, o čem konkrétńı kapitola

pojednává. Má význam pro opakováńı, aby se vám informace a kĺıčové body

prob́ırané látky lépe vybavily. Pokud zjist́ıte, že některému úseku nerozumı́te,

nebo jste jej dostatečně neprostudovali, vrat’te se k př́ıslušné pasáži v textu.

Pojmy k zapamatováńı

Na konci každé kapitoly najdete kĺıčové pojmy, které byste měli být schopni

vysvětlit. Jde o d̊uležitý terminologický aparát a jména, jež je nezbytné znát.

Po prvńım prostudováńı kapitoly si je zkuste sami pro sebe objasnit, vracejte se

k nim i při daľśım čteńı a opakováńı dokud si je dostatečně nezafixujete v paměti.

Kontrolńı otázky

Prověřuj́ı, do jaké mı́ry jste učivo pochopili, zapamatovali si podstatné informace a

zda je umı́te aplikovat. Najdete je na konci každé kapitoly. Jejich prostřednictv́ım

zjist́ıte, jestli jste splnili formulované ćıle. Jsou velmi d̊uležité, věnujte jim proto

náležitou pozornost. Odpovědi na ně můžete naj́ıt ve v́ıce či méně skryté formě

př́ımo v textu.
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Úlohy k procvičeńı

Tyto pasáže maj́ı za úkol učivo procvičit, zopakovat, upevnit. Pomáhaj́ı vám

fixovat poznatky.

Kĺıč

Obsahuje patřičné odpovědi a možná řešeńı k úkol̊um. Můžete si zkontrolovat

správnost své odpovědi na konkrétńı (ale ne na každý) úkol.

Literatura

V této části najdete přehled všech zdroj̊u a literatury, ze které jsem čerpala při

zpracováváńı textu. Tento seznam slouž́ı také jako zdroj informaćı pro zájemce o

daľśı podrobněǰśı studium a doplněńı poznatk̊u.
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Kapitola 1

Základńı pojmy projektivńı

geometrie

Projektivńı geometrie se zabývá pojmy, které se promı́táńım (rovnoběžným, stře-

dovým) neměńı.

Nezbytnou součást́ı studia deskriptivńı geometrie je znalost projektivńı geometrie.

Seznámı́me se se základńımi pojmy projektivńı geometrie tak, abychom je mohli

použ́ıt při studiu deskriptivńı geometrie. Základńı pojmy si osvoj́ıme tak, abychom

je mohli použ́ıvat při projektivńım zavedeńı kuželoseček a aplikovat je při řešeńı

úloh o kuželosečkách.

Nezbytnou součást́ı studia deskriptivńı geometrie je znalost projektivńı geometrie.

Seznámı́me se se základńımi pojmy projektivńı geometrie tak, abychom je mohli

použ́ıt při studiu deskriptivńı geometrie. Základńı pojmy si osvoj́ıme tak, abychom

je mohli použ́ıvat při projektivńım zavedeńı kuželoseček a aplikovat je při řešeńı

úloh o kuželosečkách.

1.1 Incidence

Věta 1.1.1 Jsou-li dva útvary navzájem incidentńı, pak také jejich pr̊uměty jsou

incidentńı. Stručně: incidence se promı́táńım zachovává.
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1.2 Afinńı roviny

Definice 1.2.1 Afinńı rovina je uspořádaná dvojice množin (B,P), kde B je ne-

prázdná množina prvk̊u, P je systém jistých podmnožin množiny B a jsou splněny

axiomy A1, A2, A3.

A1 ∀X, Y ∈ B, X 6= Y, ∃!p ∈ P : X, Y ∈ p

A2 ∀X ∈ B,∀p ∈ P ,∃!q ∈ P : X ∈ q ∧ q‖p

A3 Existuj́ı tři nekolineárńı body.

Prvky z množiny B nazýváme body. Prvky z množiny P nazýváme př́ımkami. Afinńı

rovinu budeme značit α = (B,P). Dvě př́ımky p, q, které nemaj́ı žádný společný bod

nebo splývaj́ı, nazýváme rovnoběžkami a znač́ıme p‖q. Dvě př́ımky, které maj́ı právě

jeden společný bod, budeme nazývat r̊uznoběžkami.

Uved’te př́ıklady afinńıch rovin.

i) Eukleidovská rovina.

ii) Necht’ množina B obsahuje čtyři prvky a P obsahuje všechny dvouprvkové

podmnožiny množiny B. Potom α = (B,P) je čtyřbodová afinńı rovina.

Pokuste se ji znázornit.

iii) Necht’ množina B obsahuje devět prvk̊u a P jsou tř́ıprvkové podmnožiny

množiny B. Potom α = (B,P) je dev́ıtibodová afinńı rovina. Pokuste se ji

znázornit.

Z této definice je možné odvodit řadu vlastnost́ı afinńı roviny. Např́ıklad že rov-

noběžnost př́ımek v afinńı rovině je relace ekvivalence nebo že každé dvě r̊uzné př́ımky

maj́ı nejvýše jeden společný bod.

Věta 1.2.1 Každá př́ımka v afinńı rovině obsahuje alespoň dva r̊uzné body.

Jelikož je z axiomů zajǐstěna jak existence alespoň jednoho páru r̊uznoběžek, tak

i jednoho páru rovnoběžek, mohou mı́t dvě r̊uzné př́ımky v afinńı rovině právě jeden

nebo žádný společný bod. Tato vlastnost bude d̊uležitá zejména při porovnáváńı afinńı a

projektivńı roviny. Při studiu vzájemných vztah̊u afinńı a projektivńı roviny využijeme

také následuj́ıćıch pojmů.
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Definice 1.2.2 Svazek rovnoběžek v afinńı rovině je množina všech př́ımek rov-

noběžných s danou př́ımkou p afinńı roviny. Znač́ıme [ p ].

Definice 1.2.3 Svazek př́ımek v afinńı rovině je množina všech př́ımek procházej́ıćıch

daným bodem P afinńı roviny. Bod P nazýváme středem svazku a svazek znač́ıme

[ P ].

Věta 1.2.2 V každé afinńı rovině existuj́ı alespoň tři r̊uzné svazky rovnoběžek a tři

r̊uzné svazky př́ımek.

Z definice afinńı roviny lze dále odvodit, že každá afinńı rovina obsahuje alespoň

čtyři body, které jsou po třech nekolineárńı. Nav́ıc lze ukázat, že existuje afinńı ro-

vina, která obsahuje právě čtyři body. Vedle konečných afinńıch rovin, kterými se dále

nebudeme zabývat, existuj́ı také nekonečné afinńı roviny. Př́ıkladem nekonečné afinńı

roviny je eukleidovská rovina, jelikož splňuje všechny axiomy afinńı roviny. Při hlubš́ım

studiu zjǐst’ujeme, že afinńı geometrie pracuje s vlastnostmi, které se zachovávaj́ı při

rovnoběžném promı́táńı.

1.3 Projektivńı roviny

Oproti tomu projektivńı geometrie studuje vlastnosti, které se zachovávaj́ı středovým

promı́táńım, a celá teorie je vybudována na předpokladu, že každé dvě r̊uzné př́ımky

v téže rovině maj́ı společný právě jeden bod. Při studiu projektivńı geometrie opět

vyjdeme z axiomů a základńıch pojmů.

Definice 1.3.1 Projektivńı rovina je uspořádaná dvojice množin (B,P), kde B
je neprázdná množina prvk̊u, P je systém jistých podmnožin množiny B a jsou

splněny axiomy P1, P2, P3.

P1 ∀X, Y ∈ B, X 6= Y, ∃!p ∈ P : X, Y ∈ p

P1 ∀p, q ∈ P , p 6= q,∃!X ∈ B : X ∈ p ∧X ∈ q

P1 Existuj́ı čtyři body po třech nekolineárńı.

Prvky z množiny B opět nazýváme body a prvky z množiny P př́ımkami. Projektivńı

rovinu budeme značit π = (B,P).
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Uved’te př́ıklady projektivńıch rovin.

i) Necht’ B obsahuje sedm prvk̊u a P obsahuje všechny tř́ıprvkové podmnožiny

množiny B. Potom π = (B,P) je sedmibodová projektivńı rovina. Pokuste

se ji znázornit. (Tuto projektivńı rovinu lze źıskat také tzv. projektivńım

rozš́ı̌reńım afinńı roviny, viz kapitola 1.4)

ii) V trojrozměrném euklidovském prostoru E3 je dán pevný bod 0. Množiny

B,P zvolme takto: B je množina všech př́ımek v E3, které procházej́ı bodem

O, přičemž každou rovinu chápeme jako množinu př́ımek, které v ńı lež́ı a

procházej́ı bodem O. Dvojice π = (B,P) splňuje všechny axiomy projektivńı

roviny, je tedy modelem projektivńı roviny.

iii) Rozš́ı̌rená euklidovská rovina je rovněž př́ıkladem projektivńı roviny.

Axiom P2 vylučuje existenci př́ımek, které by neměly žádný společný bod. V projek-

tivńı rovině tedy obecně nezavád́ıme pojmy rovnoběžnost a svazek rovnoběžek. Oproti

tomu pojem svazek př́ımek lze zavést analogicky jako v př́ıpadě afinńı roviny.

Definice 1.3.2 Svazek př́ımek o středu P v projektivńı rovině π je množina všech

př́ımek p ⊂ π procházej́ıćıch daným bodem P . Znač́ıme P (a, b, c, . . .) nebo [ P ].

V následuj́ıćıch větách uvedeme některé vlastnosti projektivńıch rovin.

Věta 1.3.1 Každá př́ımka v projektivńı rovině obsahuje alespoň tři r̊uzné body.

Věta 1.3.2 V projektivńı rovině existuj́ı alespoň čtyři př́ımky, z nichž žádné tři ne-

procházej́ı týmž bodem.

Věta 1.3.3 V projektivńı rovině ke každým dvěma r̊uzným př́ımkám p, q existuje bod

R, který nelež́ı na žádné z nich.

Stejně jako v př́ıpadě afinńı roviny existuj́ı konečné i nekonečné projektivńı roviny.

Nejmenš́ı konečná projektivńı rovina obsahuje právě sedm bod̊u. Dále se opět zaměř́ıme

pouze na nekonečné projektivńı roviny.

1.4 Vztahy mezi afinńımi a projektivńımi rovinami

Mezi afinńı a projektivńı rovinou lze nalézt vzájemný vztah, kdy každou afinńı

rovinu můžeme rozš́ı̌rit na rovinu projektivńı a naopak z každé projektivńı roviny
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vytvořit rovinu afinńı. K tomu účelu definujeme nevlastńı prvky1 afinńı roviny a

následně uvedeme věty, které tento vzájemný vztah popisuj́ı.

Definice 1.4.1 Necht’ α je afinńı rovina a p je libovolná př́ımka z této roviny. Svazek

rovnoběžek [ p ] budeme nazývat nevlastńım bodem př́ımky p. Znač́ıme P∞ = [ p ].

Množinu všech nevlastńıch bod̊u roviny α budeme nazývat nevlastńı př́ımkou afinńı

roviny α a označ́ıme ji n∞ . Ostatńı body a př́ımky nazýváme vlastńımi.

Věta 1.4.1 Necht’ α = (B,P) je afinńı rovina. Necht’ B je množina obsahuj́ıćı

všechny vlastńı i nevlastńı body roviny α. A necht’ P obsahuje nevlastńı př́ımku roviny

α a všechny př́ımky z množiny P doplněné o př́ıslušné nevlastńı body. Potom α =(
B,P

)
je projektivńı rovina, která se nazývá projektivńım rozš́ıřeńım afinńı roviny

α.

Věta 1.4.2 Necht’ π = (B,P) je projektivńı rovina a n ⊂ π je libovolná pevně

zvolená př́ımka. Položme Bn = B\{n}, Pn = {p = pr{p∩n}, p ∈ P , p 6= n}. Potom

π =
(
Bn,Pn

)
je afinńı rovina, která byla vytvořena restrikćı projektivńı roviny π.

Eukleidovská rovina je afinńı rovinou, lze ji tedy také projektivně rozš́ı̌rit. Dosta-

neme tzv. rozš́ıřenou eukleidovskou rovinu E2. Směry v této rovině považujeme za

nevlastńı body a množinu všech nevlastńı bod̊u za nevlastńı př́ımku. T́ım dostáváme

projektivńı rovinu, ve které je nav́ıc pro vlastńı prvky definována metrika.

1.5 Dělićı poměr a dvojpoměr

K zavedeńı daľśıho pojmu, se kterým pracujeme v projektivńı geometrii, muśıme mı́t

definovánu vzdálenost bod̊u. Budeme tedy pracovat v rozš́ı̌rené eukleidovské rovině.

Jelikož jsme však každou př́ımku eukleidovské roviny rozš́ı̌rili o nevlastńı bod, muśıme

rozš́ı̌rit také množinu reálných č́ısel R o jeden prvek {∞} a definovat pro tento prvek

početńı operace. Označme R = R ∪ {∞}.
∀a ∈ R, a 6= 0,∞ : a+∞ =∞ ; ∀a ∈ Rr {0} : a · ∞ =∞, a :∞ = 0, a : 0 =∞

Nedefinujeme: ∞±∞, ∞∞ ,
∞
0
, 0
∞ , . . .

1Nevlastńı body a nevlastńı př́ımku zavedl francouzský matematik Girard Desargues roku 1639.
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Definice 1.5.1 Vzdálenost bod̊u A, B př́ımky p měřená od bodu A k bodu B

se nazývá orientovaná vzdálenost a znač́ıme ji |
−→
AB|. Je-li A = B, pak |

−→
AB| = 0.

Je-li právě jeden z bod̊u A,B nevlastńı, pak |
−→
AB| = |

−→
BA| =∞.

Tato orientovaná délka úsečky je zřejmě č́ıslo a toto č́ıslo zvoĺıme kladné nebo

záporné podle tohoto předpisu.

Je-li smysl od bodu A k bodu B kladný, je |
−→
AB| > 0.

Je-li smysl od bodu A k bodu B záporný, je |
−→
AB| < 0.

Jestliže A = B, potom je |
−→
AB| = 0.

Zřejmě plat́ı |
−→
AB| = −|

−→
BA|.

Každou př́ımku p může bod A prob́ıhat ve dvou vzájemně opačných smyslech,

jeden z nich nazveme kladným a druhý záporným.

Podobně, jsou-li A,B,C tři libovolné body na př́ımce, plat́ı |
−→
AB|+ |

−−→
BC|+ |

−→
CA| = 0.

Necht’ D je čtvrtý bod na zvolené př́ımce a vynásob́ıme-li předchoźı vztah vztah č́ıslem

|
−−→
AD| dostaneme |

−→
AB||

−−→
AD| + |

−−→
BC||

−−→
AD| + |

−→
CA||

−−→
AD| = 0. Za |

−−→
AD| dosad́ıme |

−−→
AD| =

|
−→
AB|+ |

−−→
BD| = |

−→
AC|+ |

−−→
CD|, tak dostaneme

|
−→
AB| ·

(
|
−→
AC|+ |

−−→
CD|

)
+ |
−−→
BC| · |

−−→
AD| − |

−→
AC| ·

(
|
−→
AB|+ |

−−→
BD|

)
= 0

odkud po úpravě vycháźı |
−−→
BC||

−−→
AD|+ |

−→
CA||

−−→
BD|+ |

−→
AB||

−−→
CD| = 0.

Definice 1.5.2 Necht’ A, B jsou dva r̊uzné vlastńı body př́ımky p a bod C je li-

bovolný bod téže př́ımky p. Je-li bod C vlastńı, potom označme λC = |
−→
AC| : |

−−→
BC|.

Je-li C bod nevlastńı, je λC = 1. Č́ıslo λC ∈ R potom nazýváme dělićı poměr bodu

C vzhledem k bod̊um A, B. Znač́ıme λC = (ABC).

Máme-li na př́ımce p pevně dány dva r̊uzné vlastńı body A,B, pak každému

bodu C př́ımky p je jednoznačně přǐrazena jediná hodnota děĺıćıho poměru λC . A

obráceně každé hodnotě λC ∈ R je jednoznačně přǐrazen právě jeden bod C tak,

že λC = (ABC). Pro A = C, resp. B = C, dostáváme λC = 0, resp. λC = ∞.

Je-li bod C středem úsečky AB, pak λC = −1.
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1. (ABC) = λ

2. (BAC) = |
−−→
BC|
|
−→
AC|

= 1
λ

3. (ACB) == |
−→
AB|
|
−−→
CB|

= |
−→
AC|+|

−−→
CB|

−|
−−→
BC|

= 1− λ

4. (CAB) == |
−−→
CB|
|
−→
AB|

= 1
1−λ

5. (BCA) == |
−→
BA|
|
−→
CA|

= 1− (BAC) = λ−1
λ

6. (CBA) == 1
(BCA)

= λ
λ−1

Orientovaná vzdálenost ani dělićı poměr se při středovém promı́táńı nezachovávaj́ı

a tud́ıž nejsou předmětem studia projektivńı geometrie. Dělićı poměr se však zachovává

rovnoběžným promı́táńım a je tedy pojmem afinńı geometrie.

Definice 1.5.3 Necht’ A, B, C, D jsou čtyři navzájem r̊uzné body př́ımky p, přičemž

body A, B jsou vlastńı. Potom poměr µ = λC : λD, kde λC a λD jsou dělićı poměry

bod̊u C, D vzhledem k bod̊um A, B, se nazývá dvojpoměr bod̊u A, B, C, D v tomto

pořad́ı a znač́ı se µ = (ABCD).

Pro nevlastńı bod C∞ , resp. D∞ , dostáváme užit́ım definice orientované vzdálenosti

a definice dělićıho poměru následuj́ıćı rovnosti.

µ = (ABC∞D) = (ABC∞ ) : (ABD) = 1 :
|
−−→
AD|
|
−−→
BD|

=
|
−−→
BD|
|
−−→
AD|

= (BAD)

µ = (ABCD∞ ) = (ABC) : (ABD∞ ) =
|
−→
AC|
|
−−→
BC|

: 1 =
|
−→
AC|
|
−−→
BC|

= (ABC)

Následuj́ıćı věta uvád́ı některé daľśı vlastnosti dvojpoměru, které lze odvodit př́ımo

z jeho definice, z definice dělićıho poměru a vlastnost́ı orientované vzdálenosti.

Věta 1.5.1 Necht’ A, B, C, D jsou čtyři navzájem r̊uzné vlastńı body př́ımky p,

pak plat́ı (ABCD) = (CDAB), (ABCD) = (BADC), (ABCD) = 1 : (ABDC),

1− (ABCD) = (ACBD).

D̊ukaz:

(ABCD) =
|
−→
AC|
|
−−→
BC|

:
|
−−→
AD|
|
−−→
BD|

=
−|
−→
CA|

−|
−−→
CB|

:
−|
−−→
DA|

−|
−−→
DB|

=
|
−→
CA|
|
−−→
DA|

:
|
−−→
CB|
|
−−→
DB|

= (CDAB)

(ABCD) =
|
−→
AC|
|
−−→
BC|

:
|
−−→
AD|
|
−−→
BD|

=

[
|
−−→
BC|
|
−→
AC|

]−1
· |
−−→
BD|
|
−−→
AD|

=
|
−−→
BD|
|
−−→
AD|

:
|
−−→
BC|
|
−→
AC|

= (BADC)
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(ABCD) =
(ABC)

(ABD)
=

[
(ABD)

(ABC)

]−1
= 1 :

(ABD)

(ABC)
= 1 : (ABDC)

1− (ABCD) = 1− |
−→
AC|
|
−−→
BC|

:
|
−−→
AD|
|
−−→
BD|

=
|
−−→
BC| · |

−−→
AD| − |

−→
AC| · |

−−→
BD|

|
−−→
BC| · |

−−→
AD|

=
−|
−→
AB| · |

−−→
CD|

|
−−→
BC| · |

−−→
AD|

=

=
|
−→
AB|
|
−−→
CB|

:
|
−−→
AD|
|
−−→
CD|

= (ACBD)

�

Tato věta plat́ı pouze pro body vlastńı, jelikož v definici dvojpoměru vyžadujeme,

aby body A a B byly vlastńı. Definici dvojpoměru však můžeme rozš́ı̌rit i pro body

nevlastńı a t́ım rozš́ı̌rit i danou větu pro body nevlastńı.

Definice 1.5.4 Necht’ A, B, C, D jsou navzájem r̊uzné body vlastńı př́ımky p.

Jestliže některý z bod̊u A, B je nevlastńı, pak dvojpoměr těchto bod̊u definujeme

vztahem

(ABCD) = (CDAB).

Máme tedy definován dvojpoměr pro každou čtveřici navzájem r̊uzných bod̊u lež́ıćıch

na vlastńı př́ımce. Pro každou takovouto čtveřici bod̊u existuje maximálně šest r̊uzných

hodnot dvojpoměr̊u, kterých mohou nabývat v závislosti na jejich uspořádáńı. Přičemž

dvojpoměr čtyř r̊uzných bod̊u může nabývat všech reálných hodnot kromě 0 a 1.

1. (ABCD) = (CDAB) = (BADC) = (DCBA) = µ

2. (ABDC) = (DCAB) = (BACD) = (CDBA) =
1

µ

3. (ACBD) = (BDAC) = (CADB) = (DBCA) = 1− µ

4. (ADBC) = (BCAD) = (DACB) = (CBDA) =
µ− 1

µ

5. (ACDB) = (DBAC) = (CABD) = (BDCA) =
1

1− µ

6. (ADCB) = (CBAD) = (DABC) = (BCDA) =
µ

µ− 1
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Definici dvojpoměru lze rozš́ı̌rit, aby zahrnovala i př́ıpad, kdy dva vlastńı body z

daných čtyř bod̊u splynou. Jsou-li body A,B,C tři navzájem r̊uzné vlastńı body,

můžeme definovat (ABCD) = ∞ pro A = D, (ABCD) = 0 pro B = D a

(ABCD) = 1 pro C = D. Pro takto definovaný dvojpoměr a pro pevně zvolené

r̊uzné vlastńı body A,B,C př́ımky p je každému bodu př́ımky p přǐrazena jediná

hodnota dvojpoměru µ ∈ R. A obráceně ke každé hodnotě µ ∈ R lze sestrojit

jediný bod D př́ımky p takový, že µ = (ABCD).

Podle znaménka dvojpoměru můžeme rozlǐsovat vzájemnou polohu čtyř r̊uzných

bod̊u na př́ımce. Je-li hodnota dvojpoměru (ABCD) záporná, ř́ıkáme, že se dvojice

bod̊u A,B a C,D odděluj́ı. Je-li (ABCD) > 0, ř́ıkáme, že se neodděluj́ı2.

V projektivńı rovině je př́ımka uzavřená křivka.

V př́ıpadě, kdy dvojpoměr nabývá některé z hodnot {−1, 1
2
, 2} dostáváme mı́sto

šesti r̊uzných hodnot dvojpoměr̊u hodnoty pouze tři. Dvojpoměr µ = −1 má zvláštńı

význam v teorii kuželoseček, a proto si uvedeme některé jeho vlastnosti, které plynou

z vlastnost́ı dvojpoměru.

Definice 1.5.5 Je-li (ABCD) = −1 ř́ıkáme, že body A,B,C,D tvoř́ı harmonickou

čtveřici nebo že body C, D jsou harmonicky sdruženy s body A, B nebo že bod D

je harmonicky sdružen s bodem C vzhledem k bod̊um A, B nebo že bod D je čtvrtý

harmonický k bod̊um A, B, C.

Věta 1.5.2 Jsou-li body C, D harmonicky sdruženy vzhledem k bod̊um A, B, pak

jsou také body A, B harmonicky sdruženy vzhledem k bod̊um C, D.

Věta 1.5.3 Jsou-li body C, D harmonicky sdruženy vzhledem k bod̊um A, B, pak

jsou také body D, C harmonicky sdruženy vzhledem k bod̊um A, B i k B, A.

Zat́ım nemáme definován dvojpoměr pro čtveřici nevlastńıch bod̊u. K tomu potřebu-

jeme následuj́ıćı větu, která nav́ıc ř́ıká, že dvojpoměr je pojmem projektivńı geometrie.

Dělićı poměr, dvojpoměr, nevlastńı bod, nevlastńı př́ımka, harmonická čtveřice.

2Dvojice bod̊u A,B a C,D na př́ımce se odděluj́ı, jestliže mezi body A,B lež́ı právě jeden z bod̊u

C,D.
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1.6 Pappova věta a jej́ı d̊usledky

Nejd̊uležitěǰśı vlastnost dvojpoměru znal už Pappos z Alexandrie.

Věta 1.6.1 (Pappova) Dvojpoměr se středovým promı́táńım neměńı.

Uvedené věty využ́ıváme ke konstrukci:

Konstrukce 1.6.1 Na př́ımce p jsou dány tři r̊uzné body A,B,C. Sestrojte bod D

tak, aby (ABCD) = µ, kde µ je dané reálné č́ıslo.

Obr. 1.6.1

Postup (Obr.1.6.1): Bodem C vedeme př́ımku p′, (p′ 6= p). Polož́ıme C = C ′ a na

př́ımce p′ najdeme body A′, B′ tak, aby (A′B′C ′) = µ, S = AA′∩BB′. Pr̊useč́ık př́ımky,

která je rovnoběžná s př́ımkou p′ a procháźı bodem S, s př́ımkou p je hledaný bod D.

Jestliže C = C ′ a nevlastńı bod př́ımky p′ označ́ıme jako D′∞, pak podle Věty 1.5.1

plat́ı (ABCD) = (A′B′C ′D′∞).

Cvičeńı:

Na př́ımce p jsou dány tři r̊uzné bodyA,B,C. Sestrojte bodD tak, aby (ABCD) =

−1

Pappova věta umožňuje zavést dvojpoměr čtyř př́ımek procházej́ıćıch jedńım bodem.

Pomoćı dvojpoměru př́ımek poté definujeme dvojpoměr čtyř nevlastńıch bod̊u.
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Definice 1.6.1 Necht’ a, b, c, d jsou čtyři navzájem r̊uzné př́ımky projektivńı roviny,

které procházej́ı bodem S. Dvojpoměr př́ımek (abcd) definujeme jako dvojpoměr

čtyř bod̊u A, B, C, D, které jsou pr̊useč́ıky libovolné vlastńı př́ımky p neprocházej́ıćı

bodem S s př́ımkami a, b, c, d.

Definice 1.6.2 Je-li (abcd) = −1 ř́ıkáme, že př́ımky a, b, c, d tvoř́ı harmonickou

čtveřici nebo že c, d jsou harmonicky sdruženy s př́ımkami a, b nebo že př́ımka d

je harmonicky sdružena s př́ımkou c vzhledem k př́ımkám a, b nebo že př́ımka d

je čtvrtá harmonická k př́ımkám a, b, c.

Definice 1.6.3 Necht’ A∞ , B∞ , C∞ , D∞ jsou čtyři navzájem r̊uzné nevlastńı body

projektivńı roviny. Dvojpoměr (A∞B∞C∞D∞ ) těchto bod̊u definujeme jako dvoj-

poměr př́ımek (abcd), kde a = SA∞ , b = SB∞ , c = SC∞ , d = SD∞ a bod S je

libovolný vlastńı bod projektivńı roviny.

V čem spoč́ıvá význam Pappovy věty?

1.7 Princip duality

Při podrobněǰśım studiu projektivńı geometrie lze mezi určitými páry vět této teorie

nalézt vzájemný vztah, tzv. princip duality3.

Následuj́ıćı věta tento vztah popisuje.

Věta 1.7.1 Z každé věty V plynoućı v projektivńı rovinné geometrii z axiom̊u P1,

P2, P3 dostaneme novou platnou větu V ∗, tzv. duálńı větu, zaměńıme-li pojmy bod

a př́ımka, procháźı bodem a lež́ı na př́ımce, protneme a spoj́ıme, kolineárńı a prochá-

zej́ıćı jedńım bodem.

Obsahuje-li nějaká věta projektivńı geometrie pouze pojmy, ke kterým lze vytvořit

pojmy duálńı, je možné k této větě vyslovit větu duálńı, kterou již neńı třeba dokazovat.

Př́ıpadný d̊ukaz by prob́ıhal duálně k d̊ukazu věty p̊uvodńı.

Platnost principu duality v projektivńı rovinné geometrii lze zd̊uvodnit volbou

axiomů této teorie. Aplikujeme-li princip duality na axiomy P1, P2 a P3, dostaneme

duálńı axiomy P1∗, P2∗ a P3∗.

3Princip duality objevil francouzský matematik Jean-Victor Poncelet v roce 1822.

21



P1∗ ∀p, q ∈ P , p 6= q,∃!X ∈ B : X ∈ p ∧X ∈ q

P2∗ ∀X, Y ∈ B, X 6= Y, ∃!p ∈ P : X, Y ∈ p

P3∗ Existuj́ı čtyři př́ımky, z nichž žádné tři neprocháźı týmž bodem.

Z těchto duálńıch axiomů lze vybudovat tutéž teorii projektivńı rovinné geometrie,

která se bude lǐsit jen formálně. Konkrétně axiom P3 bude v této teorii větou a naopak

axiom P3∗ je větou v naš́ı teorii. Při porovnáńı obou systémů axiomů je vidět, že axiom

P1 je totožný s axiomem P2∗ a axiom P2 je totožný s axiomem P1∗. Tato vlastnost

axiomů nám dovoluje zavést princip duality.

V afinńı rovinné geometrii princip duality neplat́ı, jelikož k axiomu A1 neexistuje

axiom duálńı. V teorii afinńı rovinné geometrie bychom museli nalézt větu, která by

ř́ıkala, že každé dvě př́ımky maj́ı společný právě jeden bod, což je v rozporu v axiomem

A2. Dále také nelze dualizovat metrické pojmy afinńı geometrie.

Každá věta dokazatelná z jednoho systému axiomů je v duálńım zněńı dokazatelná

z duálńıho systému axiomů.

Dualizujte věty, které plat́ı pro projektivńı roviny.

22



1.8 Roviny desarguesovské, pappovské a fanovské

K axiomům z definice projektivńı roviny je možné přidat daľśı axiomy a definovat tak

projektivńı roviny s r̊uznými vlastnostmi.

P4 Jsou-li A,B,C ∈ π, A′, B′, C ′ ∈ π dvě trojice navzájem r̊uzných bod̊u projektivńı

roviny takové, že O = AA′∩BB′∩CC ′, pak body P = AB∩A′B′, Q = AC∩A′C ′

a R = BC ∩B′C ′ jsou kolineárńı (Obr. 1.8.1).

Definice 1.8.1 Projektivńı rovina, pro kterou plat́ı Desargues̊uv axiom P4, se nazývá

desarguesovská.

Obr. 1.8.1

V projektivńı rovině je nutné tuto vlastnost zajistit axiomaticky. V projektivńım

prostoru ji však lze dokázat ze základńıch axiomů, jelikož k jej́ımu d̊ukazu je třeba

využ́ıt prostorových vlastnost́ı, které v projektivńı rovině nejsou k dispozici.

P5 Jsou-li p, p′ ⊂ π dvě navzájem r̊uzné př́ımky projektivńı roviny, A,B,C ∈ p

a A′, B′, C ′ ∈ p′ jsou navzájem r̊uzné body a r̊uzné od pr̊useč́ıku p ∩ p′, pak body

P = AB′ ∩ A′B, Q = AC ′ ∩ A′C a R = BC ′ ∩B′C jsou kolineárńı (Obr. 1.8.2).

Obr. 1.8.2
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Definice 1.8.2 Projektivńı rovina, pro kterou plat́ı Papp̊uv axiom P5, se nazývá

pappovská.

Mezi rovinami desarguesovskými a pappovskými existuje vzájemný vztah. Každá

rovina pappovská je také rovinou desarguesovskou. Existuj́ı však roviny, které jsou

desarguesovské, ale nejsou pappovské. Před vysloveńım daľśıho axiomu a axiomu

k němu duálńıho uvedeme definice dvou navzájem duálńıch pojmů, kterých se

tyto axiomy týkaj́ı a se kterými budeme nadále pracovat.

Definice 1.8.3 Množina {A,B,C,D} ⊂ π čtyř bod̊u projektivńı roviny, z nichž

žádné tři nejsou kolineárńı, se nazývá úplný čtyřroh. Body A,B,C,D se nazývaj́ı vr-

choly úplného čtyřrohu, př́ımky spojuj́ıćı vrcholy se nazývaj́ı strany úplného čtyřrohu.

Dvojice př́ımek AB a CD, AC a BD, AD a BC se nazývaj́ı protěǰśı strany úplného

čtyřrohu. Body E = AB∩CD, F = AC∩BD a G = AD∩BC se nazývaj́ı diagonálńı

body úplného čtyřrohu a tvoř́ı tzv. diagonálńı trojúhelńık (Obr. 1.8.3).

Obr. 1.8.3

Definice 1.8.3∗ Množina {a, b, c, d} ⊂ π čtyř př́ımek projektivńı roviny, z nichž

žádné tři neprocházej́ı týmž bodem, se nazývá úplný čtyřstran. Př́ımky a, b, c, d se

nazývaj́ı strany úplného čtyřstranu, pr̊useč́ıky dvou stran se nazývaj́ı vrcholy úplného

čtyřstranu. Body a∩ b a c∩ d, a∩ c a b∩ d, a∩ d a b∩ c se nazývaj́ı protěǰśı vrcholy

úplného čtyřstranu, př́ımky e, f, g spojuj́ıćı protěǰśı vrcholy se nazývaj́ı diagonálńı

př́ımky a tvoř́ı tzv. diagonálńı trojúhelńık (Obr. 1.8.4).

P6 Diagonálńı body E,F,G žádného úplného čtyřrohu obsaženého v projektivńı ro-

vině π nejsou kolineárńı.
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P6∗ Diagonálńı př́ımky e, f, g žádného úplného čtyřstranu obsaženého v projektivńı

rovině π neprocházej́ı týmž bodem.

Definice 1.8.4 Projektivńı rovina, která nesplňuje Fan̊uv axiom P6, se nazývá fa-

novská. V opačném př́ıpadě se nazývá antifanovská.

Obr. 1.8.4

K Desarguesovu a Pappovu axiom je také možné vyslovit axiomy duálńı. Přičemž

splňuje-li projektivńı rovina axiom Desargues̊uv, resp. Papp̊uv, resp. Fan̊uv, pak v ńı plat́ı

i axiom duálńı.

Již dř́ıve jsme ukázali, že rozš́ı̌rená eukleidovská rovina je projektivńı rovinou.

Zaj́ımá nás tedy, zda splňuje i některý z právě uvedených axiomů. Lze dokázat, že

rozš́ı̌rená eukleidovská rovina je pappovská a antifanovská projektivńı rovina. Splňuje

tedy všechny uvedené axiomy.

Úplný čtyřroh, úplný čtyřstran.

1.9 Harmonické vlastnosti úplného čtyřrohu a čtyř-

stranu

V projektivńı geometrii často řeš́ıme úlohu, kdy ke třem prvk̊um, bod̊um či

př́ımkám, máme nalézt čtvrtý harmonický prvek. Existuje několik r̊uzných kon-

strukćı, jak čtvrtý harmonický prvek sestrojit. Některé z těchto konstrukćı jsou

založeny na metrice a jiné jsou čistě projektivńı. Dř́ıve než ukážeme, jak danou

úlohu řešit projektivńımi prostředky, uvedeme několik vlastnost́ı úplného čtyřrohu

a úplného čtyřstranu, které při řešeńı využijeme.
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Věta 1.9.1 Na každé straně úplného čtyřrohu tvoř́ı dva vrcholy, diagonálńı bod

a pr̊useč́ık jeho protěǰśı diagonály se stranou harmonickou čtveřici bod̊u (Obr. 1.9.1).

Věta 1.9.1∗ V každém vrcholu úplného čtyřstranu tvoř́ı dvě strany, diagonálńı př́ımka

a spojnice jej́ıho protěǰśıho diagonálńıho bodu s vrcholem harmonickou čtveřici př́ımek

(Obr.1.9.2).

Obr. 1.9.1

Obr. 1.9.2

Věta 1.9.2 Dvojice protilehlých stran úplného čtyřrohu děĺı harmonicky dvojici di-

agonál procházej́ıćıch pr̊useč́ıkem těchto stran.

Věta 1.9.2∗ Dvojice protěǰśıch vrchol̊u úplného čtyřstranu děĺı harmonicky dvojici

diagonálńıch bod̊u lež́ıćıch na spojnici těchto vrchol̊u.

26



Věta 1.9.3 Na diagonále úplného čtyřrohu tvoř́ı harmonickou čtveřici dva diagonálńı

body a dva pr̊useč́ıky této diagonály s dvojićı protěǰśıch stran procházej́ıćıch třet́ım

diagonálńım bodem.

Věta 1.9.3∗ V diagonálńım bodě úplného čtyřstranu tvoř́ı harmonickou čtveřici dvě

diagonálńı př́ımky a dvě spojnice tohoto diagonálńıho bodu s protěǰśımi vrcholy lež́ıćımi

na třet́ı diagonálńı př́ımce.

Těchto uvedených vlastnost́ı lze využ́ıt k ryze projektivńı konstrukci čtvrtého har-

monického bodu.

Konstrukce 1.9.1 Jsou dány tři kolineárńı vlastńı body A, B, C. Sestrojte bod D

tak, aby (ABCD) = −1.

Obr. 1.9.3

Postup (Obr. 1.9.3): Bodem C vedeme př́ımku c, bodem A př́ımky a, a′ a bodem B

př́ımky b, b′ tak, aby a ∩ b ∈ c a a′ ∩ b′ ∈ c. Body a ∩ b′ a a′ ∩ b určuj́ı př́ımku d,

na které lež́ı hledaný bod D (věta 1.9.1). Nebot’ jsme tak sestrojili úplný čtyřroh, ve

kterém jsou body A,B jeho vrcholy, bod C je diagonálńım bodem na straně AB a bod

D je pr̊useč́ıkem diagonály se stranou AB.

Konstrukce 1.9.1∗ Jsou dány tři vlastńı př́ımky a, b, c, které procházej́ı bodem S.

Sestrojte př́ımku d tak, aby (abcd) = −1.
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Obr. 1.9.4

Postup (Obr. 1.9.4): Na př́ımce a zvoĺıme dva body A,A′ a na př́ımce c zvoĺıme bod

C. Př́ımky AC a A′C protnou př́ımku b v bodech B,B′. Hledaná př́ımka d je určena

bodem S a bodem D, kde D = AB′ ∩ A′B.

Konstrukce 1.9.2 Jsou dány tři kolineárńı vlastńı body A, B, C. Sestrojte bod D

tak, aby (ABCD) = −1.

Postup (Obr. 1.9.5): Body A,B,C vedeme př́ımky a, b, c. Př́ımka c protne př́ımky a, b v

bodech A′, B′. Bod D je pr̊useč́ıkem př́ımek p∩ d, kde př́ımka d je určena jako spojnice

bod̊u (a ∩ b) a (AB′ ∩ A′B).

Obr. 1.9.5

Konstrukce 1.9.2∗ Jsou dány tři vlastńı př́ımky a, b, c, které procházej́ı bodem S.

Sestrojte př́ımku d tak, aby (abcd) = −1.

Postup (Obr. 1.9.6): Na př́ımkách a, b, c zvoĺıme body A,B,C. Spojnice AC protne

př́ımku b v bodě B′, spojnice BC protne př́ımku a v bodě A′. Př́ımka d procháźı

bodem S a pr̊useč́ıkem (AB′ ∩ A′B).
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Obr. 1.9.6

1.10 Perspektivńı a projektivńı zobrazeńı

Jedńım ze základńıch útvar̊u v projektivńı geometrii je svazek př́ımek. K tomuto útvaru

lze zavést pojem duálńı a studovat vzájemné vztahy těchto útvar̊u.

Definice 1.10.1 Množina všech bod̊u dané př́ımky p se nazývá př́ımá řada bodová.

Př́ımka p se nazývá nositelka řady a řadu znač́ıme p (A,B,C, . . .) nebo [ p ].

Definice 1.10.2 Bud’ [ p ] př́ımá řada bodová, [ P ] svazek př́ımek a předpokládejme,

že střed svazku nelež́ı na nositelce řady. Zobrazeńı φ : [ P ]→ [ p ], resp. φ−1 : [ p ]→
[ P ] definované vztahem a→ A = a∩p, resp. A→ a = AP , se nazývá perspektivńım

zobrazeńım (perspektivitou) svazku [ P ] na řadu [ p ]. Znač́ıme φ : [ p ] [ [ P ].

V tomto př́ıpadě př́ımou řadu bodovou nazýváme řezem tohoto svazku, a obráceně

svazek př́ımek nazýváme pr̊umětem této řady.
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Obr. 1.10.1

Jelikož má př́ımá řada bodová i svazek př́ımek stejně prvk̊u a perspektivńı zob-

razeńı je prosté, je perspektivita bijekćı. Nebudeme tedy rozlǐsovat mezi perspek-

tivitou φ a φ−1. Perspektivitu je možné definovat i pro dvě řady bodové či dva

svazky př́ımek.

Definice 1.10.3 Necht’ [ p ], [ q ] jsou dvě př́ımé řady bodové, zobrazeńı ρ : [ p ] →
[ q ] nazýváme perspektivitou řad [ p ], [ q ], jestliže existuje takový svazek [ O ], jehož

střed nelež́ı na žádné z daných řad, že zobrazeńı ρ je složeńım perspektivit svazku

[ O ] po řadě na př́ımé řady bodové [ p ], [ q ]. Střed tohoto svazku nazveme středem

perspektivity př́ımých řad bodových [ p ], [ q ]. Znač́ıme ρ : [ p ]
O

[ [ q ].

Definice 1.10.3∗ Necht’ [ P ], [ P ′ ] jsou dva svazky př́ımek, zobrazeńı ρ : [ P ] →
[ P ′ ] nazýváme perspektivitou svazk̊u [ P ], [ P ′ ], jestliže existuje př́ımá řada bodová

[ o ] neprocházej́ıćı středy daných svazk̊u tak, že zobrazeńı ρ je složeńım perspektivit

řady [ o ] po řadě na svazky [ P ], [ P ′ ]. Př́ımou řadu bodovou [ o ] nazveme osou

perspektivity svazk̊u [ P ], [ P ′ ]. Znač́ıme ρ : [ P ]
o

[ [ P ′ ] (Obr. 1.10.2).
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Obr. 1.10.2

Z definice perspektivity plyne, že dvě př́ımé řady bodové jsou perspektivńı, jestliže

jsou řezem téhož svazku. A duálně, dva svazky př́ımek jsou perspektivńı, jestliže jsou

pr̊umětem téže řady.

Definice 1.10.4 Prvek, který je v nějaké geometrické př́ıbuznosti přǐrazen sám sobě,

se nazývá samodružný. Př́ıbuznost, v ńıž je každý prvek samodružný, se nazývá

identita.

Věta 1.10.1 V perspektivnosti dvou př́ımých řad bodových je pr̊useč́ık jejich nositelek

samodružný bod.

Věta 1.10.1∗ V perspektivnosti dvou svazk̊u př́ımek je spojnice jejich střed̊u sa-

modružná př́ımka.

O určenosti perspektivity hovoř́ı následuj́ıćı navzájem duálńı věty.

Věta 1.10.2 Necht’ [ p ], [ q ] jsou dvě r̊uzné př́ımé řady bodové, necht’ jsou dány

navzájem r̊uzné body A1, A2 ∈ [ p ], B1, B2 ∈ [ q ], které jsou zároveň r̊uzné od

pr̊useč́ıku př́ımek p, q. Pak existuje jediná perspektivita řady [ p ] na řadu [ q ], v

ńı̌z A1 → B1 a A2 → B2.
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Věta 1.10.2∗ Necht’ [ P ], [ Q ] jsou dva r̊uzné svazky př́ımek, necht’ jsou dány

navzájem r̊uzné př́ımky a1, a2 ∈ [ P ], b1, b2 ∈ [ Q ], které jsou r̊uzné od spojnice

bod̊u P , Q. Pak existuje jediná perspektivita svazku [ P ] na svazek [ Q ], v ńıž

a1 → b1 a a2 → b2.

Je-li v perspektivitě řad, resp. svazk̊u, p = q, resp. P = Q, pak je zřejmě daná per-

spektivita identitou. Obecně lze tedy ř́ıci, že perspektivita, která neńı identitou,

je určena dvěma páry odpov́ıdaj́ıćıch si prvk̊u. Dále je možné ukázat, že per-

spektivńı zobrazeńı zachovává dvojpoměr. Jelikož složeńı dvou perspektivit neńı

obecně perspektivitou, zavád́ıme tzv. projektivńı zobrazeńı, které je obecněǰśı.

Definice 1.10.5 Necht’ p, p′ jsou dvě ne nutně r̊uzné př́ımky. Zobrazeńı řady

p (A,B,C, . . .) na řadu p′ (A′, B′, C ′, . . .), které může být vyjádřeno složeńım koneč-

ného počtu perspektiv, se nazývá projektivńı zobrazeńı. Stručně projektivitou řad.

Znač́ı se p (A,B,C, . . .) Z p′ (A′, B′, C ′, . . .) (Obr. 1.10.3, 1.10.4).

Obr. 1.10.3

Z definice projektivńıho zobrazeńı plyne, že zachovává dvojpoměr, a oproti perspek-

tivitě nav́ıc plat́ı, že složeńı konečného počtu projektivit dává opět projektivitu. Větu

o určenosti (tzv. Fundamentálńı teorém) vyslov́ıme pouze pro projektivńı zobrazeńı

dvou řad, pro ostatńı př́ıpady zńı analogicky.
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V př́ıpadě projektivńıho zobrazeńı může nastat situace, kdy př́ımky p a p′ splynou,

viz Obr. 1.10.4:

Obr. 1.10.4

Věta 1.10.3 (Fundamentálńı teorém) Necht’ p, q jsou dvě př́ımky projektivńı ro-

viny. A,B,C jsou tři navzájem r̊uzné body př́ımky p a A′, B′, C ′ jsou tři navzájem

r̊uzné body př́ımky q, všechny r̊uzné od pr̊useč́ıku př́ımek p a q. Pak existuje jediná

projektivita ρ : [ p ]→ [ q ], která zobraźı A→ A′, B → B′ a C → C ′.

V rozš́ı̌rené eukleidovské rovině je fundamentálńı teorém ekvivalentńı Pappovu axi-

omu a projektivita je v ńı tedy určena třemi páry odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u.

Věta 1.10.4 Projektivnost dvou nesoumı́stných př́ımých řad bodových lze vytvořit

složeńım nejvýše dvou perspektiv.

Definice 1.10.6 Dvě př́ımé řady bodové [ p ], [ q ] nazveme soumı́stnými, jestliže

p = q.

V opačném př́ıpadě je nazýváme nesoumı́stnými.

Definice 1.10.6∗ Dva svazky př́ımek [ P ], [ Q ] nazveme soumı́stnými, jestliže P =

Q.

V opačném př́ıpadě je nazýváme nesoumı́stnými.

Projektivity dvou soumı́stných řad, resp. svazk̊u, dále děĺıme podle počtu samodruž-

ných prvk̊u. Jestliže v projektivitě soumı́stných útvar̊u existuj́ı tři r̊uzné samodružné
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prvky, pak z fundamentálńıho teorému vyplývá, že je tato projektivita identitou. Sou-

mı́stná projektivita, která neńı identitou, může tedy mı́t nejvýše dva r̊uzné samodružné

prvky.

Věta 1.10.5 Každá neidentická projektivnost dvou soumı́stných řad bodových (svazk̊u

př́ımek) má vždycky právě dva samodružné body (př́ımky), které jsou bud’ reálné

r̊uzné, nebo splývaj́ıćı, nebo imaginárně sdružené (Obr. 1.10.5, 1.10.6).

Obr. 1.10.5

Obr. 1.10.6
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Definice 1.10.7 Projektivita dvou soumı́stných útvar̊u se dvěma r̊uznými samo-

družnými prvky se nazývá hyperbolická. S jedńım samodružným prvkem se nazývá

parabolická. Projektivita bez samodružných prvk̊u se nazývá eliptická4.

Pro hyperbolické projektivity lze dokázat následuj́ıćı duálńı věty, kterých využ́ıváme

při doplňováńı těchto projektivit.

Věta 1.10.6 Necht’ X, Y jsou dva r̊uzné samodružné body soumı́stné projektivity

řad. Potom dvojpoměr (XY AA′) = k, kde A, A′ jsou libovolné body r̊uzné od X, Y

odpov́ıdaj́ıćı si v této projektivitě. Čı́slo k se nazývá charakteristika projektivity řad.

Věta 1.10.6∗ Necht’ x, y jsou dvě r̊uzné samodružné př́ımky soumı́stné projektivity

svazk̊u. Potom dvojpoměr (xyaa′) = k, kde a, a′ jsou libovolné př́ımky r̊uzné od x, y

odpov́ıdaj́ıćı si v této projektivitě. Čı́slo k se nazývá charakteristika projektivity svazk̊u.

Z definice projektivity je zřejmé, že každá perspektivita je současně projektivitou.

Pro nesoumı́stné projektivńı útvary můžeme vyslovit kritérium, kdy je daná projektivita

perspektivitou.

Věta 1.10.7 Dvě nesoumı́stné projektivńı řady jsou perspektivńı právě tehdy, když

je jejich pr̊useč́ık samodružný bod.

Věta 1.10.7∗Dva nesoumı́stné projektivńı svazky jsou perspektivńı právě tehdy, když

je spojnice jejich střed̊u samodružná př́ımka.

K doplňováńı nesoumı́stných projektivit využ́ıváme následuj́ıćıch vlastnost́ı.

Věta 1.10.8 Jsou-li dány dvě nesoumı́stné projektivńı řady bodové, potom pr̊useč́ıky

AB′ ∩ A′B, AC ′ ∩ A′C a BC ′ ∩B′C lež́ı na př́ımce, tzv. direkčńı ose daných řad.

Direkčńı osa prot́ıná nositelky v bodech, které odpov́ıdaj́ı pr̊useč́ıku obou nositelek

(Obr. 1.10.7).

4Pokud v projektivńı geometrii pracujeme s komplexńımi prvky, dostáváme pro samodružné prvky

tyto možnosti: dva r̊uzné reálné samodružné prvky, jeden dvojnásobný reálný samodružný prvek, dva

imaginárně sdružené samodružné prvky.
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Obr. 1.10.7

Věta 1.10.8∗Jsou-li dány dva nesoumı́stné projektivńı svazky př́ımek, potom následu-

j́ıćı př́ımky (a ∩ b′) (a′ ∩ b), (a ∩ c′) (a′ ∩ c) a (b ∩ c′) (b′ ∩ c) procházej́ı týmž bodem,

tzv. direkčńım středem daných svazk̊u. Spojnice direkčńıho středu se středy daných

svazk̊u jsou př́ımky, které v dané projektivitě odpov́ıdaj́ı spojnici střed̊u daných svazk̊u

(Obr. 1.10.8).

Obr. 1.10.8

Perspektivita, projektivita, soumı́stné projektivńı řady bodové, soumı́stné projek-

tivńı svazky př́ımek.

Konstrukce 1.10.1 Projektivita dvou nesoumı́stných svazk̊u [ P ] , [ P ′ ] je určena

třemi páry odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek a, b, c, a′, b′, c′. K dané př́ımce d svazku [ P ] se-

strojte odpov́ıdaj́ıćı př́ımku d′ svazku [ P ′ ].
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Obr. 1.10.9

Postup (Obr.1.10.9): Označ́ıme a ∩ b′ = 1, a′ ∩ b = 2, b ∩ c′ = 3, b′ ∩ c = 4, d ∩ b′ = 5.

Direkčńı střed O projektivńıch svazk̊u [ P ], [ P ′ ] sestroj́ıme jako pr̊useč́ık př́ımek 12 a

34. Př́ımka O5 prot́ıná př́ımku b v bodě 6, kterým procháźı hledaná př́ımka d′.

Konstrukce 1.10.2 Projektivita dvou nesoumı́stných svazk̊u [ P ] a [ P ′ ] je určena

třemi páry odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek a, b, c, a′, b′, c′. K př́ımce PP ′ svazku [ P ′ ] sestrojte

odpov́ıdaj́ıćı př́ımku p svazku [ P ].

Obr. 1.10.10

Postup (Obr. 1.10.10): Podle věty 1.10.8∗ procháźı př́ımka p direkčńım středem pro-

jektivńıch svazk̊u [ P ], [ P ′ ]. Direkčńı střed sestroj́ıme stejně jako v konstrukci 1.10.1

Hledaná př́ımka p je tedy určena body P , O.
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Úloha 1.10.1 Jsou dány dvě př́ımky nesoumı́stné projektivńı řady bodové p, p′

určené páry odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u AA′, BB′, CC ′. K danému bodu D ∈ p se-

strojte D′ ∈ p′ a k danému bodu E ′ ∈ p′ sestrojte E ∈ p.

Řešeńı (Obr. 1.10.11): Na př́ımce AA′ zvoĺıme body O,O′. Z bodu O promı́tneme

body B,C a z bodu O′ promı́tneme body B′, C ′. Označ́ıme B′′ = OB ∩ O′B′ a

C ′′ = OC ∩O′C ′, p′′ = B′′C ′′, AA′ ∩ p′′ = A′′. K bodu D najdeme bod D′ tak, že

urč́ıme bod D′′ jakožto pr̊useč́ık spojnice OD s př́ımkou p′′ a bod D′ dostaneme

jako pr̊useč́ık př́ımky p′ se spojnićıO′D′′. Z Obr. 1.10.11 je dále patrná i konstrukce

bodu E ∈ p.

Obr. 1.10.11

Úloha 1.10.2 Doplňte dvě soumı́stné projektivńı řady p = p′, je-li dán jeden pár

odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u AA′ a dva samodružné body X = X ′, Y = Y ′.

Řešeńı: Zvoĺıme body O,O′ tak, aby jejich spojnice procházela bodem Y . Z bodu

O promı́tneme bod A a z bodu O′ promı́tneme bod A′. Označ́ıme A′′ = OA∩O′A′

a p′′ = A′′X. K bodu B najdeme bod B′ tak, že urč́ıme bod B′′ jakožto pr̊useč́ık

spojnice OB s př́ımkou p′′ a bod B′ dostaneme jako pr̊useč́ık př́ımky p se spojnićı

O′B′′.
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1.11 Involuce

U soumı́stných útvar̊u lze studovat speciálńı druh projektivńıho zobrazeńı, které složeno

samo se sebou dává identitu. Takovéto zobrazeńı nazýváme involutorńım (involućı).

Definice 1.11.1 Involutorńım párem bod̊u (př́ımek) rozumı́me takový pár, pro

který plat́ı, jestliže f : A→ A′, pak (A = B′)⇒ (A′ = B). Tedy A↔ B.

Věta 1.11.1 Jestlǐze v projektivnosti dvou soumı́stných útvar̊u existuje kromě sa-

modružných prvk̊u alespoň jeden involutorńı pár, potom jsou všechny páry involutorńı

a daná projektivnost je involutorńı.

Tato věta je kritérium, kdy je daná projektivita involućı.

V involuci nerozlǐsujeme vzor a obraz.

Věta 1.11.2 Involuce je určena dvěma páry odpov́ıdaj́ıćıch si prvk̊u.

Př́ıkladem involuce je středová souměrnost na př́ımce.

Dále je možné ukázat, že každá involuce má bud’ dva r̊uzné samodružné prvky nebo

nemá žádný samodružný prvek.

Pokud bereme v úvahu involuci jako středovou souměrnost na př́ımce, tak tato

involuce nemá žádné reálné samodružné prvky. Středu středové souměrnosti v

involuci odpov́ıdá nevlastńı bod dané př́ımky.

Věta 1.11.3 Involuce, jej́ı̌z samodružné prvky jsou reálné, se nazývá hyperbolická

involuce, involuce, jej́ı̌z samodružné prvky jsou imaginárně sdružené, se nazývá elip-

tická.

Věta 1.11.4 Jestlǐze se páry odpov́ıdaj́ıćıch si prvk̊u v dané involuci odděluj́ı, je daná

involuce eliptická. Neodděluj́ı-li se, je hyperbolická.

U hyperbolické involuce můžeme hovořit o jej́ı charakteristice. Lze dokázat, že libo-

volný pár odpov́ıdaj́ıćıch si prvk̊u odděluje harmonicky dvojici samodružných prvk̊u.

Charakteristika hyperbolické involuce je tedy rovna −1.
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Věta 1.11.5 Projektivnost je involućı právě tehdy, když je jej́ı charakteristika rovna

−1.

Každé involuci př́ımých řad bodových lze jednoznačně přǐradit č́ıselnou hodnotu

tzv. mocnost involuce. Mocnost již neńı, oproti charakteristice hyperbolické involuce,

pro všechny involuce stejná.

Definice 1.11.2 Středem involuce př́ımých řad bodových se nazývá takový vlastńı

bod př́ımky, který odpov́ıdá nevlastńımu bodu.

Pokud nevlastńımu bodu odpov́ıdá opět nevlastńı bod, střed involuce neexistuje.

K pojmu střed involuce neexistuje duálńı pojem. Pro určeńı involuce stač́ı zadat

střed involuce a pár odpov́ıdaj́ıćıh si bod̊u.

Věta 1.11.6 Součin orientovaných vzdálenost́ı odpov́ıdaj́ıćıch si vlastńıch bod̊u v

involuci od středu involuce je konstantńı a nazývá se mocnost involuce.

Jelikož se odpov́ıdaj́ıćı si body hyperbolické involuce neodděluj́ı, je jej́ı mocnost

kladná. Pro eliptickou involuci naopak záporná. K pojmu střed involuce neexistuje po-

jem duálńı a tedy u involuce svazk̊u nezavád́ıme jej́ı mocnost.

Sestrojeńı středu involuce, samodružných prvk̊u a involutorńıch pár̊u je možné

provádět čistě projektivně s využit́ım vlastnost́ı projektivńıch útvar̊u. Při konstrukćıch

v rozš́ı̌rené eukleidovské rovině lze také využ́ıt vlastnost́ı mocnosti involuce řad.

Konstrukce 1.11.1 Involuce je dána dvěma páry odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u A → A′,

B → B′. Určete střed S této involuce.

Obr. 1.11.1
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Obr. 1.11.2

Postup (Obr. 1.11.1, 1.11.2): Body A, B, resp. A′, B′, vedeme navzájem rovnoběžné

př́ımky a, b, resp. a′, b′. Označ́ıme pr̊useč́ıky a ∩ b′ = 1, a′ ∩ b = 2. Př́ımka 12 prot́ıná

nositelku projektivńıch řad v hledaném středu involuce S.5

Konstrukce 1.11.2 Hyperbolická involuce je dána středem S a párem odpov́ıdaj́ıćıch

si bod̊u A→ A′. Určete jej́ı samodružné body X, Y .

Obr. 1.11.3

Postup (Obr. 1.11.3): Pro mocnost involuce plat́ı |SA| · |SA′| = |SX|2 = |SY |2. Pomoćı

Eukleidovy věty o odvěsně tedy urč́ıme velikost úsečky SX, |SX| = |SM |. Hledané

samodružné body X, Y lež́ı na kružnici se středem ve středu involuce S a poloměrem

délky |SM |.

Doplňováńı involuce svazk̊u lze řešit převedeńım na konstrukce v involuci př́ımých

řad bodových. Dále lze k doplňováńı involuce svazk̊u či řad využ́ıt poznatk̊u z teorie

projektivńı geometrie kuželoseček. Tyto konstrukce uvedeme v následuj́ıćı kapitole. Pro

involuci svazk̊u však vyslov́ıme větu, která nám v projektivńı geometrii kuželoseček

dovoĺı zavést pojem os kuželosečky.

Definice 1.11.3 Involuce svazk̊u, ve které jsou všechny odpov́ıdaj́ıćı si př́ımky na-

vzájem kolmé, se nazývá pravoúhlá involuce.

5Zd̊uvodněńı konstrukce lze nalézt např́ıklad v učebnici [1], kde je uvedena i konstrukce pomoćı

chordál.
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Věta 1.11.7 V involuci svazk̊u, která neńı pravoúhlá ani identická, existuje právě

jeden pravoúhlý pár odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek.
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Kapitola 2

Projektivńı geometrie kuželoseček

V této kapitole budeme předpokládat, že projektivńı rovina π je pappovská a antifa-

novská projektivńı rovina. Při řešeńı úloh budeme nav́ıc požadovat, aby tato projektivńı

rovina byla rozš́ı̌rená eukleidovská rovina.

2.1 Definice a základńı vlastnosti kuželoseček

Definice 2.1.1 Necht’ jsou v projektivńı rovině π dány dva nesoumı́stné projek-

tivńı svazky A (x, y, z, . . .), B (x′, y′, z′, . . .). Množina všech pr̊useč́ık̊u odpov́ıdaj́ıćıch

si př́ımek v projektivitě ϕ se nazývá kuželosečka v rovině π. Znač́ıme K (A,B, ϕ).

Dva nesoumı́stné projektivńı svazky lze určit pomoćı tř́ı pár̊u odpov́ıdaj́ıćıch si

př́ımek, tedy pěti r̊uznými body1, z nichž žádné čtyři nelež́ı na téže př́ımce. Můžeme se

však ptát obecněji, zda ke každé pětici bod̊u existuje projektivita nesoumı́stných svazk̊u

(kuželosečka), která tyto body obsahuje jako pr̊useč́ıky odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek.

Věta 2.1.1 Necht’ A1, A2, A3, A4, A5 je pět r̊uzných bod̊u projektivńı roviny π, potom

existuje taková kuželosečka K (A,B, ϕ), že {A1, A2, A3, A4, A5} ⊂ K (A,B, ϕ).

D̊ukaz: Budeme se snažit nalézt projektivitu svazk̊u, která bude určena pomoćı daných

bod̊u. Podle polohy bod̊u rozděĺıme d̊ukaz na čtyři části.

(1) Necht’ bodyA1, A2, A3, A4, A5 lež́ı na př́ımce p. Zvoĺıme libovolné body P, P ′ nelež́ıćı

na př́ımce p a z těchto bod̊u promı́tneme př́ımkami danou pětici bod̊u. Dostaneme

1Dva středy svazk̊u a tři pr̊useč́ıky odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek.
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tak dva projektivńı svazky př́ımek [ P ] , [ P ′ ], které jsou nav́ıc perspektivńı. Spoj-

nice bod̊u P, P ′ je tedy samodružná př́ımka této perspektivity. Kuželosečka obsa-

huj́ıćı body A1, A2, A3, A4, A5 je potom tvořena př́ımkami p a PP ′.

(2) Necht’ A1, A2, A3, A4 ∈ p a A5 /∈ p. Zvoĺıme libovolný bod P nelež́ıćı na př́ımce p

a r̊uzný od bodu A5. Podobně jako v př́ıpadě (1) dostaneme dva perspektivńı

svazky [ A5 ] , [ P ]. Kuželosečka obsahuj́ıćı body A1, A2, A3, A4, A5 je tedy tvořena

př́ımkami p a PA5.

(3) Necht’ A1, A2, A3 ∈ p a A4, A5 /∈ p. Z bod̊u A4, A5 promı́tneme př́ımkami zbylé body

A1, A2, A3 a dostaneme opět dva perspektivńı svazky [ A4 ] , [ A5 ]. Kuželosečka

je tedy tvořena př́ımkami p,A4A5.

(4) Necht’ žádné tři body nelež́ı na př́ımce. Z bod̊u A4, A5 promı́tneme př́ımkami

body A1, A2, A3. Dostaneme dva nesoumı́stné projektivńı svazky př́ımek určuj́ıćı

kuželosečku, která obsahuje body A1, A2, A3, A4, A5.

�

Každými pěti r̊uznými body tedy procháźı kuželosečka, která však obecně nemuśı

být jediná. Je-li např́ıklad těchto pět bod̊u kolineárńıch, pak existuje nekonečně

mnoho takových kuželoseček. K tomu, abychom mohli hovořit o jednoznačné

určenosti kuželosečky pěti body, je třeba se omezit na jistý typ kuželoseček.

Definice 2.1.2 Kuželosečka K (A,B, ϕ) v projektivńı rovině π se nazývá singulárńı,

existuje-li př́ımka p taková, že [ p ] ⊂ K (A,B, ϕ). V opačném př́ıpadě se kuželosečka

nazývá regulárńı.

V částech (1),(2) a (3) d̊ukazu věty 2.1.1 je kuželosečka procházej́ıćı danými body

vždy singulárńı. Následuj́ıćı věta popisuje d̊uležité vlastnosti kuželosečky z části (4).

Věta 2.1.2 Necht’ A1, A2, A3, A4, A5 je pět r̊uzných bod̊u projektivńı roviny π, z nichž

žádné tři nelež́ı na téže př́ımce. Pak existuje právě jedna kuželosečka, která tyto body

obsahuje. Tato kuželosečka je vždy regulárńı.

Na rozd́ıl od singulárńıch kuželoseček jsou tedy regulárńı kuželosečky určeny jed-

noznačně pěti svými libovolnými r̊uznými body. Žádná singulárńı kuželosečka tedy

neobsahuje pět po třech nekolineárńıch bod̊u. A naopak žádná regulárńı kuželosečka

neobsahuje tři kolineárńı body. Z d̊ukazu věty 2.1.1 lze snadno odvodit následuj́ıćı věty.
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Věta 2.1.3 Jsou-li P (a, b, c, . . .) , P ′ (a′, b′, c′, . . .) dva nesoumı́stné projektivńı svazky

př́ımek, pak pr̊useč́ıky A = a ∩ a′, B = b ∩ b′, C = c ∩ c′, . . . odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek

jsou body nějaké kuželosečky. Jsou-li svazky perspektivńı, je kuželosečka singulárńı, v

opačném př́ıpadě je regulárńı.

Věta 2.1.4 Body regulárńı kuželosečky se promı́taj́ı z libovolných dvou svých bod̊u

P, P ′ projektivńımi svazky. Jejich direkčńım středem procházej́ı tečny2dané kuželosečky

sestrojené v bodech P, P ′.

D̊ukaz: Dokážeme pouze druhou část této věty, protože prvńı část je zřejmá. Každá

př́ımka svazku [ P ] obsahuje nejvýše dva body kuželosečky, střed P svazku a pr̊useč́ık

s odpov́ıdaj́ıćı př́ımkou. Protože na př́ımce svazku [ P ], která odpov́ıdá spojnici střed̊u

P, P ′, je t́ımto pr̊useč́ıkem bod P , je tento bod P dvojnásobným bodem a daná př́ımka

tedy tečnou kuželosečky.

�

Při určováńı projektivity svazk̊u lze vźıt za jeden (či dva) odpov́ıdaj́ıćı si pár př́ımek

takový pár, ve kterém si odpov́ıdá spojnice střed̊u svazk̊u a př́ımka procházej́ıćı di-

rekčńım středem. Dostáváme tak daľśı zp̊usoby určeńı regulárńı kuželosečky.

Věta 2.1.5 Kuželosečka je určena tečnou s bodem dotyku a daľśımi třemi body.

Věta 2.1.6 Kuželosečka je určena dvěma tečnami s body dotyku a daľśım bodem.

Princip duality zaručuje platnost následuj́ıćıch vět. Věta 2.1.3∗ popisuje duálńı

zp̊usob, jak lze kuželosečky zavést.

Věta 2.1.2∗Necht’ a1, a2, a3, a4, a5 je pět r̊uzných př́ımek projektivńı roviny π, z nichž

žádné tři neprocházej́ı týmž bodem. Pak existuje právě jedna kuželosečka, která se jich

dotýká. Tato kuželošečka je vždy regulárńı.

Věta 2.1.3∗Jsou-li p (A,B,C, . . .), p′ (A′, B′, C ′, . . .) dvě nesoumı́stné projektivńı řady

bodové, pak spojnice a = AA′, b = BB′, c = CC ′, . . . odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u jsou tečny

nějaké kuželosečky. Jsou-li řady perspektivńı, je kuželosečka singulárńı. V opačném

př́ıpadě je regulárńı.

2Tečnou nazýváme př́ımku, která má s kuželosečkou právě jeden společný bod.
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Věta 2.1.4∗Tečny kuželosečky prot́ınaj́ı dvě jej́ı libovolné tečny p, p′ v projektivńıch

řadách bodových. Jejich direkčńı osa prot́ıná kuželosečku v bodech, v nichž se j́ı

dotýkaj́ı tečny p, p′.

Věta 2.1.5∗Kuželosečka je určena tečnou s bodem dotyku a daľśımi třemi tečnami.

Věta 2.1.6∗Kuželosečka je určena dvěma tečnami s body dotyku a daľśı tečnou.

Z věty 2.1.4 a vlastnost́ı projektivńıch svazk̊u př́ımek plyne následuj́ıćı věta, d́ıky

které je možné zavést dvojpoměr čtyř bod̊u na kuželosečce a poté také dvojpoměr čtyř

tečen kuželosečky.

Věta 2.1.7 Čtyři dané body kuželosečky se promı́taj́ı ze všech jej́ıch bod̊u čtveřicemi

př́ımek konstantńıho dvojpoměru. Množina všech bod̊u, z nichž se daná čtveřice bod̊u

promı́tá čtveřicemi př́ımek konstantńıho dvojpoměru, je kuželosečka, která těmito

body procháźı. Př́ımka, která z bodu kuželosečky promı́tá tentýž bod, je tečna ku-

želosečky v tomto bodě.

Věta 2.1.7∗Čtyři dané tečny kuželosečky vyt́ınaj́ı na všech jejich tečnách čtveřici

bod̊u konstantńıho dvojpoměru. Všechny př́ımky, které dané čtyři př́ımky prot́ınaj́ı

ve čtveřici bod̊u konstantńıho dvojpoměru, jsou tečny kuželosečky, která se těchto

př́ımek dotýká. Pr̊useč́ık tečny kuželosečky s touž jej́ı tečnou je jej́ım bodem dotyku.

Definice 2.1.3 Dvojpoměrem čtyř bod̊u A,B,C,D kuželosečky rozumı́me dvoj-

poměr (abcd) př́ımek, jimiž se tyto body promı́taj́ı z libovolného bodu této kuželosečky.

Definice 2.1.3∗ Dvojpoměrem čtyř tečen a, b, c, d kuželosečky rozumı́me dvojpoměr

(ABCD) čtyř bod̊u, které tyto tečny vyt́ınaj́ı na libovolné tečně této kuželosečky.

Máme-li dány tři r̊uzné body kuželosečky, pak každému daľśımu bodu kuželosečky

je přǐrazen právě jeden dvojpoměr a naopak každému dvojpoměru r̊uznému od 0 a 1

právě jeden bod r̊uzný od třech daných bod̊u.

Definice 2.1.4 Kvadratická soustava bod̊u je množina všech bod̊u kuželosečky. Ku-

želosečka se nazývá nositelka soustavy. Znač́ıme K (A,B,C, . . .).

46



Definice 2.1.4∗ Kvadratická soustava př́ımek je množina všech tečen kuželosečky.

Znač́ıme K (a, b, c, . . .).

Definice dvojpoměru čtyř bod̊u, resp. tečen, kuželosečky nám dovoluje zavést pro-

jektivnost dvou kvadratických soustav bod̊u, resp. př́ımek.

Definice 2.1.5 Necht’ se kvadratická soustava bod̊u K (A,B,C, . . .),

resp. K′ (A′, B′, C ′, . . .), promı́tá z libovolného bodu X kuželosečky K, resp. X ′ kuže-

losečky K′, svazkem př́ımek [ X ], resp. [ X ′ ]. Jsou-li svazky [ X ] a [ X ′ ] navzájem

projektivńı, nazývaj́ı se kvadratické soustavy K (A,B,C, . . .) a K′ (A′, B′, C ′, . . .) také

projektivńı.

Definice 2.1.5∗ Necht’ kvadratická soustava př́ımek K (a, b, c, . . .),

resp. K′ (a′, b′, c′, . . .), vyt́ıná na libovolné tečně x kuželosečky K, resp. x′ kuželosečky

K′, řadu bodovou [ x ], resp. [ x′ ]. Jsou-li př́ımé řady bodové [ x ] a [ x′ ] navzájem

projektivńı, nazývaj́ı se kvadratické soustavy K (a, b, c, . . .) a K′ (a′, b′, c′, . . .) také

projektivńı.

Stejně jako u př́ımých řad bodových rozlǐsujeme soumı́stné a nesoumı́stné kvadra-

tické soustavy. Dále budeme hovořit pouze o soumı́stných kvadratických soustavách.

Projektivnost kvadratických soustav je, stejně jako projektivnost lineárńıch útvar̊u,

určena třemi páry odpov́ıdaj́ıćıch si prvk̊u. Analogicky jako u projektivnosti lineárńıch

útvar̊u lze také zavést direkčńı osu a direkčńı střed projektivńıch kvadratických soustav.

Věta 2.1.8 Jsou-li K (A,B,C, . . .) ,K (A′, B′, C ′, . . .) dvě r̊uzné projektivńı kvadra-

tické soustavy bod̊u na téže kuželosečce K, pak pr̊useč́ıky AB′ ∩ A′B, AC ′ ∩ A′C
a BC ′ ∩ B′C lež́ı na téže př́ımce o, tzv. direkčńı ose obou daných soustav, která

prot́ıná kuželosečku K v samodružných bodech obou soustav. Přitom spojnice dvou

splývaj́ıćıch bod̊u kuželosečky K je zastoupena jej́ı tečnou v tomto bodě.

Věta 2.1.8∗ Jsou-li K (a, b, c, . . .) ,K (a′, b′, c′, . . .) dvě r̊uzné projektivńı kvadratické

soustavy tečen téže kuželosečky K, pak př́ımky (a ∩ b′) (a′ ∩ b), (a ∩ c′) (a′ ∩ c) a

(b ∩ c′) (b′ ∩ c) procházej́ı týmž bodem O, tzv. direkčńım středem, obou daných sou-

stav. Tečny kuželosečky K jdoućı bodem O jsou samodružné př́ımky obou soustav.

Přitom pr̊useč́ık dvou splývaj́ıćıch tečen kuželosečky K je zastoupen bodem dotyku.

Pomoćı věty 2.1.8 sestrojujeme samodružné body projektivńıch kvadratických sou-

stav i projektivńıch řad bodových.
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Konstrukce 2.1.1 Projektivita soumı́stných řad bodových je dána třemi páry od-

pov́ıdaj́ıćıch si bod̊u A→ A′, B → B′, C → C ′. Sestrojte jej́ı samodružné body X, Y .

Obr. 2.1.1

Postup (Obr. 2.1.1): Z libovolného bodu P /∈ p libovolné kružnice k promı́tneme body

A,B,C a A′, B′, C ′ projektivńımi svazky př́ımek. Tyto svazky vyt́ınaj́ı na kružnici pro-

jektivńı kvadratické soustavy bod̊u k (α, β, γ, . . .) , k (α′, β′, γ′, . . .). Sestroj́ıme direkčńı

osu o této projektivity, která prot́ıná kuželosečku v samodružných bodech χ, ψ. Tyto

body určuj́ı spolu s bodem P samodružné př́ımky projektivity svazk̊u, které prot́ınaj́ı

př́ımku p v hledaných samodružných bodech X, Y .

Mı́sto kružnice lze v této konstrukci použ́ıt libovolnou jinou regulárńı kuželosečku.

Vzhledem k náročnosti konstrukce těchto kuželoseček však voĺıme právě kružnici, tzv.

Steinerovu.3

V následuj́ıćıch úlohách ukážeme, jak nalézt daľśı bod a tečnu regulárńı kuželosečky,

máme-li tuto kuželosečku určenu některým z uvedených zp̊usob̊u. Ve zbytku této kapi-

toly již budeme studovat pouze vlastnosti regulárńıch kuželoseček. Dále tedy kuželoseč-

kou mysĺıme regulárńı kuželosečku. Řešeńı všech úloh uvedených v této kapitole bude

vycházet př́ımo z definic a vět zde uvedených.

Úloha 2.1.1 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi body A,B,C,D,E. Sestrojte

jej́ı daľśı bod.

Řešeńı (Obr. 2.1.2): Z bod̊u D,E promı́tneme př́ımkami a, b, c a a′, b′, c′ body

A,B,C. T́ım dostáváme dva nesoumı́stné projektivńı svazky [ D ] , [ E ]. Urč́ıme

direkčńı střed O těchto projektivńıch svazk̊u a zvoĺıme př́ımku f , procházej́ıćı bo-

dem D a neprocházej́ıćı direkčńım středem O. K př́ımce f svazku [ D ] urč́ıme od-

3Pojmenovaná podle švýcarského matematika Jakoba Steinera (1796–1863).
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pov́ıdaj́ıćı př́ımku f ′ svazku [ E ] (konstrukce 1.10.1). Hledaný bod F je pr̊useč́ıkem

odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek f, f ′.

Obr. 2.1.2

Úloha 2.1.2 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi body A,B,C,D,E. V jednom

z daných bod̊u sestrojte tečnu.

Obr. 2.1.3

Řešeńı (Obr. 2.1.3): Z daných bod̊u D,E promı́tneme body A,B,C projek-

tivńımi svazky D (a, b, c, . . .), E (a′, b′, c′, . . .). Urč́ıme direkčńı střed O těchto pro-

jektivńıch svazk̊u a př́ımku d svazku [ D ] odpov́ıdaj́ıćı spojnici d′ střed̊u svazk̊u

[ D ] , [ E ]. Př́ımka d procháźı direkčńım středem O a je tečnou kuželosečky v

bodě D (věta 2.1.4).
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Úloha 2.1.3 Kuželosečka je dána čtyřmi vlastńımi body A,B,C,D a tečnou c v

bodě C. Sestrojte daľśı bod a tečnu kuželosečky.

Řešeńı (Obr. 2.1.4): Z bodu C promı́tneme př́ımkami a, b body A,B a z bodu D

promı́tneme př́ımkami a′, b′, c′ body A,B,C. Tyto př́ımky určuj́ı spolu s tečnou

c projektivitu svazk̊u [ C ] , [ D ]. Urč́ıme direkčńı střed O těchto projektivńıch

svazk̊u, který lež́ı na tečně c. K určeńı daľśıho bodu kuželosečky zvoĺıme př́ımku

e svazku [ C ] r̊uznou od př́ımek a, b, c, c′ a sestroj́ıme k ńı odpov́ıdaj́ıćı př́ımku e′

svazku [ D ]. Pr̊useč́ık E těchto př́ımek je bodem kuželosečky. Tečnu d′ v bodě D

sestroj́ıme jako př́ımku odpov́ıdaj́ıćı v projektivitě př́ımce d = CD. Tečna d′ je

tedy určena body D,O.

Obr. 2.1.4

Úloha 2.1.4 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi body A,B,C a tečnami b, c′ v

bodech B,C. Sestrojte jej́ı daľśı bod.
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Obr. 2.1.5

Řešeńı (Obr. 2.1.5): Z bodu B promı́tneme př́ımkami a, c body A,C a z bodu C

promı́tneme př́ımkami a′, b′ body A,B. Př́ımky a, a′, b, b′ = c, c′ určuj́ı projektivitu

svazk̊u o středech B,C. Pr̊useč́ık O př́ımek b, c′ je direkčńım středem této projek-

tivity. Daľśı bod kuželosečky sestroj́ıme jako pr̊useč́ık odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek v

této projektivitě.

Úloha 2.1.5 Kuželosečka je dána dvěma vlastńımi tečnami a, b s vlastńımi body

dotyku A,B a nevlastńı tečnou c∞ . Sestrojte daľśı tečnu kuželosečky.

Řešeńı (Obr. 2.1.6): Označ́ıme C∞ = a ∩ c∞ , C ′∞ = b ∩ c∞ . Body A,B,C∞ , C ′∞
určuj́ı projektivitu př́ımých řad bodových [ a ] , [ b ], kde body A,B odpov́ıdaj́ı

pr̊useč́ıku př́ımek a, b. Direkčńı osa o projektivity řad procháźı body A,B. Na

př́ımce a zvoĺıme bod D r̊uzný od bod̊u A, a∩ b, C∞ a pomoćı direkčńı osy urč́ıme

jemu odpov́ıdaj́ıćı bod D′ lež́ıćı na př́ımce b. Body D,D′ určuj́ı hledanou tečnu d.

Obr. 2.1.6

Úloha 2.1.6 Kuželosečka je určena čtyřmi vlastńımi tečnami a, b, c, d a bodem

dotyku A na tečně a. Sestrojte daľśı bod kuželosečky.
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Obr. 2.1.7

Řešeńı (Obr. 2.1.7): Označ́ıme C = a ∩ c, C ′ = b ∩ c,D = a ∩ d,D′ = b ∩ d.

Body A,C,C ′, D,D′ určuj́ı projektivitu řad [ a ] , [ b ], ve které bod A odpov́ıdá

pr̊useč́ıku př́ımek a, b. Direkčńı osa o je určena body A a 1 = CD′∩C ′D a prot́ıná

př́ımku b v bodě B′, který je hledaným bodem dotyku.

Úloha 2.1.7 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi tečnami a, b, c, d, e. Sestrojte

daľśı tečnu a některý bod dotyku.

Řešeńı (Obr. 2.1.8): Označ́ıme A = a ∩ d,A′ = a ∩ e, B = b ∩ d,B′ = b ∩ e, C =

c∩d, C ′ = c∩e. Body A,B,C,A′, B′, C ′ určuj́ı projektivitu př́ımých řada bodových

[ d ] , [ e ]. Sestroj́ıme direkčńı osu o této projektivity na př́ımkách e, d. Direkčńı

osa o prot́ıná tečny d, e v bodech D,E, které jsou body dotyku dané kuželosečky

(věta 2.1.8). Daľśı tečnu kuželosečky urč́ıme jako spojnici odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u

projektivńıch řad [ d ] , [ e ]. Na př́ımce d zvoĺıme bod F r̊uzný od bod̊u A,B,C,D

a pomoćı direkčńı osy urč́ıme jemu odpov́ıdaj́ıćı bod F ′ řady [ e ]. Hledaná tečna

f je určena body F, F ′.

Obr. 2.1.8

Úloha 2.1.8 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi body A,B,C,D,E. Sestrojte

pr̊useč́ıky kuželosečky s danou př́ımkou p.

Řešeńı (Obr. 2.1.9): Z bod̊u A,B promı́tneme na př́ımku p body C,D,E. Na

př́ımce p tak dostaneme projektivitu soumı́stných řad, ve které C ′ → C ′′, D′ →
D′′, E ′ → E ′′. Hledané pr̊useč́ıky X, Y př́ımky p s kuželosečkou jsou samodružné

body této projektivity. Tyto body sestroj́ıme pomoćı Steinerovy kružnice (kon-

strukce 2.1.1). Na libovolné kružnici k zvoĺıme libovolný bod S, který nelež́ı na
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př́ımce p, a z tohoto bodu promı́tneme body C ′, D′, E ′ a C ′′, D′′, E ′′ projektivńımi

svazky př́ımek. Tyto svazky vyt́ınaj́ı na kružnici k projektivńı kvadratické sou-

stavy bod̊u k (γ′, δ′, ε′, . . .), k (γ′′, δ′′, ε′′, . . .). Sestroj́ıme direkčńı osu o této pro-

jektivity, která prot́ıná kružnici k v samodružných bodech ξ, υ. Tyto body určuj́ı

spolu s bodem S samodružné př́ımky projektivity svazk̊u, které prot́ınaj́ı př́ımku

p v hledaných samodružných bodech X, Y , tedy hledaných pr̊useč́ıćıch př́ımky p

s kuželosečkou.

Obr. 2.1.9

Úloha 2.1.9 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi body A,B,C,D,E. Sestrojte

pr̊useč́ıky s nevlastńı př́ımkou.
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Obr. 2.1.10

Řešeńı (Obr. 2.1.10): Z bod̊u D,E promı́tneme na nevlastńı př́ımku body A,B,C.

Na nevlastńı př́ımce tak dostaneme projektivitu soumı́stných řad, ve které A′∞ →
A′′∞ , B′∞ → B′′∞ , C ′∞ → C ′′∞ . Hledané pr̊useč́ıky U∞ , V∞ nevlastńı př́ımky s

kuželosečkou jsou samodružné body této projektivity. Tyto body sestroj́ıme po-

moćı Steinerovy kružnice.

Úloha 2.1.10 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi tečnami a, b, c, d, e. Sestrojte

tečny kuželosečky z daného bodu P , který nelež́ı na žádné z daných tečen.

Obr. 2.1.11

Řešeńı (Obr. 2.1.11): Označ́ıme A = a ∩ d,A′ = a ∩ e, B = b ∩ d,B′ = b ∩
e, C = c ∩ d, C ′ = c ∩ e. Body A,A′, B,B′, C, C ′ určuj́ı projektivitu př́ımých řada

bodových [ d ] , [ e ]. Z bodu P promı́tneme projektivńı řady bodové [ d ] , [ e ] a

dostaneme tak projektivitu soumı́stných svazk̊u o středu P . Samodružné př́ımky

f, g této projektivity jsou hledané tečny kuželosečky. Tečny f, g sestroj́ıme pomoćı

Steinerovy kružnice.

2.2 Pascalova věta

Jelikož pět bod̊u určuje kuželosečku, je šest bod̊u této kuželosečky vázáno jistou pod-

mı́nkou. V předchoźı části jsme ukázali, jak sestrojit daľśı bod kuželosečky určené pěti

body pomoćı projektivńıch svazk̊u. Nyńı vyslov́ıme větu, tzv. Pascalovu větu4, která

4Pojmenovaná podle francouzského matematika Blaise Pascala (1623–1662), který ji v roce 1640

objevil.
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uvád́ı daľśı vztah šesti bod̊u na kuželosečce a d́ıky které bude konstrukce daľśı bod̊u

kuželosečky jednodušš́ı.

Definice 2.2.1 Uspořádaná množina {1, 2, 3, 4, 5, 6} šesti bod̊u lež́ıćıch na kuželosečce

K se nazývá šestiúhelńık kuželosečce vepsaný. Body 1, 2, 3, 4, 5, 6 nazýváme vrcholy

šestiúhelńıku, př́ımky 12, 23, 34, 45, 56, 61 nazýváme strany šestiúhelńıku, dvojici vr-

chol̊u lež́ıćı na téže straně nazýváme sousedńı vrcholy, dvojice stran 12, 45; 23, 56;

34, 61 nazýváme protěǰśı strany šestiúhelńıku.

Věta 2.2.1 (Pascalova) Pr̊useč́ıky protěǰśıch stran šestiúhelńıku kuželosečce K ve-

psaného lež́ı na jedné př́ımce, tzv. Pascalově př́ımce a obráceně, lež́ı-li pr̊useč́ıky

protěǰśıch stran šestiúhelńıku na jedné př́ımce, pak je tento šestiúhelńık vepsán jisté

kuželosečce.

D̊ukaz:

(1) Dokážeme, že pr̊useč́ıky protěǰśıch stran šestiúhelńıku kuželosečce vepsaného lež́ı

na jedné př́ımce. Necht’ (1, 2, 3, 4, 5, 6) je daný šestiúhelńık. Označ́ıme-li 1=A, 2=

C ′, 3 = B, 4 = A′, 5 = C, 6 = B′, pak tyto body určuj́ı projektivnost kvadra-

tických soustav bod̊u K (A,B,C, . . .) ,K (A′, B′, C ′, . . .). Body AB′ ∩ A′B,AC ′ ∩
A′C,BC ′ ∩ B′C, které jsou zároveň pr̊useč́ıky protěǰśıch stran šestiúhelńıku, lež́ı

na jedné př́ımce, direkčńı ose.

(2) Dokážeme druhou část věty. Necht’ je dán šestiúhelńık s vrcholy 1, 2, 3, 4, 5, 6, pro

které plat́ı, že body X = 12 ∩ 45, Y = 23 ∩ 56, Z = 34 ∩ 61 lež́ı na př́ımce

p. Body 1, 2, 3, 4, 5 určuj́ı kuželosečku a dokážeme, že bod 6 na této kuželosečce

také lež́ı. Př́ımka 16 prot́ıná tuto kuželosečku v bodech 1 a 6′. K šestiúhelńıku

(1, 2, 3, 4, 5, 6) můžeme sestrojit Pascalovu př́ımku, která je totožná s př́ımkou p

a tedy 6 = 6′.

�

V př́ıpadě, že dva sousedńı vrcholy šestiúhelńıku kuželosečce vepsaného splynou,

nahrazujeme jejich spojnici tečnou kuželosečky v tomto bodě. Pro př́ıpad, kdy šest

vrchol̊u splyne (po dvou) do třech vrchol̊u, dostáváme speciálńı př́ıpad Pascalovy věty

pro trojúhelńık kuželosečce vepsaný.

Věta 2.2.2 Pr̊useč́ıky stran trojúhelńıku kuželosečce vepsaného s jej́ımi tečnami se-

strojenými v protěǰśıch vrcholech lež́ı na jedné př́ımce.
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Úloha 2.2.1 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi body A,B,C,D,E. Sestrojte

daľśı bod kuželosečky.

Řešeńı(Obr. 2.2.1): Označ́ıme A = 1, B = 2, C = 3, D = 4, E = 5 a sestroj́ıme

libovolnou př́ımku f procházej́ıćı bodem E a neprocházej́ıćı body A,B,C,D. Se-

stroj́ıme Pascalovu př́ımku p šestiúhelńıku (1, 2, 3, 4, 5, 6), pro který je spojnice

vrchol̊u 5 a 6 dána př́ımkou f . Př́ımka p je určena body α = 12∩ 45 a β = 23∩ f .

Hledaný bod F = 6 urč́ıme jako pr̊useč́ık př́ımky f s př́ımkou γ1, kde γ = 34∩ p.

Obr. 2.2.1

Úloha 2.2.2 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi body A,B,C,D,E. Sestrojte

tečnu kuželosečky v některém z daných bod̊u.

Řešeńı(Obr. 2.2.2): Označ́ıme A = 1, B = 2, C = 3, D = 4, E = 5 = 6 a

sestroj́ıme Pascalovu př́ımku p šestiúhelńıku (1, 2, 3, 4, 5, 6). Jelikož jsme zvolili

E = 5 = 6, je spojnice vrchol̊u 5 a 6 nahrazena tečnou e kuželosečky v bodě E.

Tato hledaná tečna je určena bodem E a bodem β = 23 ∩ p.

Obr. 2.2.2
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Úloha 2.2.3 Kuželosečka je dána čtyřmi vlastńımi body A,B,C,D a tečnou d

v bodě D. Sestrojte daľśı tečnu kuželosečky.

Řešeńı(Obr. 2.2.3): Označ́ıme A = 1, B = 2, C = 3 = 4, D = 5 = 6 a sestroj́ıme

Pascalovu př́ımku p šestiúhelńıku (1, 2, 3, 4, 5, 6). Spojnici vrchol̊u 3 a 4, resp. 5 a

6, nahrad́ıme tečnou c kuželosečky v bodě C, resp. hledanou tečnou d v bodě D.

Tečna d je určena bodem D a bodem β = 23 ∩ p.

Obr. 2.2.3

Úloha 2.2.4 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi body A,B,C a tečnami a, c v

bodech A,C. Sestrojte daľśı bod kuželosečky.

Řešeńı(Obr. 2.2.4): Označ́ıme A = 1 = 2, B = 5, C = 3 = 4 a zvoĺıme libovolnou

př́ımku d procházej́ıćı bodem B a neprocházej́ıćı body A,C, na které lež́ı hledaný

bod D. Pascalova př́ımka p šestiúhelńıku (1, 2, 3, 4, 5, 6) je určena body α = a∩45

a β = 23∩d. Dále urč́ıme bod γ = c∩p a protože má platit γ = c∩16, sestroj́ıme

hledaný bod D jako pr̊useč́ık př́ımek d a γ1.

Obr. 2.2.4
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Úloha 2.2.5 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi body A,B,C a vlastńı tečnou

u s nevlastńım bodem dotyku U∞ . Sestrojte daľśı tečnu kuželosečky.

Řešeńı(Obr. 2.2.5): Označ́ıme A = 5 = 6, B = 4, C = 3, U∞ = 2 = 1 a sestroj́ıme

Pascalovu př́ımku šestiúhelńıku (1, 2, 3, 4, 5, 6). Spojnici vrchol̊u 5 a 6, resp. 1 a 2,

nahrad́ıme hledanou tečnou a kuželosečky v bodě A, resp. tečnou u v bodě U∞ .

Pascalova př́ımka p je určena body α = u ∩ 45 a γ = 34 ∩ 61. Tečna a je určena

body A a β = 23 ∩ p.

Obr. 2.2.5

Úloha 2.2.6 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi body A,B,C a dvěma ne-

vlastńımi body U∞ , V∞ . Sestrojte daľśı bod kuželosečky.

Řešeńı(Obr. 2.2.6): Označ́ıme A = 5, B = 2, C = 4, U∞ = 1, V∞ = 3 a zvoĺıme

libovolnou př́ımku d procházej́ıćı bodem A a neprocházej́ıćı body B,C, U∞ , V∞ .

Dále sestroj́ıme Pascalovu př́ımku p šestiúhelńıku (1, 2, 3, 4, 5, 6), pro který je

spojnice vrchol̊u 5, 6 dána př́ımkou d. Př́ımka p je určena body α = 12 ∩ 45

a β = 23 ∩ 56. Hledaný bod D kuželosečky urč́ıme jako pr̊useč́ık př́ımky d s

př́ımkou γ1, kde γ = 34 ∩ p.
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Obr. 2.2.6

Úloha 2.2.7 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi body A,B,C a dvěma ne-

vlastńımi body U∞ , V∞ . Sestrojte tečny kuželosečky v nevlastńıch bodech.

Řešeńı(Obr. 2.2.7): Označ́ıme A = 1, B = 4, C = 2, U∞ = 5 = 6, V∞ = 3 a

sestroj́ıme Pascalovu př́ımku p šestiúhelńıku (1, 2, 3, 4, 5, 6). Př́ımka p je určena

body α = 12 ∩ 45 a γ = 34 ∩ 61. Hledaná tečna u v bodě U∞ , která nahrazuje

spojnici vrchol̊u 5, 6 šestiúhelńıku, procháźı bodem β = 23 ∩ p. Tečnu v v bodě

V∞ sestroj́ıme analogicky.

Obr. 2.2.7

Úloha 2.2.8 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi body A,B,C a jedńım ne-

vlastńım bodem U∞ s nevlastńı tečnou. Sestrojte tečnu kuželosečky v některém z

daných vlastńıch bod̊u.
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Obr. 2.2.8

Řešeńı(Obr. 2.2.8): Označ́ıme A = 1, B = 5 = 6, C = 2, U∞ = 3 = 4 a sestroj́ıme

Pascalovu př́ımku p šestiúhelńıku (1, 2, 3, 4, 5, 6). Spojnici splývaj́ıćıch vrchol̊u 3

a 4 nahrad́ıme tečnou v bodě U∞ , tedy nevlastńı př́ımkou n∞ . Př́ımka p je určena

vlastńım bodem α = 12 ∩ 45 a nevlastńım bodem γ = 61 ∩ n∞ . Hledaná tečna

b nahrazuje spojnici vrchol̊u 5 a 6 šestiúhelńıku (1, 2, 3, 4, 5, 6), a procháźı tedy

bodem β = 23 ∩ p.

2.3 Brianchonova věta

K Pascalově větě lze vyslovit větu duálńı, tzv. Brianchonovu5. Tato věta byla objevena

166 let po větě Pascalově, jelikož v té době nebyl znám princip duality.

Definice 2.3.1 Uspořádaná množina {t1, t2, t3, t4, t5, t6} šesti tečen kuželosečky K
se nazývá šestiúhelńık kuželosečce opsaný. Př́ımky t1, t2, t3, t4, t5, t6 nazýváme strany

šestiúhelńıku, body t1 ∩ t2 = 1, t2 ∩ t3 = 2, t3 ∩ t4 = 3, t4 ∩ t5 = 4, t5 ∩ t6 = 5, t6 ∩ t1 =

6 nazýváme vrcholy šestiúhelńıku, dvojice vrchol̊u 1,4; 2,5; 3,6 nazýváme protěǰśı

vrcholy šestiúhelńıku.

Věta 2.3.1 (Brianchonova ) Spojnice protěǰśıch vrchol̊u šestiúhelńıku kuželosečce

opsaného procházej́ı jedńım bodem, tzv. Brianchonovým bodem, a opačně procházej́ı-

li spojnice protěǰśıch vrchol̊u šestiúhelńıku jedńım bodem, pak tento šestiúhelńık je

opsán jisté kuželosečce.

5Objevena francouzským matematikem Charlesem Julienem Brianchonem (1783–1864) roku 1806.
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Obr. 2.3.1

Splynou-li dvě sousedńı strany šestiúhelńıku kuželosečce opsaného, nahrazujeme je-

jich pr̊useč́ık bodem dotyku dané kuželosečky na této př́ımce. Pro př́ıpad, kdy šest stran

šestiúhelńıku splyne (po dvou) do třech, dostáváme duálńı větu k větě o trojúhelńıku

kuželosečce vepsaném.

Věta 2.3.2 Spojnice vrchol̊u trojúhelńıku kuželosečce opsaného s body dotyku jeho

protěǰśıch stran procházej́ı jedńım bodem.

Brianchonovu větu už́ıváme zejména ke konstrukci daľśıch tečen kuželosečky, kterou

máme zadánu pomoćı pěti tečen či dvěma tečnami s body dotyku a daľśı tečnou.

Úloha 2.3.1 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi tečnami a, b, c, d, e. Sestrojte

daľśı tečnu kuželosečky.

Obr. 2.3.2
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Řešeńı (Obr. 2.3.2): Označ́ıme a = t1, b = t2, c = t3, d = t4, e = t5 a na př́ımce

t1 zvoĺıme libovolný bod X = 6 nelež́ıćı na žádné z př́ımek t2, t3, t4, t5. Sestroj́ıme

Brianchon̊uv bod β šestiúhelńıku (t1, t2, t3, t4, t5, t6) kuželosečce opsaného jako

pr̊useč́ık př́ımek 14 a 36, kde 1 = t1∩ t2, 4 = t4∩ t5 a 3 = t3∩ t4. Dále urč́ıme bod

5 jako pr̊useč́ık př́ımek β2 a t5. T́ımto bodem a bodem 6 procháźı hledaná tečna

t6 kuželosečky.

Úloha 2.3.2 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi tečnami a, b, c, d, e. Sestrojte bod

dotyku na jedné z nich.

Obr. 2.3.3

Řešeńı (Obr. 2.3.3): Označ́ıme a = t1, b = t2, c = t3, d = t4 = t5, e = t6 a se-

stroj́ıme Brianchon̊uv bod β šestiúhelńıku (t1, t2, t3, t4, t5, t6). Pr̊useč́ık splývaj́ıćıch

stran t4, t5 šestiúhelńıku nahrazujeme hledaným bodem dotyku tečny d. Brian-

chon̊uv bod je pr̊useč́ık př́ımek 25 a 36, kde 2 = t2 ∩ t3, 5 = t5 ∩ t6, 3 = t3 ∩ t4
a 6 = t6 ∩ t1. Bod dotyku D = 4 na tečně d urč́ıme jako pr̊useč́ık př́ımky d s

př́ımkou β1.

Úloha 2.3.3 Kuželosečka je dána čtyřmi vlastńımi tečnami a, b, c, d a bodem

dotyku B na tečně b. Sestrojte daľśı bod dotyku.
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Obr. 2.3.4

Řešeńı (Obr. 2.3.4): Označ́ıme a = t1 = t6, b = t2 = t3, c = t4, d = t5 a se-

stroj́ıme Brianchon̊uv bod β šestiúhelńıku (t1, t2, t3, t4, t5, t6). Jelikož strany t2 a t3
šestiúhelńıku splývaj́ı, nahrad́ıme jejich pr̊useč́ık bodem B = 2. Vrcholy 1, 3, 4, 5

šestiúhelńıku urč́ıme jako pr̊useč́ıky odpov́ıdaj́ıćıch stran tohoto šestiúhelńıku.

Hledaný bod dotyku na tečně a urč́ıme jako vrchol 6 šestiúhelńıku (t1, t2, t3, t4, t5, t6).

Bod A = 6 je tedy pr̊useč́ık př́ımek a a β3.

Úloha 2.3.4 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi tečnami a, b, c a body dotyku

A,B na tečnách a, b. Sestrojte zbývaj́ıćı bod dotyku.

Obr. 2.3.5

Řešeńı (Obr. 2.3.5): Označ́ıme a = t1 = t2, b = t3 = t4, c = t5 = t6 a A = 1, B =

3, 2 = t2 ∩ t3, 4 = t4 ∩ t5, 6 = t6 ∩ t1. Sestroj́ıme Brianchon̊uv bod β jako pr̊useč́ık

př́ımek 14 a 36. Hledaný bod dotyku C = 5 na tečně c je pr̊useč́ık této tečny s

př́ımkou β2.

Úloha 2.3.5 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi tečnami a, b, c a body dotyku

A,B na tečnách a, b. Sestrojte daľśı tečnu.
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Obr. 2.3.6

Řešeńı (Obr. 2.3.6): Označ́ıme a = t1 = t2, b = t3 = t4, c = t6 a na tečně t6 zvoĺıme

libovolný bod X = 5 nelež́ıćı na žádné z tečen t1, t2, t3, t4. Bod X = 5 je vrcholem

šestiúhelńıku (t1, t2, t3, t4, t5, t6), kde tečna t5 je hledaná tečna kuželosečky. Urč́ıme

Brianchon̊uv bod β tohoto šestiúhelńıku, β = 25 ∩ 36, kde 2 = t2 ∩ t3, B = 3 a

6 = t6 ∩ t1, a pomoćı tohoto bodu sestroj́ıme vrchol 4. Hledaná tečna t5 je určena

body X = 5 a 4.

Úloha 2.3.6 Kuželosečka je dána čtyřmi vlastńımi tečnami a, b, c, d a nevlastńım

bodem dotyku D∞ na tečně d. Sestrojte daľśı tečnu kuželosečky.

Obr. 2.3.7

Řešeńı (Obr. 2.3.7): Označ́ıme a = t1, b = t2, c = t3, d = t5 = t6 a na tečně

t3 zvoĺıme libovolný bod X = 3 nelež́ıćı na žádné z tečen t1, t2, t4, t6. Nevlastńı

bod dotyku D∞ nahrazuje pr̊useč́ık stran t5, t6 šestiúhelńıku (t1, t2, t3, t4, t5, t6),

označ́ıme tedy D∞ = 5. Sestroj́ıme Brianchon̊uv bod β tohoto šestiúhelńıku, ve

kterém je strana t4 hledanou tečnou kuželosečky. Pomoćı bodu β urč́ıme vrchol 4

šestiúhelńıku, který spolu s bodem X = 3 určuje hledanou tečnu t4.

Úloha 2.3.7 Kuželosečka je dána čtyřmi vlastńımi tečnami a, b, c, d a nevlastńım

bodem dotyku D∞ na tečně d. Sestrojte daľśı bod kuželosečky.
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Obr. 2.3.8

Řešeńı (Obr. 2.3.8): Označ́ıme a = t1, b = t2, c = t3 = t4, d = t5 = t6 a 1 =

t1 ∩ t2, 2 = t2 ∩ t3, 4 = t4 ∩ t5, D∞ = 5, 6 = t6 ∩ t1. Sestroj́ıme Brianchon̊uv bod β,

pro který plat́ı β = 14 ∩ 25. Hledaný bod dotyku C tečny c urč́ıme jako vrchol 3

šestiúhelńıku (t1, t2, t3, t4, t5, t6), tedy C = 3 = c ∩ β6.

Úloha 2.3.8 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi tečnami a, b, c, nevlastńı tečnou

n∞ a bodem dotyku C na tečně c. Sestrojte daľśı tečnu kuželosečky.

Obr. 2.3.9

Řešeńı (Obr. 2.3.9): Označ́ıme a = t1, b = t2, c = t4 = t5, n∞ = t6 a na tečně t2
zvoĺıme libovolný bod X = 2 nelež́ıćı na žádné z tečen t1, t4, t6. Sestroj́ıme Brian-

chon̊uv bod β šestiúhelńıku (t1, t2, t3, t4, t5, t6) a poté vrchol 3 tohoto šestiúhelńıku

jako pr̊useč́ık strany t4 s př́ımkou β6. Hledaná tečna t3 je určena body X = 2 a 3.

Úloha 2.3.9 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi tečnami a, b, c a vlastńım bo-

dem dotyku C na tečně c. Sestrojte bod dotyku na nevlastńı př́ımce n∞ .
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Řešeńı (Obr. 2.3.10): Označ́ıme a = t1, b = t2, c = t3 = t4, n∞ = t5 = t6 a

1 = t1 ∩ t2, 2 = t2 ∩ t3, C = 3, 4 = t4 ∩ t5, 6 = t6 ∩ t1. Hledaný body dotyku N∞

nevlastńı tečny n∞ je poté vrchol 5 šestiúhelńıka (t1, t2, t3, t4, t5, t6) kuželosečce

opsaného. Sestroj́ıme-li Brianchon̊uv bod β = 14 ∩ 36, je nevlastńı bod N∞ = 5

určen směrem př́ımky β2.

Obr. 2.3.10

Úloha 2.3.10 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi tečnami a, b, c a dvěma ne-

vlastńımi body dotyku A∞ , B∞ na tečnách a, b. Sestrojte bod dotyku C tečny

c.

Řešeńı: (Obr. 2.3.11) Označ́ıme a = t1 = t2, b = t3 = t4, c = t5 = t6 a A∞ =

1, 2 = t2 ∩ t3, B∞ = 3, 4 = t4 ∩ t5, 6 = t6 ∩ t1. Hledaný bod C splyne s vrcholem

5 šestiúhelńıku (t1, t2, t3, t4, t5, t6), sestroj́ıme jej tedy pomoćı Brianchonova bodu

β, který źıskáme jako pr̊useč́ık př́ımek 36 a 14. Bod 5 = c ∩ 2β.
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Obr. 2.3.11

2.4 Involuce na kuželosečce

Definice 2.4.1 Kvadratické soustavy bod̊u K (A,B,C, . . .), K (A′, B′, C ′, . . .) tvoř́ı

involuci bod̊u, promı́taj́ı-li se z libovolného bodu kuželosečky involutorńımi svazky.

Definice 2.4.1∗Kvadratické soustavy tečen K (a, b, c, . . .), K (a′, b′, c′, . . .) tvoř́ı invo-

luci tečen, vyt́ınaj́ı-li na libovolné tečně kuželosečky involutorńı řady bodové.

Pro involuci kvadratických soustav bod̊u či tečen plat́ı analogické věty jako pro

involuci lineárńıch útvar̊u.

Věta 2.4.1 Jestlǐze v projektivnosti kvadratických soustav bod̊u, resp. tečen, existuje

kromě samodružných prvk̊u alespoň jeden involutorńı pár prvk̊u, pak všechny páry

odpov́ıdaj́ıćıch si prvk̊u jsou involutorńı a daná projektivnost je involuce.

Věta 2.4.2 Involuce kvadratických soustav bod̊u, resp. tečen, je určena dvěma r̊uz-

nými páry odpov́ıdaj́ıćıch si prvk̊u.

Věta 2.4.3 Involuce na kuželosečce má bud’ dva r̊uzné samodružné prvky nebo nemá

žádný samodružný prvek.

Definice 2.4.2 Involuce na kuželosečce se dvěma samodružnými prvky se nazývá

hyperbolická. Involuce bez samodružných bod̊u se nazývá eliptická.
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Věta 2.4.4 Kterékoli dva páry odpov́ıdaj́ıćıch si prvk̊u eliptické involuce se navzájem

odděluj́ı, zat́ımco kterékoli dva páry odpov́ıdaj́ıćıch si prvk̊u hyperbolické involuce se

navzájem neodděluj́ı.

Při studiu involuce na kuželosečce můžeme také, oproti involuci lineárńıch útvar̊u,

využ́ıt direkčńı osu, resp. direkčńı střed, dané involutorńı projektivity. Následuj́ıćı věty

popisuj́ı některé vlastnosti direkčńı osy, resp. direkčńıho středu, které využ́ıváme při

řešeńı úloh o kuželosečkách.

Definice 2.4.3 Direkčńı osa involutorńı projektivity bod̊u na kuželosečce se nazývá

osa involuce bod̊u.

Definice 2.4.3∗ Direkčńı střed involutorńı projektivity tečen kuželosečky se nazývá

střed involuce tečen.

Věta 2.4.5 Osa hyperbolické involuce bod̊u na kuželosečce prot́ıná tuto kuželosečku

v samodružných bodech této involuce.

Věta 2.4.5∗Tečny vedené ze středu hyperbolické involuce tečen kuželosečky jsou sa-

modružné př́ımky této involuce.

Věta 2.4.6 Involuce bod̊u na kuželosečce je určena svou osou.

Věta 2.4.6∗Involuce tečen kuželosečky je určena svým středem.

K určeńı direkčńı osy, resp. direkčńıho středu, projektivity kvadratických soustav

jsou potřeba tři páry odpov́ıdaj́ıćıch si prvk̊u. Jelikož je však involuce určena

pouze dvěma páry, uvedeme věty, které dávaj́ı návod, jak pomoćı těchto bod̊u

sestrojit osu involuce, resp. střed involuce.

Věta 2.4.7 Jsou-li A,A′, B,B′ dva r̊uzné páry odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u v involuci na

kuželosečce, pak osa této involuce je diagonálńı stranou úplného čtyřrohu AA′BB′,

která lež́ı proti tomu diagonálńımu vrcholu, kterým procházej́ı strany AA′ a BB′.
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D̊ukaz: Necht’ A → A′ a B → B′. Polož́ıme-li C = A′ a C ′ = A, pak jistě C → C ′,

jelikož se jedná o involuci. Osa této involuce procháźı bodem AB′∩A′B, který je zároveň

diagonálńım vrcholem úplného čtyřrohu AA′BB′, a bodem BC ′ ∩ B′C, který je také

diagonálńım vrcholem úplného čtyřrohu AA′BB′. Osa této involuce je tedy diagonálńı

stranou tohoto čtyřrohu.

�

Obr. 2.4.1

Důležitá vlastnost involuce bod̊u dané kuželosečceK (A,B, ϕ) je patrná z Obr. 2.4.1.

Jsou-liA,A′, resp.B,B′, resp. C,C ′ tři libovolné, vzájemně r̊uzné páry odpov́ıdaj́ı-

ćıch si bod̊u této involuce, osa této involuce je diagonálńı stranou úplného čtyřrohu

AA′BB′ a zároveň diagonálńı stranou úplného čtyřrohu AA′CC ′. Označme tuto

osu involuce p. Pr̊useč́ık spojnic A,A′ a B,B′ je diagonálńı vrchol P úplného

čtyřrohu AA′BB′, který lež́ı proti diagonálńı straně p. Pr̊useč́ık osy p s př́ımkou

A,A′ označme PA. Z harmonických vlastnost́ı úplného čtyřrohu v́ıme, že plat́ı

(AA′PPA) = −1. Př́ımka p je zároveň diagonálńı stranou úplného čtyřrohuAA′CC ′,

takže jeho diagonálńı vrchol proti ńı lež́ıćı, což je pr̊useč́ık př́ımek A,A′ a C,C ′, je

bod, který spolu s bodem PA odděluje harmonicky dvojici bod̊u A,A′; to znamená,

že pr̊useč́ık př́ımek A,A′ a C,C ′ je opět bod P , tedy že př́ımka C,C ′ procháźı bo-

dem P , který se nazývá středem dané involuce bod̊u na kuželosečce K (A,B, ϕ).

Pro osu involuce se provede duálńı úvaha, kterou ponecháme na čtenáři.

Věta 2.4.7∗ Jsou-li a, a′, b, b′ dva r̊uzné páry odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek v involuci

tečen kuželosečky, pak střed této involuce je diagonálńı vrchol úplného čtyřstranu

aa′bb′, který lež́ı proti té diagonálńı straně, na které lež́ı vrcholy a ∩ a′ a b ∩ b′.
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Osa involuce je tedy diagonálńı stranou každého úplného čtyřrohu AA′BB′, kde

A,A′, B,B′ jsou libovolné r̊uzné páry odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u v této involuci. Duálně

plat́ı totéž pro střed involuce. Snadno ukážeme, že podobná vlastnost plat́ı i pro dia-

gonálńı vrchol úplného čtyřrohu, který lež́ı proti ose involuce.

Věta 2.4.8 Spojnice odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u v involuci bod̊u na kuželosečce procházej́ı

jedńım bodem, tzv. středem involuce bod̊u.

D̊ukaz: Necht’ A,A′, B,B′, C,C ′ jsou odpov́ıdaj́ıćı si páry v involuci. Osa této involuce p

je diagonálńı stranou úplného čtyřrohu AA′BB′ a současně diagonálńı stranou úplného

čtyřrohu AA′CC ′. Označ́ıme-li AA′ ∩ p = PA, AA′ ∩ BB′ = P a AA′ ∩ CC ′ = P ′,

pak z harmonických vlastnost́ı úplného čtyřrohu plyne, že (AA′PPA) = −1 a zároveň

(AA′P ′PA) = −1 a tedy P = P ′.

�

Věta 2.4.8∗Pr̊useč́ıky odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek v involuci tečen kuželosečky lež́ı na

jedné př́ımce, tzv. ose involuce tečen.

Věta 2.4.9 Dvojice bod̊u odpov́ıdaj́ıćıch si v involuci na kuželosečce je harmonicky

oddělována dvojićı bod̊u, které na jejich spojnici tvoř́ı pr̊useč́ık s osou involuce a střed

involuce. (Obr. 2.4.1)

Věta 2.4.9∗ Dvojice př́ımek odpov́ıdaj́ıćıch si v involuci tečen na kuželosečce je har-

monicky oddělována dvojićı př́ımek, které tvoř́ı spojnice jejich pr̊useč́ıku se středem

této involuce a osa této involuce. (Obr. 2.4.2)

Obr. 2.4.2
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Mezi involućı bod̊u a involućı tečen kuželosečky lze nalézt vzájemný vztah, kdy

každou involuci bod̊u můžeme převést na involuci tečen a opačně. Dále tak budeme

hovořit pouze o involuci bod̊u.

Věta 2.4.10 Dvojice tečen kuželosečky sestrojené v odpov́ıdaj́ıćıch si bodech involuce

bod̊u tvoř́ı involuci tečen. Obě involuce maj́ı společný střed a osu.

Pro involuci bod̊u tedy plat́ı stejné vlastnosti jako pro involuci tečen. Involuce bod̊u

je tedy také určena svým středem, kterým procházej́ı tečny sestrojené v samodružných

bodech této involuce.

Definice 2.4.4 Je-li P střed involuce bod̊u na kuželosečce, pak ř́ıkáme, že bod P

tuto involuci na kuželosečce indukuje.

Jelikož diagonálńı vrchol lež́ıćı proti diagonálńı straně úplného čtyřrohu, neńı s touto

stranou nikdy incidentńı, neńı střed involuce incidentńı s osou této involuce. Dále lze

ukázat, že střed involuce nelež́ı na kuželosečce a osa involuce neńı tečnou kuželosečky.

Konstrukce 2.4.1 Doplňte involuci př́ımek ve svazku o středu M , která je dána dvěma

páry odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek a, a′, b, b′, a určete jej́ı samodružné př́ımky.

Obr. 2.4.3
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Postup (Obr. 2.4.3): Involuce př́ımek ve svazku se středem M je dána dvěma páry

odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek a, a′, b, b′; sestrojme libovolnou kružnici k procházej́ıćı bodem

M . Tato involuce př́ımek prot́ıná kružnici k v involuci bod̊u, jej́ıž střed P sestroj́ıme

jako pr̊useč́ık spojnic AA′ a BB′. Libovolná daľśı př́ımka incidentńı s bodem P protne

kružnici k v bodech C,C ′, jimiž procházej́ı př́ımky c, c′ daného svazku, jež tvoř́ı daľśı

pár dané involuce. Dále urč́ıme osu involuce bod̊u na kružnici k, která danou kružnici

k prot́ıná v samodružných bodech této involuce. Osu můžeme sestrojit dvěma zp̊usoby,

bud’to jako diagonálńı stranu úplného čtyřrohu AA′BB′ nebo jako spojnici bod̊u dotyku

tečen vedených z bodu P . Pr̊useč́ıky kružnice k s osou p jsou samodružné body involuce

na kružnici k a jimi procházej́ı hledané samodružné př́ımky x = x′ a y = y′ dané

involuce.

Konstrukce 2.4.2 Doplňte involuci bod̊u na př́ımce m, která je dána dvěma páry

odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u A,A′ a B,B′ a určete jej́ı samodružné body.

Postup: Provedeńı by bylo možno uskutečnit dualizaćı předchoźıho konstrukce. Rych-

leǰśı je však převedeńı dané úlohy na předchoźı, a to tak, že involuci bod̊u na př́ımce

m promı́tneme z libovolného bodu M , který nelež́ı na př́ımce m a danou úlohu řeš́ıme

pro tuto involuci př́ımek.

2.5 Polárńı vlastnosti kuželoseček

Definice 2.5.1 Necht’ je dána kuželosečka. Jestliže bod P nelež́ı na kuželosečce,

pak osu involuce, kterou na kuželosečce indukuje bod P , nazveme polárou bodu P

vzhledem k této kuželosečce. Jestliže bod P lež́ı na kuželosečce, nazveme polárou

tečnu dané kuželosečky v bodě P . Je-li př́ımka p polárou bodu P vzhledem k dané

kuželosečce, pak bod P nazveme pólem př́ımky p vzhledem k této kuželosečce.

Pro pól nelež́ıćı na kuželosečce a jeho poláru můžeme vyslovit podobné věty jako

pro střed a osu téže involuce.

Věta 2.5.1 Je-li př́ımka p polárou bodu P vzhledem ke kuželosečce, pak body dotyku

tečen vedených ke kuželosečce z bodu P jsou pr̊useč́ıky poláry p s kuželosečkou.

Věta 2.5.1∗ Je-li bod P pólem př́ımky p vzhledem ke kuželosečce, pak tečny sestrojené

v pr̊useč́ıćıch př́ımky p s kuželosečkou procházej́ı pólem P .

Věta 2.5.2 Necht’ P je bod, který nelež́ı na kuželosečce, p je jeho polára, př́ımka

q (která neńı tečnou kuželosečky) incidentńı s bodem P necht’ prot́ıná kuželosečku v

bodech A, A′ a poláru p v bodě PA. Pak body A,A′, P, PA tvoř́ı harmonickou čtveřici.
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Věta 2.5.2∗ Necht’ p je př́ımka, která neńı tečnou kuželosečky, bod P jej́ı pól, bodem

Q př́ımky p (který nelež́ı na kuželosečce) necht’ procházej́ı tečny a, a′ kuželosečky a

př́ımka pa = PQ. Pak př́ımky a, a′, p, pa tvoř́ı harmonickou čtveřici.

Z vlastnost́ı involuce lze odvodit následuj́ıćı duálńı věty o vztahu pól̊u a polár téže

kuželosečky. Tohoto vztahu využ́ıváme např́ıklad při konstrukci pólu dané př́ımky.

Věta 2.5.3 Lež́ı-li pól Q na poláře p bodu P vzhledem ke kuželosečce K, pak polára

q bodu Q vzhledem k téže kuželosečce procháźı bodem P .

D̊ukaz: Necht’ Q ∈ p, kde p je polára bodu P . Pro P ∈ K je věta zřejmě plat́ı. Necht’

tedy P,Q /∈ K. Př́ımka PQ tedy neńı tečnou kuželosečky K. Jestliže př́ımka PQ prot́ıná

kuželosečku v bodech A,A′, patř́ı tyto body jak involuci indukované bodem P , tak i

involuci indukované bodem Q. Zřejmě tedy plat́ı, že body A,A′, P,Q tvoř́ı harmonickou

čtveřici bod̊u a polára q bodu Q muśı tedy procházet bodem P .

Necht’ Q ∈ p, kde p je polára bodu P a necht’ př́ımka PQ kuželosečku K neprot́ıná.

Tečny kuželosečky vedené z bodu Q tvoř́ı involutorńı pár tečen involuce o ose p a středu

P . Body dotyku těchto tečen tedy tvoř́ı involutorńı pár involuce o téže ose p a středu

P . Př́ımka AA′, jenž je polárou q bodu Q, tedy procháźı bodem P . �

Věta 2.5.3∗ Procháźı-li polára q pólem P př́ımky p vzhledem ke kuželosečce K, pak

pól Q př́ımky q vzhledem k téže kuželosečce lež́ı na př́ımce p.

Definice 2.5.2 Dva body, z nichž každý lež́ı na poláře druhého z nich sestrojené

vzhledem k téže kuželosečce, se nazývaj́ı sdružené póly této kuželosečky, nebo ř́ıkáme,

že každý z nich je vzhledem k dané kuželosečce polárně sdružený s druhým z nich.

Definice 2.5.2∗Dvě př́ımky, z nichž každá procháźı pólem druhé z nich sestrojené

vzhledem k téže kuželosečce, se nazývaj́ı sdružené poláry této kuželosečky, nebo ř́ıkáme,

že každá z nich je vzhledem k dané kuželosečce polárně sdružena s druhou z nich.

Máme-li dva sdružené póly P,Q a jejich poláry p, q vzhledem k nějaké kuželosečce,

pak zřejmě pr̊useč́ık R těchto polár je pólem př́ımky PQ. Pro takovouto trojici pól̊u,

resp. polár, nav́ıc plat́ı daľśı vlastnost plynoućı z harmonických vlastnost́ı úplného

čtyřrohu, resp. čtyřstranu.

Definice 2.5.3 Trojúhelńık, jehož každá strana je polárou jeho protilehlého vrcholu

vzhledem ke kuželosečce, se nazývá polárńı trojúhelńık kuželosečky.
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Věta 2.5.4 Je-li úplný čtyřroh kuželosečce vepsán, pak jeho diagonálńı trojúhelńık

je polárńım trojúhelńıkem této kuželosečky.

Věta 2.5.4∗Je-li úplný čtyřstran kuželosečce opsán, pak jeho diagonálńı trojúhelńık

je polárńım trojúhelńıkem této kuželosečky.

Zřejmě plat́ı, že poláry všech bod̊u př́ımky p vzhledem k téže kuželosečce procházej́ı

jedńım bodem, pólem P př́ımky p. A opačně, že póly všech př́ımek procházej́ıćıch bodem

P lež́ı na př́ımce p. Máme tedy dáno jednoznačné zobrazeńı bod̊u př́ımky p na př́ımky

svazku [ P ] a ptáme se jaké má vlastnosti.

Věta 2.5.5 Prob́ıhá-li bod př́ımou řadu bodovou, vytvoř́ı jeho poláry svazek př́ımek,

který je s danou př́ımou řadou bodovou projektivńı.

Věta 2.5.5∗ Prob́ıhá-li př́ımka svazek př́ımek, vytvoř́ı jej́ı póly př́ımou řadu bodovou,

která je s daným svazkem př́ımek projektivńı.

Uvažujme př́ımku q, která neńı tečnou kuželosečky. K př́ımé řadě bodové [ q ]

lze podle věty 2.5.5 sestrojit projektivńı svazek př́ımek. K tomuto svazku lze podle

věty 2.5.5∗ sestrojit projektivńı řadu bodovou. Složeńım těchto dvou projektivit dostáváme

soumı́stnou projektivitu řad. Z této konstrukce je zřejmé, že páry odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u

v této projektivitě tvoř́ı páry sdružených pól̊u vzhledem k dané kuželosečce, a tedy tato

projektivita je involuce. Odvodili jsme tak následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 2.5.6 Neńı-li př́ımka q tečnou kuželosečky, tvoř́ı páry sdružených pól̊u kuželo-

sečky na př́ımce q involuci bod̊u.

Věta 2.5.6∗ Nelež́ı-li bod Q na kuželosečce, tvoř́ı páry sdružených polár v bodě Q

involuci př́ımek.

Definice 2.5.4 Involuce sdružených pól̊u kuželosečky na př́ımce q se nazývá invo-

luce indukovaná kuželosečkou na př́ımce q. Involuce sdružených polár kuželosečky v

bodě Q se nazývá involuce indukovaná kuželosečkou v bodě Q.
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Involuce indukovaná kuželosečkou má opět bud’ právě dva r̊uzné samodružné prvky

nebo nemá žádný samodružný prvek. Následuj́ıćı věty plynou př́ımo z předchoźı úvahy

a z vlastnost́ı involuce.

Věta 2.5.7 Samodružné body involuce sdružených pól̊u indukované kuželosečkou na

př́ımce q jsou pr̊useč́ıky př́ımky q s kuželosečkou.

Věta 2.5.7∗ Samodružné př́ımky x, y involuce sdružených polár indukované kuželo-

sečkou v bodě Q jsou tečny vedené z bodu Q ke kuželosečce.

Věta 2.5.8 Každá dvojice sdružených pól̊u kuželosečky na př́ımce q odděluje harmo-

nicky pr̊useč́ıky X, Y př́ımky q s kuželosečkou. (Obr. 2.5.1)

Obr. 2.5.1

Věta 2.5.8∗ Každá dvojice sdružených polár kuželosečky v bodě Q odděluje harmo-

nicky tečny x, y vedené z bodu Q ke kuželosečce. (Obr. 2.5.1)

Věta 2.5.9 Involuce indukovaná kuželosečkou na př́ımce q se promı́tá z pólu Q této

př́ımky involućı př́ımek, která je indukována kuželosečkou v bodě Q.

Polárńıch vlastnost́ı kuželoseček využ́ıváme při konstrukci daľśıch bod̊u či tečen

kuželosečky. Jak uvid́ıme v následuj́ıćıch úlohách, je možné pól̊u a polár využ́ıt k jed-

noznačnému zadáńı kuželosečky.

Úloha 2.5.1 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi body A,B,C,D,E. K danému

bodu P sestrojte jeho poláru p.

Řešeńı (Obr. 2.5.2): Pólem P a bodem A, resp. B, prolož́ıme př́ımku, na které

pomoćı Pascalovy věty sestroj́ıme bod A′, resp. B′, lež́ıćı na kuželosečce. Body
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A,A′, B′, B tvoř́ı úplný čtyřroh s diagonálńım bodem P . Sestroj́ıme zbylé dia-

gonálńı body X a Y , kterými je určena polára p bodu P (věta 2.4.7).

Obr. 2.5.2

Úloha 2.5.2 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi tečnami a, b, c, d, e. K dané

př́ımce p sestrojte jej́ı pól P .

Obr. 2.5.3

Řešeńı (Obr. 2.5.3): Pomoćı Brianchonovy věty sestroj́ıme tečnu a′, resp. b′, dané

kuželosečky procházej́ıćı bodem A = a ∩ p, resp. B = b ∩ p. Tečny a, a′, b, b′ tvoř́ı

úplný čtyřstran kuželosečce opsaný s diagonálńı př́ımkou p. Hledaný pól P je tedy

pr̊useč́ıkem zbylých diagonálńıch př́ımek UV a XY , kde U = a′∩b, V = a∩b′, X =

a ∩ b, Y = a′ ∩ b′ (věta 2.4.7∗).

Úloha 2.5.3 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi body A,B,C a pólem P s

polárou p. Sestrojte daľśı body kuželosečky.

Řešeńı (Obr. 2.5.4): Pólem P a bodem A prolož́ıme př́ımku, která protne poláru

p v bodě PA. Pro bod A′, ve kterém prot́ıná př́ımka AP kuželosečku, plat́ı

(AA′PPA) = −1 (věta 2.5.2). Sestroj́ıme jej tedy užit́ım konstrukce 1.10.1. Dále
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sestroj́ıme bod B′ kuželosečky lež́ıćı na př́ımce BP . Využijeme k tomu vlast-

nost́ı čtyřrohu A,A′, B,B′, ve kterém je bod P diagonálńım vrcholem a př́ımka

p diagonálńı stranou. Př́ımka AB prot́ıná př́ımku p v diagonálńım vrcholu X.

Př́ımka A′X je stranou úplného čtyřrohu, na které lež́ı hledaný vrchol B′, tedy

B′ = A′X ∩BP .

Obr. 2.5.4

Úloha 2.5.4 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi tečnami a, b, c a pólem P s

polárou p. Sestrojte daľśı tečnu kuželosečky.

Řešeńı (Obr. 2.5.5): Označ́ıme X = a ∩ p a PX = pa. Pro hledanou tečnu a′,

která procháźı bodem X, plat́ı (aa′ppa) = −1 (věta 2.5.2∗). Sestroj́ıme ji užit́ım

konstrukce 1.10.1∗.
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Obr. 2.5.5

Úloha 2.5.5 Kuželosečka je dána dvěma vlastńımi body A,B, tečnou a v bodě

A a pólem P s polárou p. Sestrojte daľśı bod a tečnu.

Řešeńı (Obr. 2.5.6): Označ́ıme PB = BP ∩ p,X = a ∩ p, pa = PX. Na př́ımce

BP sestroj́ıme bod B′, pro který plat́ı (BB′PPB) = −1, a t́ım źıskáme daľśı

bod kuželosečky. Dále sestroj́ıme př́ımku a′, pro kterou plat́ı (aa′ppa) = −1. Tato

př́ımka je pak hledanou tečnou kuželosečky.

Obr. 2.5.6

Úloha 2.5.6 Kuželosečka je dána dvěma body A,B a polárńım trojúhelńıkem

PQR. Sestrojte daľśı body kuželosečky.

Obr. 2.5.7

Řešeńı (Obr. 2.5.7): Sestroj́ıme př́ımku AQ, která protne poláru q pólu Q v bodě

QA. Př́ımka AQ prot́ıná kuželosečku v bodě A a v hledaném bodě A′. Pro čtveřici
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bod̊u A,A′, Q,QA plat́ı (AA′QQA) = −1. Hledaný bod A′ sestroj́ıme pomoćı

konstrukce 1.10.1. Daľśı hledané body kuželosečky sestroj́ıme analogicky.

Úloha 2.5.7 Kuželosečka je dána dvěma tečnami a, b a polárńım trojúhelńıkem

PQR. Sestrojte daľśı tečnu kuželosečky.

Řešeńı (Obr. 2.5.8): Označ́ıme X = a∩ r a sestroj́ıme př́ımku ra = XR. Chceme

sestrojit tečnu kuželosečky a′ 6= a procházej́ıćı bodem X, přičemž pro čtveřici

př́ımek a, a′, r, ra plat́ı (aa′rra) = −1 (věta 2.5.8∗). Př́ımku a′ lze sestrojit pomoćı

konstrukce 1.10.1∗, nebo využijeme vlastnosti dvojpoměru (ABCD∞) = (ABC)

následuj́ıćım zp̊usobem. Protože (ABCD∞) = (ABC) = −1, je bod C středem

AB. Tedy v našem př́ıpadě vedeme libovolným vlastńım bodem K 6= X př́ımky

ra vedeme př́ımku m procházej́ıćı nevlastńım bodem př́ımky a, tedy rovnoběžku s

př́ımkou a. Př́ımka m protne př́ımku r v bodě L a hledanou př́ımku a′ v bodě M ,

protože (aa′rra) = −1 = (KLMA∞) = (KLM), bod M je tedy středem úsečky

KL. Daľśı tečny dané kuželosečky sestroj́ıme analogicky.

Obr. 2.5.8

Úloha 2.5.8 Kuželosečka je dána pólemM s polároum a polárńım trojúhelńıkem

PQR. Sestrojte několik bod̊u kuželosečky.

79



Obr. 2.5.9

Řešeńı (Obr. 2.5.9): Sestroj́ıme-li př́ımku MP , pak body P, P ′ = p∩MP,M,M ′ =

m ∩MP určuj́ı involuci sdružených pól̊u dané kuželosečky (věta 2.5.6). Jelikož

se odpov́ıdaj́ıćı si dvojice bod̊u neodděluj́ı, je tato involuce hyperbolická a má

tedy dva samodružné body. Dle věty 2.5.7 jsou samodružné body X, Y této invo-

luce pr̊useč́ıky př́ımky MP s kuželosečkou. Body X, Y sestroj́ıme pomoćı Steine-

rovy kružnice k (konstrukce 2.1.1). Z libovolného bodu S kružnice k promı́tneme

př́ımkami body M,M ′, P, P ′. Na kružnici k dostaneme involuci kvadratických

soustav bod̊u k (α, β, . . .) a k (α′, β′, . . .). Osa o této involuce prot́ıná kružnici k v

samodružných bodech χ, ψ. Promı́tneme-li body χ a ψ z bodu S na př́ımku MP

źıskáme hledané body X, Y dané kuželosečky. Daľśı body kuželosečky sestroj́ıme

analogicky.

Úloha 2.5.9 Kuželosečka je dána pěti body A,B,C,D,E. Sestrojte pr̊useč́ıky

dané př́ımky p s touto kuželosečkou.

Řešeńı (Obr. 2.5.10): Na př́ımce p zvoĺıme libovolné dva r̊uzné body Q,R a se-

stroj́ıme jejich poláry q, r vzhledem k dané kuželosečce (úloha 2.5.1). Označ́ıme

Q′ = q ∩ p,R′ = r ∩ p. Body Q,Q′, R,R′ určuj́ı na př́ımce p involuci sdružených

pól̊u kuželosečky. Jelikož se odpov́ıdaj́ıćı si dvojice bod̊u neodděluj́ı, jedná se o

hyperbolickou involuci a můžeme sestrojit samodružné body X, Y této involuce,

které jsou hledanými pr̊useč́ıky př́ımky p s danou kuželosečkou. V př́ıpadě, kdy by

involuce byla eliptická, daná př́ımka p by s kuželosečkou neměla žádný společný

bod.
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Obr. 2.5.10

2.6 Svazek a řada kuželoseček

Regulárńı kuželosečka je jednoznačně určena pěti svými body, z nichž žádné tři nelež́ı na

př́ımce. Dvě r̊uzné regulárńı kuželosečky tedy mohou mı́t nejvýše čtyři společné body,

přičemž těmito body procháźı nekonečně mnoho navzájem r̊uzných kuželoseček.

Definice 2.6.1 Necht’ A,B,C,D jsou čtyři r̊uzné body projektivńı roviny, z nichž

žádné tři nelež́ı v př́ımce. Množina všech kuželoseček, které procházej́ı bodyA,B,C,D

se nazývá svazek kuželoseček. Znač́ıme S (A,B,C,D).

Definice 2.6.2∗ Necht’ a, b, c, d jsou čtyři r̊uzné př́ımky projektivńı roviny, z nichž

žádné tři neprocházej́ı týmž bodem. Množina všech kuželoseček, které se dotýkaj́ı

př́ımek a, b, c, d se nazývá řada kuželoseček. Znač́ıme s (a, b, c, d).

Každý svazek kuželoseček obsahuje vedle regulárńıch kuželoseček také tři singulárńı

kuželosečky. Tyto singulárńı kuželosečky jsou tvořené protěǰśımi stranami úplného čtyř-

rohu A,B,C,D. Je zřejmé, že pro každý bod projektivńı roviny r̊uzný od dané čtveřice

existuje právě jedna kuželosečka patř́ıćı tomuto svazku. Duálńı vlastnost pro řady

kuželoseček plat́ı jen v př́ıpadě, že se omeźıme pouze na regulárńı kuželosečky.

1. Společný název pro řadu a svazek kuželoseček je lineárńı soustava.

2. X 6= A,B,C,D;X určuje s body A,B,C,D jedinou kuželosečku.

3. Body A,B,C,D určuj́ı tři singulárńı kuželosečky (AB,CD), (AC,BD),

(AD,BC).
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Definice 2.6.2 Za singulárńı kuželosečku K budeme pokládat množinu př́ımek a, b

1. je-li a 6= b, pak kuželosečka K je sjednoceńım řad bodových K = [a] ∩ [b],

2. je-li a = b, pak K = [a], přičemž každý bod A ∈ a budeme považovat za

dvojnásobný.

Věta 2.6.1 Svazek kuželoseček je určen dvěma svými kuželosečkami.

Věta 2.6.1∗ Řada kuželoseček je určena dvěma svými kuželosečkami.

Dvě r̊uzné kuželosečky mohou mı́t nejvýše čtyři společné body. Pro regulárńı kuže-

losečky může vzájemná poloha být následuj́ıćı:

Obr. 2.6.1 jeden společný bod (v něm společná tečna)

Obr. 2.6.2 jeden společný bod (v něm společná tečna)
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Obr. 2.6.3 dva společné body (bez společné tečny)

Obr. 2.6.4 dva společné body (se společnými tečnami)

Obr. 2.6.5 čtyři společné body

Obr. 2.6.6 tři společné body (v jednom společná tečna)

Věta 2.6.2 (Desarguesova )Kuželosečky svazku S (A,B,C,D) prot́ınaj́ı př́ımku

p, která neprocháźı žádným z bod̊u A,B,C,D, v párech bod̊u, které tvoř́ı na př́ımce

p involuci, tzv. involuci Desarguesovu.
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D̊ukaz: (Obr. 2.6.7) Necht’ je dána kuželosečka svazku S (A,B,C,D) a př́ımka p. Stu-

dujme jejich vzájemnou polohu. Předpokládejme, že př́ımka p neprocháźı žádným z

bod̊u A,B,C,D. Abychom určili pr̊useč́ıky př́ımky p s některou kuželosečkou K1 daného

svazku, užijeme konstrukce v Úloze 2.1.8. Označme P ≡ A,P ′ ≡ B. Z bod̊u P, P ′

se promı́taj́ı ostatńı body naš́ı kuželosečky K1 projektivńımi svazky př́ımek, které

prot́ınaj́ı př́ımku p ve dvou projektivńıch př́ımých řadách bodových. Z bodu P ≡ A

promı́tneme body C,D do bod̊u C ′, D′ a z bodu P ′ ≡ B promı́tneme body C,D do

bod̊u C ′′, D′′. Samodružné body projektivńıch řad p(C ′, D′, . . .) Z p(C ′′, D′′, . . .) jsou

pr̊useč́ıky př́ımky p s kuželosečkou K1 ve svazku bĺıže neurčenou. Podle Úlohy‘2.1.8

hledáme tyto samodružné body t́ım zp̊usobem, že obě projektivńı řady promı́tneme z

libovolného bodu R na pomocnou kružnici, tzv. Steinerovu kružnici, procházej́ıćı bo-

dem R. Tyto pr̊uměty bod̊u C ′, D′, C ′′, D′′ na kružnici k označme C ′k, D
′
k, C

′′
k , D

′′
k . T́ım

je úloha převedena na hledáńı samodružných bod̊u kvadratických projektivńıch soustav

bod̊u k(C ′k, D
′
k, . . .)Zk(C ′′k , D

′′
k , . . .) na kuželosečce k; k tomu potřebujeme jejich direkčńı

osu. Protože naše myšlená kuželosečka K1 nebyla ve svazku bĺıže určena, známe z této

projektivnosti jen dva páry odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u; můžeme tedy určit jen jeden bod

direkčńı osy, je to pr̊useč́ık spojnic C ′kD
′′
k a D′kC

′′
k ,. V obrázku je označen jako bod M .

Obr. 2.6.7

Zvoĺıme-li na př́ımce p na př́ıklad bod X jako jeden pr̊useč́ık kuželosečky K1 s touto

př́ımkou, bude druhý pr̊useč́ık Y mı́t tu vlastnost, že body X, Y se promı́tnou z bodu

R na kružnici k do bod̊u Xk, Yk jejich spojnice jako direkčńı osa projektivńıch řad bude

procházet bodem M . Tento postup lze obrátit. Vedeme-li bodem M libovolnou př́ımku,

pak tato př́ımka protne kružnici k v bodech Xk, Yk, které se z bodu R promı́taj́ı na

př́ımku p do bod̊u X, Y , v nichž ji protne některá kuželosečka daného svazku. Protože

body Xk, Yk zřejmě tvoř́ı na kružnici k involuci o středu M , tvoř́ı i body X, Y na př́ımce

p involuci, tzv. Desarguesovu involuci.
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Desarguesova věta má značné konstruktivńı d̊usledky. Proto je d̊uležité ji umět

konstruktivně určit. Z obrázku je př́ımo patrné, že např́ıklad bodu D′ odpov́ıdá

v Desarguesově involuci na př́ımce p bod C ′′, nebot’ spojnice D′kC
′′
k , procháźı

středem involuce M bod̊u na pomocné Steinerově kružnici. Věc je velmi názorná,

uvědomı́me-li si, že kuželosečka zkoumaného svazku, která procháźı bodem D′,

obsahuje tři body A,D,D′, jež lež́ı v př́ımce. To znamená, že tato kuželosečka neńı

regulárńı; je tud́ıž složená z př́ımek AD a BC a jej́ı pr̊useč́ıky s př́ımkou p tvoř́ı

také jeden pár zmı́něné involuce. Věta Desarguesova plat́ı tedy i pro singulárńı

kuželosečky daného svazku a ty jsou zřejmě tvořeny protěǰśımi stranami úplného

čtyřrohu ABCD.

Věta 2.6.2∗ Tečny vedené ke kuželosečkám řady s (a, b, c, d) z bodu, který nelež́ı na

žádné z př́ımek a, b, c, d, tvoř́ı involuci, tzv. involuci Desarguesovu.

Desarguesovy věty už́ıváme při konstrukci kuželosečky svazku, která se př́ımky p

dotýká. Bod dotyku této kuželosečky je totiž samodružným bodem Desarguesovy invo-

luce.

Věta 2.6.3 Jestlǐze v Desarguesově involuci bod̊u na př́ımce p existuj́ı dva r̊uzné

samodružné body, pak v daném svazku kuželoseček existuj́ı dvě kuželosečky, pro které

je př́ımka p tečnou. Přitom body dotyku jsou právě samodružné body Desarguesovy

involuce.

Věta 2.6.3∗ Jestliže v Desarguesově involuci př́ımek v bodě P existuj́ı dvě r̊uzné

samodružné př́ımky, pak v dané řadě kuželoseček existuj́ı dvě kuželosečky, které

procházej́ı bodem P . Přitom tečny těchto kuželoseček v bodě P jsou právě sa-

modružné př́ımky Desarguesovy involuce.

Úloha 2.6.1 Určete kuželosečky svazku S (A,B,C,D) dotýkaj́ıćı se dané př́ımky

p.

Řešeńı (Obr. 2.6.8): V daném svazku existuj́ı dvě r̊uzné singulárńı kuželosečky,

[ AC ] ∪ [ BD ] a [ AD ] ∪ [ BC ]. Tyto kuželosečky prot́ınaj́ı př́ımku p v bodech

M,M ′, N,N ′, které určuj́ı Desarguesovu involuci bod̊u. Samodružné body X, Y

této involuce jsou body dotyku hledaných kuželoseček svazku S (A,B,C,D) a

př́ımky p. Body X, Y urč́ıme pomoćı Steinerovy kružnice k. Hledané kuželosečky

jsou tedy jednoznačně určeny pěti svými body A,B,C,D,X, resp. A,B,C,D, Y .

(V obrázku je z d̊uvodu přehlednosti zakreslena pouze kuželosečka určená body

A, B, C, D, X).
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Obr. 2.6.8

2.7 Afinńı a metrické vlastnosti kuželoseček

Při studiu afinńıch a metrických vlastnost́ı kuželoseček pracujeme s nevlastńımi prvky,

rovnoběžnost́ı a metrikou. Dále tedy budeme projektivńı rovinou rozumět rozš́ı̌renou

eukleidovskou rovinu.

2.7.1 Afinńı klasifikace kuželoseček

Definice 2.7.1 Kuželosečku nazýváme elipsou, jestliže neprot́ıná nevlastńı př́ımku.

Kuželosečku nazýváme parabolou, jestliže má s nevlastńı př́ımkou společný právě

jeden bod (dotykový).

Kuželosečku nazýváme hyperbolou, jestliže prot́ıná nevlastńı př́ımku ve dvou bodech.

Z této definice plyne, že nevlastńı př́ımka neńı tečnou elipsy ani hyperboly. Pro

elipsu a hyperbolu lze tedy uvažovat involuci sdružených pól̊u na nevlastńı př́ımce a

pomoćı ńı rozhodnout o jaký typ kuželosečky se jedná.

Věta 2.7.1 Kuželosečka je elipsou, resp. hyperbolou, právě tehdy, když na nevlastńı

př́ımce své roviny indukuje eliptickou, resp. hyperbolickou, involuci sdružených pól̊u.
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Věta 2.7.2 Kuželosečka je parabolou právě tehdy, když je nevlastńı př́ımka jej́ı

tečnou.

Úloha 2.7.1 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi body A,B,C,D,E. Určete typ

kuželosečky.

Řešeńı (Obr. 2.7.1): Typ kuželosečky urč́ıme tak, že zjist́ıme počet pr̊useč́ık̊u

kuželosečky s nevlastńı př́ımkou. Zvoĺıme dva body D,E a z nich promı́tneme

ostatńı body projektivńımi svazky. Páry odpov́ıdaj́ıćıch si pr̊useč́ık̊u př́ımek těchto

svazk̊u s nevlastńı př́ımkou tvoř́ı soumı́stnou projektivitu řad. Pomoćı Steinerovy

kružnice k urč́ıme počet samodružných bod̊u této projektivity. Dostáváme pro-

jektivńı kvadratické soustavy bod̊u k (α, β, γ, ...) , k (α′, β′, γ′, ...). Direkčńı osa o

prot́ıná Steinerovu kružnici k ve dvou bodech χ, ψ, daná kuželosečka je tedy hy-

perbola.

Obr. 2.7.1

2.7.2 Střed a asymptoty kuželosečky

Definice 2.7.2 Pól nevlastńı př́ımky vzhledem k elipse, resp. hyperbole, se nazývá

střed elipsy, resp. střed hyperboly.

U paraboly střed nezavád́ıme, jelikož nevlastńı př́ımka je tečnou paraboly a jej́ı pól

tedy př́ıslušným bodem dotyku, který je nevlastńı. Pro elipsu ani pro hyperbolu neńı

nevlastńı př́ımka jej́ı tečnou, pól nevlastńı př́ımky vzhledem k těmto kuželosečkám tedy
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neńı incidentńı s nevlastńı př́ımkou a je bodem vlastńım. Pro střed hyperboly a elipsy

dokážeme d̊uležitou vlastnost.

Věta 2.7.3 Elipsa a hyperbola jsou souměrné podle svého středu. Jiný střed souměr-

nosti nemaj́ı.

D̊ukaz: Necht’ př́ımka p procháźı středem S kuželosečky a prot́ıná tuto kuželosečku

v bodech A,A′. Označ́ıme-li pr̊useč́ık př́ımky p s nevlastńı př́ımkou jako S∞ , pak z

polárńıch vlastnost́ı plyne, že (AA′SS∞ ) = −1 a tedy (AA′S) = −1. Střed S je tedy

středem úsečky AA′. Obráceně střed souměrnosti muśı být zřejmě pólem nevlastńı

př́ımky. Ke každé př́ımce však vzhledem k dané kuželosečce existuje právě jeden jej́ı

pól. Jediný střed souměrnosti elipsy, resp. hyperboly, je tedy jej́ı střed.

�

Definice 2.7.3 Elipsa a hyperbola se nazývaj́ı středové kuželosečky. Parabola se

nazývá nestředová kuželosečka.

Definice 2.7.4 Tečna kuželosečky v jej́ım nevlastńım bodě se nazývá asymptota

kuželosečky.

Počet asymptot u jednotlivých kuželoseček plyne ihned z definice 2.7.1 Elipsa nemá

s nevlastńı př́ımkou žádný společný bod, neexistuje tedy žádná jej́ı reálná asymptota.

Věta 2.7.4 Hyperbola má dvě asymptoty a jejich pr̊useč́ık je středem hyperboly.

Jediná asymptota paraboly je nevlastńı př́ımka dané roviny.

D̊ukaz: Pro parabolu věta plyne př́ımo z věty 2.7.2 Dokážeme tedy pouze, že pr̊useč́ık

asymptot hyperboly je jej́ım středem. Asymptoty jsou tečny v nevlastńıch bodech, jejich

pr̊useč́ık je tedy dle věty 2.5.1∗ pólem nevlastńı př́ımky. Pól nevlastńı př́ımky je však

podle definice 2.7.2 střed kuželosečky.

�

Vedle involuce sdružených pól̊u na nevlastńı př́ımce, můžeme studovat také involuci

sdružených polár procházej́ıćıch středem kuželosečky. Pro elipsu je tato involuce elip-

tická, tedy bez samodružných př́ımek. Pro hyperbolu je naopak hyperbolická, existuj́ı

v ńı tedy dvě samodružné př́ımky. Lze dokázat, že samodružné př́ımky této involuce

jsou právě asymptoty dané hyperboly.
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Úloha 2.7.2 Hyperbola je dána třemi vlastńımi bodyA,B,C a dvěma nevlastńımi

body U∞ , V∞ . Sestrojte jej́ı asymptoty u, v.

Obr. 2.7.2

Řešeńı (Obr. 2.7.2): Asymptoty u, v sestroj́ıme jako tečny v nevlastńıch bodech

U∞ , V∞ užit́ım Pascalovy věty. Označ́ıme A = 1, B = 2, C = 4, U∞ = 3, V∞ = 5 =

6 a sestroj́ıme Pascalovu př́ımku p = αγ, kde α = 12 ∩ 45, γ = 34 ∩ 61. Hledaná

asymptota v procháźı bodem β = 23 ∩ p a bodem V∞ . Asymptotu u sestroj́ıme

analogicky.

Úloha 2.7.3 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi body A,B,C a středem S.

Sestrojte daľśı body a tečnu kuželosečky.

Řešeńı (Obr. 2.7.3): Daľśı body A′, B′, C ′ kuželosečky sestroj́ıme jako body sou-

měrně sdružené s body A,B,C podle středu S kuželosečky. Tečnu kuželosečky

sestroj́ıme pomoćı Pascalovy věty. Označ́ıme A = 1 = 6, A′ = 5, B = 2, B′ =

4, C = 3 a sestroj́ıme Pascalovu př́ımku p = α∞β. Hledaná tečna a kuželosečky

procháźı bodem γ = 34 ∩ p.

Obr. 2.7.3
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Úloha 2.7.4 Hyperbola je dána asymptotami u, v a tečnou a. Sestrojte bod

dotyku A tečny a.

Obr. 2.7.4

Řešeńı (Obr. 2.7.4): Bod A sestroj́ıme pomoćı Brianchonovy věty. Označ́ıme u =

t1 = t2, a = t3 = t4, v = t5 = t6 a sestroj́ıme Brianchon̊uv bod β = 14 ∩ 25, kde

1 = t1∩ t2, 2 = t2∩ t3, 4 = t4∩ t5, 5 = t5∩ t6. Hledaný bod A urč́ıme jako pr̊useč́ık

př́ımky a s př́ımkou β6.

2.7.3 Pr̊uměry kuželoseček

Definice 2.7.5 Vlastńı př́ımka, jej́ıž pól vzhledem k dané kuželosečce je bod ne-

vlastńı, se nazývá pr̊uměr kuželosečky.

Z této definice je zřejmé, že ke každé kuželosečce existuje nekonečně mnoho jej́ıch

pr̊uměr̊u. Z polárńıch vlastnost́ı kuželoseček snadno odvod́ıme následuj́ıćı věty pro

pr̊uměry kuželoseček.

Věta 2.7.5 Pr̊uměry středové kuželosečky procházej́ı jej́ım středem a obráceně, každá

př́ımka procházej́ıćı středem kuželosečky je jej́ım pr̊uměrem.

Věta 2.7.6 Pr̊uměry paraboly jsou navzájem rovnoběžné. Jejich společný nevlastńı

bod je bodem dotyku nevlastńı př́ımky a paraboly.
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Věta 2.7.7 Spojnice pr̊useč́ıku dvou tečen kuželosečky se středem úsečky, jej́ımǐz

krajńımi body jsou body dotyku těchto tečen, je pr̊uměr kuželosečky.

D̊ukaz: Necht’ t1, t2 jsou dvě tečny téže kuželosečky s body dotyku T1, T2. Označme

P = t1 ∩ t2 a p = T1T2. Bod P je zřejmě pólem př́ımky p. Označ́ıme-li Q∞ nevlastńı

bod př́ımky p, pak jeho polára q vzhledem k dané kuželosečce procháźı bodem P a

prot́ıná př́ımku p v bodě Q′. Stač́ı tedy dokázat, že bod Q′ je středem úsečky T1T2.

Body T1, T2, Q
′, Q∞ tvoř́ı harmonickou čtveřici a jelikož bod Q∞ je nevlastńı plat́ı také

(T1T2Q
′) = −1. Bod Q′ je tedy středem úsečky T1T2.

�

Dvě tečny středové kuželosečky mohou být navzájem rovnoběžné, jejich pr̊useč́ıkem

je pak nevlastńı bod. Spojnice bod̊u dotyku těchto tečen je tedy polárou nevlastńıho

bodu čili pr̊uměrem této kuželosečky. K parabole nelze vést navzájem rovnoběžné tečny,

jelikož je nevlastńı př́ımka tečnou paraboly a tedy každým nevlastńım bodem může

procházet nejvýše jedna vlastńı tečna.

Věta 2.7.8 Spojnice střed̊u rovnoběžných tětiv kuželosečky je jej́ı pr̊uměr.

Obr. 2.7.5

D̊ukaz: Necht’ všechny navzájem rovnoběžné tětivy procházej́ı nevlastńım bodem P∞ .

Potom polára p tohoto bodu je pr̊uměrem dané kuželosečky. Stač́ı tedy dokázat, že

př́ımka p procháźı středy rovnoběžných tětiv. Zvolme libovolnou tětivu a, která prot́ıná

kuželosečku v bodech A,A′ a př́ımku p v bodě Pa. Pro body A,A′, Pa, P∞ plat́ı

(AA′PaP∞ ) = −1 a tedy (AA′Pa) = −1. Bod Pa je tedy středem úsečky AA′.

�

Střed kuželosečky je možné určit např́ıklad jako pr̊useč́ık dvou jej́ıch pr̊uměr̊u či

jako pól nevlastńı př́ımky. Ke konstrukci středu kuželosečky lze také využ́ıt následuj́ıćı

věty.
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Věta 2.7.9 Střed kuželosečky je středem involuce sdružených pól̊u, kterou kuželosečka

indukuje na kterémkoli svém pr̊uměru, který neńı asymptotou.

Vedle sdružených pól̊u lež́ıćıch na pr̊uměru kuželosečky, můžeme také studovat páry

sdružených polár procházej́ıćıch středem kuželosečky. Dostáváme řadu vlastnost́ı, které

lze využ́ıt při konstrukci středových kuželoseček.

Definice 2.7.6 Dva pr̊uměry středové kuželosečky, které jsou jej́ımi sdruženými

polárami, se nazývaj́ı sdružené pr̊uměry.

Věta 2.7.10 Dvojice sdružených pr̊uměr̊u středové kuželosečky tvoř́ı involuci př́ımek

indukovanou kuželosečkou ve svém středu.

U elipsy je tato involuce eliptická. U hyperboly je hyperbolická, přičemž samodružné

př́ımky této involuce jsou jej́ı asymptoty.

Z vlastnost́ı hyperbolické involuce př́ımek ihned plyne, že asymptoty hyperboly

odděluj́ı harmonicky každé dva jej́ı sdružené pr̊uměry. Z polárńıch vlastnost́ı kuželoseček

můžeme také odvodit, že každá dvojice sdružených pr̊uměr̊u kuželosečky tvoř́ı spolu s

nevlastńı př́ımkou polárńı trojúhelńık této kuželosečky. Obráceně také plat́ı, že každý

polárńı trojúhelńık kuželosečky, jehož jednou stranou je nevlastńı př́ımka, obsahuje

dvojici sdružených pr̊uměr̊u. Daľśı vlastnosti sdružených pr̊uměr̊u plynoućı z polárńıch

vlastnost́ı uváděj́ı následuj́ıćı věty.

Věta 2.7.11 Každý ze dvou sdružených pr̊uměr̊u středové kuželosečky p̊uĺı jej́ı tětivy

rovnoběžné s druhým pr̊uměrem.

Věta 2.7.12 Každá př́ımka polárně sdružená s pr̊uměrem středové kuželosečky je

rovnoběžná s jej́ım sdruženým pr̊uměrem.

Věta 2.7.13 Úhlopř́ıčky rovnoběžńıku středové kuželosečce opsaného jsou sdruženými

pr̊uměry této kuželosečky.
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Obr. 2.7.6

D̊ukaz: Strany rovnoběžńıku tvoř́ı úplný čtyřstran, jehož diagonálńı trojúhelńık obsa-

huje nevlastńı př́ımku. Střed kuželosečky je tedy vrcholem diagonálńıho trojúhelńıku a

diagonálńı trojúhelńık je polárńım trojúhelńıkem. Strany tohoto trojúhelńıku procházej́ıćı

středem kuželosečky jsou tedy sdružené pr̊uměry.

�

Pro rovnoběžńık kuželosečce vepsaný plat́ı podobná věta. V jej́ım d̊ukazu bychom

vyšli z vlastnost́ı úplného čtyřrohu a jeho diagonálńıho trojúhelńıku.

Obr. 2.7.7
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Věta 2.7.14 Středńı př́ıčky rovnoběžńıku vepsaného středové kuželosečce jsou jej́ı

sdružené pr̊uměry.

Definice 2.7.7 Pr̊useč́ıky kuželosečky se svým libovolným pr̊uměrem se nazývaj́ı

krajńı body pr̊uměru.

Věta 2.7.15 Dva pr̊uměry středové kuželosečky jsou sdružené právě tehdy, když

tečny sestrojené v krajńıch bodech jednoho pr̊uměru jsou rovnoběžné s druhým pr̊u-

měrem.

D̊ukaz:

(1) Necht’ m,m′ jsou sdružené pr̊uměry kuželosečky a body M∞ ,M ′
∞ jejich póly. O-

značme M1,M2 krajńı body pr̊uměru m a m1,m2 tečny v těchto bodech. Tečna

m1, resp. m2, je polárně sdružena s př́ımkou m, jelikož př́ımka m procháźı pólem

M1, resp. M2, př́ımky m1, resp. m2. Tečny m1,m2 tedy procházej́ı nevlastńım

bodem M∞ , kterým však podle předpokladu procháźı také pr̊uměr m′. Př́ımky

m′,m1,m2 jsou tedy navzájem rovnoběžné.

(2) Necht’ m,n jsou pr̊uměry kuželosečky a tečny m1,m2 sestrojené v krajńıch bodech

pr̊uměru m jsou rovnoběžné s pr̊uměrem n. Tečny m1,m2 opět procházej́ı pólem

M∞ pr̊uměru m. Jelikož je př́ımka n podle předpokladu rovnoběžná s tečnami

m1,m2, muśı procházet stejným nevlastńım bodem, tedy bodemM∞ . Pól pr̊uměru

m lež́ı na pr̊uměru n, tud́ıž pól pr̊uměru n muśı ležet na pr̊uměru m a tedy dané

pr̊uměry jsou sdružené.

�

Věta 2.7.16 Spojnice kteréhokoli bodu středové kuželosečky s krajńımi body jej́ıho

libovolného pr̊uměru jsou rovnoběžné se sdruženými pr̊uměry této kuželosečky.

Tato věta je d̊usledkem věty o středńıch př́ıčkách rovnoběžńıku vepsaného kuželosečce

(věta 2.7.14).

Věta 2.7.17 Spojnice kteréhokoli bodu středové kuželosečky s krajńımi body libo-

volného pr̊uměru prot́ınaj́ı právě s ńım sdružený pr̊uměr ve dvou sdružených pólech.

94



Obr. 2.7.8

D̊ukaz: Necht’ m,n jsou sdružené pr̊uměry, body M1,M2 krajńı body pr̊uměru m a

bod A libovolným bodem kuželosečky. Urč́ıme-li na kuželosečce bod B tak, aby platilo

AB‖M1M2, pak body A,B,M1,M2 tvoř́ı úplný čtyřroh kuželosečce vepsaný. Nevlastńı

bod N∞ př́ımky m je diagonálńım bodem tohoto čtyřrohu a př́ımka n je jeho diagonálńı

stranou. Na př́ımce n tedy lež́ı zbývaj́ıćı diagonálńı vrcholy P = AM1∩n, P ′ = AM2∩n,

přičemž tyto vrcholy jsou sdruženými póly vzhledem ke kuželosečce.

�

Na pr̊uměru kuželosečky tak dostáváme involuci sdružených pól̊u určenou středem

kuželosečky a dvojićı odpov́ıdaj́ıćıch si pól̊u. Je-li tato involuce hyperbolická, můžeme

sestrojit jej́ı samodružné body, které jsou krajńımi body daného pr̊uměru.

Pro parabolu nemá smysl zavádět pojem sdružených pr̊uměr̊u, jelikož jsou všechny

jej́ı pr̊uměry rovnoběžné. Z polárńıch vlastnost́ı však můžeme pro parabolu odvodit

podobné vlastnosti jako pro středové kuželosečky.

Definice 2.7.8 Směr př́ımek polárně sdružených s pr̊uměrem paraboly se nazývá

směr sdružený s t́ımto pr̊uměrem.

Věta 2.7.18 Každý směr v rovině paraboly, který neńı směrem pr̊uměru této para-

boly, je sdružen právě s jedńım pr̊uměrem této paraboly.

D̊ukaz: Mějme dán libovolný směr
→
s r̊uzný od směru pr̊uměru dané paraboly. Všechny

př́ımky daného směru
→
s necht’ procházej́ı bodem S∞ . K bodu S∞ existuje právě jedna

polára s vzhledem k dané parabole, která je nav́ıc jej́ım pr̊uměrem. Na př́ımce s lež́ı

všechny póly př́ımek patř́ıćı směru
→
s a obráceně, každý bod lež́ıćı na př́ımce s má poláru

směru
→
s . Směr

→
s je tedy sdružen právě s pr̊uměrem s paraboly.

�
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Bod dotyku vlastńı tečny a paraboly je pólem této tečny, pr̊uměr procházej́ıćı t́ımto

bodem je tedy pr̊uměr sdružený se směrem této tečny. Pro tětivy paraboly plat́ı opět

podobná věta jako pro tětivy středové kuželosečky.

Věta 2.7.19 Pr̊uměr paraboly p̊uĺı všechny jej́ı tětivy rovnoběžné se směrem s ńım

sdruženým.

Obr. 2.7.9

Na každém svém pr̊uměru indukuje parabola involuci sdružených pól̊u. Tato involuce

je vždy hyperbolická a má tedy dva samodružné prvky, které jsou opět body paraboly.

Jelikož je jedńım samodružným bodem této involuce nevlastńı bod, plat́ı pro druhý

samodružný bod následuj́ıćı věta.

Věta 2.7.20 Necht’ q je libovolný pr̊uměr paraboly a body P, P ′ jsou dva r̊uzné

sdružené póly lež́ıćı na tomto pr̊uměru q. Potom střed úsečky PP ′ je bodem para-

boly. (Obr. 2.7.9)

Konstrukce 2.7.1 Sestrojte involuci sdružených pr̊uměr̊u, př́ıpadně asymptoty kuže-

losečky určené pěti body A,B,C,D,E.

Řešeńı(Obr. 2.7.10): Spojnićı AE vedeme rovnoběžku bodem B a Pascalovou větou

urč́ıme jej́ı druhý pr̊useč́ık B′ s danou kuželosečkou. Spojnice střed̊u rovnoběžných tětiv

AE a BB′ je podle věty 2.7.8 pr̊uměr m dané kuželosečky. Jiný jej́ı pr̊uměr urč́ıme touž

konstrukćı, opakujeme-li ji na př́ıklad pro tětivy rovnoběžné s př́ımkou AD, źıskáme

tak pr̊uměr n. Jsou-li pr̊uměry m,n spolu rovnoběžné, je touto kuželosečkou parabola

a hledáńı involuce sdružených pr̊uměr̊u v tomto př́ıpadě odpadá. V opačném př́ıpadě
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je pr̊useč́ık pr̊uměr̊u m,n středem kuželosečky, j́ımž procháźı pr̊uměr m′ sdružený s

pr̊uměrem m, který sestroj́ıme jako př́ımku vedenou středem kuželosečky rovnoběžně

s př́ımkou AE. Podobně pr̊uměr n′ sdružený s pr̊uměrem n je rovnoběžný s př́ımkou

AD. Dvěma páry m,m′ a n, n′ je involuce sdružených pr̊uměr̊u určena; jej́ı samodružné

př́ımky jsou hledané asymptoty. V našem př́ıpadě se jedná o elipsu a asymptoty by byly

imaginárně sdružené př́ımky.

Obr. 2.7.10

Úloha 2.7.5 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi body A,B,C a středem S.

Určete involuci sdružených pr̊uměr̊u.

Řešeńı (Obr. 2.7.11): K bod̊um A,B,C sestroj́ıme podle středu S kuželosečky

středově souměrné body A′, B′, C ′. Body A,B,A′, B′, resp. B,C,B′, C ′, jsou vr-

choly rovnoběžńık̊u kuželosečce vepsaných. Dle věty 2.7.14 jsou tedy středńı př́ıčky

těchto rovnoběžńık̊u sdruženými pr̊uměry. Dostáváme tak dva páry sdružených

pr̊uměr̊u m,m′ a n, n′, které určuj́ı involuci sdružených pr̊uměr̊u.
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Obr. 2.7.11

Úloha 2.7.6 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi tečnami a, b, c a středem S.

Určete involuci sdružených pr̊uměr̊u.

Obr. 2.7.12

Řešeńı (Obr. 2.7.12): K tečnám a, b, c sestroj́ıme podle středu S kuželosečky

středově souměrné tečny a′, b′, c′. Př́ımky a, b, a′, b′, resp. b, c, b′, c′, určuj́ı rov-

noběžńıky kuželosečce opsané. Dle věty 2.7.13 jsou úhlopř́ıčky těchto rovnoběžńık̊u

sdruženými pr̊uměry. Dostáváme tak dva páry sdružených pr̊uměr̊u m,m′ a n, n′,

které určuj́ı involuci sdružených pr̊uměr̊u.

Úloha 2.7.7 Kuželosečka je dána párem sdružených pr̊uměr̊u m,m′, krajńımi

body M1,M2 pr̊uměru m a bodem A. Sestrojte krajńı body pr̊uměru m′.

Řešeńı (Obr. 2.7.13): Z bodu A kuželosečky promı́tneme krajńı body M1,M2

pr̊uměru m na pr̊uměr m′. Dostaneme tak body P, P ′, které tvoř́ı involutorńı pár

sdružených pól̊u vzhledem ke kuželosečce (věta 2.7.17). Jelikož se jedná o hy-

perbolickou involuci, můžeme sestrojit (konstrukce 1.11.2) jej́ı samodružné body

M ′
1,M

′
2, které jsou krajńımi body pr̊uměru m′.
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Obr. 2.7.13

Úloha 2.7.8 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi body A,B,C,D,E. Sestrojte

jej́ı střed S.

Obr. 2.7.14

Řešeńı (Obr. 2.7.14): Bodem C vedeme př́ımku c rovnoběžnou s př́ımkou AB

a pomoćı Pascalovy věty na ńı sestroj́ıme pr̊useč́ık C ′ s danou kuželosečkou. (V

obrázku z d̊uvodu přehlednosti neńı tato konstrukce vyznačena). Dostaneme tak

dvě rovnoběžné tětivy kuželosečky. Podle věty 2.7.8 je spojnice m střed̊u těchto

tětiv pr̊uměr kuželosečky. Obdobně sestroj́ıme také pr̊uměr n kuželosečky. Jelikož

jsou pr̊uměry m,n r̊uznoběžné, nemůže být daná kuželosečka parabolou a pr̊useč́ık

těchto pr̊uměr̊u je tedy hledaným středem S kuželosečky.

Úloha 2.7.9 Kuželosečka je dána středem S a polárńım trojúhelńıkem PQR.

Určete involuci sdružených pr̊uměr̊u.
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Obr. 2.7.15

Řešeńı (Obr. 2.7.15): Sestroj́ıme pr̊uměr m′ = PS a jeho nevlastńı bod označ́ıme

M∞ . Hledaný pr̊uměr m, který je sdružený s pr̊uměrem m′, je zřejmě polárou

nevlastńıho bodu M∞ . Pr̊uměr m′ procháźı středem S a pólem P , jeho pól je

tedy pr̊useč́ıkem př́ımek n∞ , p, tedy nevlastńım bodem př́ımky p, kde př́ımka p je

polárou bodu P . Jelikož polára m′ procháźı bodem M∞ , muśı také polára m bodu

M∞ procházet bodem M ′
∞ . Hledaný pr̊uměr m sdružený vzhledem ke kuželosečce

s pr̊uměrem m′ je tedy rovnoběžný s př́ımkou p. Analogicky sestroj́ıme sdružené

pr̊uměry n, n′ = QS. Involuci sdružených pr̊uměr̊u máte tedy určenu dvěma páry

odpov́ıdaj́ıćıch si pr̊uměr̊u.

2.7.4 Osy kuželoseček

Definice 2.7.9 Př́ımky, které tvoř́ı pravoúhlý pár involuce sdružených pr̊uměr̊u

středové kuželosečky, se nazývaj́ı osy kuželosečky.

Pr̊uměr paraboly, který je kolmý ke směru s ńım sdruženým, se nazývá osa paraboly.

Dř́ıve než se budeme zabývat počtem os u jednotlivých kuželoseček, je třeba množinu

všech elips rozdělit na dvě disjunktńı skupiny.

Definice 2.7.10 Elipsu, která ve svém středu indukuje pravoúhlou involuci sdruže-

ných pr̊uměr̊u, nazýváme kružnićı.

Pro středové kuželosečky lze počet os odvodit z vlastnost́ı involuce svazk̊u př́ımek.

Pro parabolu stač́ı uvažovat větu 2.7.18
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Věta 2.7.21 Každá parabola má právě jednu osu. Každá středová kuželosečka, která

neńı kružnićı, má právě dvě osy. Každá kružnice má nekonečně mnoho os.

Následuj́ıćı věta plyne pro středové kuželosečky z vlastnost́ı sdružených pr̊uměr̊u a

pro parabolu z vlastnost́ı pr̊uměr̊u sdružených se směrem. Každý pr̊uměr paraboly p̊uĺı

jej́ı tětivy, které patř́ı směru sdruženému. A každý pr̊uměr středové kuželosečky p̊uĺı

tětivy rovnoběžné s pr̊uměrem k němu sdruženým.

Věta 2.7.22 Kuželosečka je souměrná podle své osy a obráceně osy kuželosečky jsou

jej́ı jediné osy souměrnosti.

Definice 2.7.11 Vlastńı pr̊useč́ıky kuželosečky s každou jej́ı osou se nazývaj́ı vrcholy

kuželosečky. Tečny ve vrcholech se nazývaj́ı vrcholové tečny.

Parabola má tedy právě jeden vrchol a právě jednu vrcholovou tečnu. Každá středová

kuželosečka, která neńı kružnićı, má nejvýše čtyři vrcholy. Dř́ıve než odvod́ıme přesný

počet vrchol̊u u středových kuželoseček, je třeba dokázat d̊uležitou vlastnost vnitřńıch

bod̊u kuželosečky. Přičemž vnitřńım bodem kuželosečky rozumı́me takový bod pro-

jektivńı roviny, kterým neprocháźı žádná tečna této kuželosečky a jeho polára tedy ne-

prot́ıná kuželosečku. Vněǰśım bodem kuželosečky, pak rozumı́me bod, kterým procházej́ı

právě dvě tečny.

Věta 2.7.23 Každá př́ımka procházej́ıćı vnitřńım bodem kuželosečky je jej́ı sečnou.

D̊ukaz: Necht’ Q je libovolný vnitřńı bod kuželosečky a p libovolná př́ımka, která j́ım

procháźı. Necht’ dále př́ımka p prot́ıná poláru q bodu Q vzhledem ke kuželosečce v bodě

Q′. Body Q,Q′ lež́ıćı na p jsou tedy polárně sdružené a současně body P,Q′, kde P je

pól př́ımky p, jsou polárně sdružené na př́ımce q. Zvolme libovolný bod T kuželosečky

a sestrojme tečnu t v tomto bodě. Označme R = p∩ t. Polára r bodu R procháźı body

P, T a prot́ıná př́ımku p v bodě R′. Body R,R′ lež́ıćı na p jsou opět polárně sdružené.

Máme tedy dánu involuci sdružených pól̊u na př́ımce p. Stač́ı dokázat, že tato involuce

je hyperbolická a tedy že př́ımka p prot́ıná kuželosečku v samodružných bodech této

involuce. Označme M = q ∩ t. Polára m bodu M procháźı body Q, T a prot́ıná př́ımku

q v bodě M ′. Body M,M ′ lež́ıćı na př́ımce q jsou polárně sdružené. Na př́ımce q máme

dánu involuci sdružených pól̊u P,Q′ a M,M ′. Jelikož je př́ımka q polárou vnitřńıho bodu

kuželosečky, je tato involuce eliptická a dané dvojice bod̊u se odděluj́ı. Z toho plyne,

že dvojice bod̊u M ′, Q′ a M,P se navzájem neodděluj́ı. Dvojice bod̊u Q,Q′ a R,R′ se

tedy také navzájem neodděluj́ı, jelikož jsou pr̊umětem dvojic M ′, Q′ a M,P . Involuce
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sdružených pól̊u na př́ımce p je tedy hyperbolická a př́ımka p prot́ıná kuželosečku ve

dvou bodech, je tedy jej́ı sečnou (Obr. 2.7.16). �

Obr. 2.7.16

Střed kuželosečky jsme definovali jako pól nevlastńı př́ımky. Jelikož nevlastńı př́ımka

nemá s elipsou žádný společný bod, je střed elipsy vnitřńım bodem. Hyperbola prot́ıná

nevlastńı př́ımku ve dvou r̊uzných bodech, střed hyperboly je tedy jej́ım vněǰśım bodem.

Snadno již tedy odvod́ıme věty o počtu vrchol̊u středových kuželoseček.

Věta 2.7.24 Každý pr̊uměr elipsy ji prot́ıná ve dvou r̊uzných bodech. Elipsa, která

neńı kružnićı, má čtyři r̊uzné vrcholy. Kružnice má nekonečně mnoho vrchol̊u.

Věta 2.7.25 Z každého páru sdružených pr̊uměr̊u hyperboly, které nejsou asympto-

tami, ji prot́ıná právě jeden pr̊uměr. Hyperbola má dva r̊uzné vrcholy.

Ukázalo se, že je výhodné na pr̊uměrech, které neprot́ınaj́ı hyperbolu, uvažovat

podobné body, jako v př́ıpadě krajńıch bod̊u pr̊uměr̊u prot́ınaj́ıćıch hyperbolu. Těchto

bod̊u poté využ́ıváme při konstrukćıch daľśıch prvk̊u hyperboly.

Definice 2.7.12 Je-li involuce sdružených pól̊u na pr̊uměru hyperboly eliptická,

pak sdružené póly incidentńı s t́ımto pr̊uměrem, které jsou souměrné podle středu

hyperboly, se nazývaj́ı náhradńı krajńı body tohoto pr̊uměru.

Z vlastnost́ı involuce sdružených pr̊uměr̊u snadno odvod́ıme, že osy úhl̊u, které

sv́ıraj́ı asymptoty, jsou osy hyperboly. Asymptoty hyperboly jsou samodružnými př́ım-
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kami a osy hyperboly jsou pravoúhlým párem v této involuci. Charakteristika této in-

voluce je rovna −1, asymptoty a osy hyperboly tedy tvoř́ı harmonickou čtveřici př́ımek.

Jelikož jsou osy hyperboly navzájem kolmé muśı být osami úhl̊u, které sv́ıraj́ı asymptoty.

Konstrukce 2.7.2 Involuce je dána dvěma páry odpov́ıdaj́ıćıch si př́ımek a, a′ a b, b′.

Sestrojte pravoúhlý pár př́ımek o1, o2 této involuce.

Obr. 2.7.17

Postup (Obr. 2.7.17) : Sestroj́ıme libovolnou kružnici k se středem O procházej́ıćı

středem involutorńıch svazk̊u S. Př́ımky svazk̊u prot́ınaj́ı tuto kružnici v involutorńıch

kvadratických soustavách bod̊u. Direkčńım středem P těchto soustav procházej́ı všechny

spojnice odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u v dané involuci. Odpov́ıdaj́ıćı si body χ, χ′ kvadra-

tických soustav, ve kterých kružnici k prot́ıná pravoúhlý pár o1, o2, urč́ıme jako krajńı

body pr̊uměru OP kružnice k.

Úloha 2.7.10 Parabola je dána třemi vlastńımi body A,B,C a nevlastńım bo-

dem U∞ . Sestrojte osu o paraboly.
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Obr. 2.7.18

Řešeńı (Obr. 2.7.18): Nevlastńı bod U∞ určuje směr hledané osy. Bodem A vedeme

př́ımku a kolmou ke směru osy a pomoćı Pascalovy věty na ńı urč́ıme bod A′.

Parabola je souměrná podle své osy, hledaná osa o tedy procháźı středem X

úsečky AA′.

Úloha 2.7.11 Kuželosečka je dána středem S, osou o1 a dvěma vlastńımi body

E,F . Sestrojte všechny vrcholy kuželosečky.

Obr. 2.7.19

Řešeńı (Obr. 2.7.19): Sestroj́ıme body E ′, F ′ souměrně sdružené s body E,F

podle osy o1. Čtveřice bod̊u E,F, F ′, E ′ tvoř́ı úplný čtyřroh kuželosečce vepsaný,
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jeho diagonálńı vrcholy P, P ′ lež́ı na ose o1. Body P, P ′ jsou sdruženými póly

v involuci pól̊u na př́ımce o1. Jelikož je mocnost této involuce kladná, můžeme

sestrojit jej́ı samodružné body A a B, které jsou hledanými vrcholy kuželosečky

na ose o1. Stejnou konstrukci lze provést i pro osu o2 a t́ım źıskat vrcholy C,D.

Zadaná kuželosečka je tedy elipsou.

Úloha 2.7.12 Kuželosečka je dána středem S, osou o1 a tečnou e s bodem dotyku

E. Sestrojte všechny vrcholy kuželosečky.

Řešeńı (Obr. 2.7.20): Sestroj́ıme bod E ′ a tečnu e′ souměrně sdružené s bodem

E a tečnou e podle osy o1. Př́ımky e, e′ se prot́ınaj́ı na ose o1 v bodě P , který

je pólem př́ımky p = EE ′. Pr̊useč́ık př́ımky p s osou o1 označ́ıme P ′. Body P, P ′

jsou sdruženými póly vzhledem k dané kuželosečce. Involuce sdružených pól̊u na

ose o1 určená středem kuželosečky S a odpov́ıdaj́ıćımi si body P, P ′ je hyperbo-

lická. Lze tedy sestrojit jej́ı samodružné body A,B, které jsou hledanými vrcholy

kuželosečky. Na ose o2 kuželosečky dostáváme eliptickou involuci, osa o2 tedy

neprot́ıná kuželosečku. Kuželosečka je tedy hyperbolou.

Obr. 2.7.20

Úloha 2.7.13 Kuželosečka je dána středem S, osou o1 a pólem P s polárou p.

Sestrojte všechny vrcholy kuželosečky.

Řešeńı (Obr. 2.7.21): Označ́ıme Q′ = o1 ∩ p. Polára q′ bodu Q′ vzhledem ke

kuželosečce procháźı pólem P př́ımky p a pólem O∞ př́ımky o1. Pr̊useč́ık př́ımek o1
a q′ označ́ıme Q. Polára q bodu Q je určena body O∞ a Q′. Dostáváme tak dvojici

odpov́ıdaj́ıćıch si pól̊u v involuci sdružených pól̊u na ose o1. Samodružné body

A,B této involuce jsou hledanými vrcholy kuželosečky na ose o1. Analogickým

postupem sestroj́ıme také vrcholy C,D na ose o2.
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Obr. 2.7.21

Úloha 2.7.14 Parabola je dána osou o a dvěma vlastńımi body A,B. Sestrojte

vrchol V paraboly.

Řešeńı (Obr. 2.7.22): Sestroj́ıme body A′, B′ souměrně sdružené s body A,B podle

osy o. Body A,B′, B,A′ tvoř́ı úplný čtyřroh parabole vepsaný, jehož diagonálńı

vrcholy P, P ′ lež́ı na ose o. Body P, P ′ jsou sdruženými póly v involuci pól̊u na

ose o. Samodružnými body této involuce jsou pr̊useč́ıky osy o s parabolou, tedy

nevlastńı bod V ′∞ osy o, a hledaný vrchol V paraboly. Vrchol V je středem úsečky

PP ′, jelikož pro body P, P ′, V, V ′∞ plat́ı
(
PP ′V V ′∞

)
= −1 a tedy (PP ′V ) = −1.

Obr. 2.7.22

Úloha 2.7.15 Parabola je dána osou o a tečnou a s bodem dotyku A. Sestrojte

vrchol V paraboly.
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Obr. 2.7.23

Řešeńı (Obr. 2.7.23): Sestroj́ıme bod A′ a tečnu a′ souměrně sdružené s bodem

A a tečnou a podle osy o. Př́ımky a, a′ se prot́ınaj́ı na ose o v bodě P , který

je pólem př́ımky p = AA′. Pr̊useč́ık př́ımky p s osou o označ́ıme P ′. Body P, P ′

jsou sdruženými póly v involuci pól̊u na ose o. Hledaný vrchol V paraboly je tedy

(stejně jako v předchoźı úloze) středem úsečky PP ′.

Úloha 2.7.16 Parabola je dána osou o a pólem Q s polárou q. Sestrojte vrchol

V paraboly.

Obr. 2.7.24

Řešeńı (Obr. 2.7.24): Označ́ıme P ′ = o∩q. Polára p′ bodu P ′ vzhledem k parabole

procháźı pólem Q př́ımky q a pólem O∞ př́ımky o. Pr̊useč́ık př́ımek o a p′ označ́ıme
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P . Polára p bodu P je určena body O∞ a P ′. Dostáváme tak dvojici odpov́ıdaj́ıćıch

si pól̊u v involuci sdružených pól̊u na ose o. Samodružný vlastńı bod V této

involuce, tedy střed úsečky PP ′, je hledaným vrcholem paraboly.

Úloha 2.7.17 Elipsa je dána sdruženými pr̊uměry m,n s krajńımi body M,M ′

a N,N ′. Sestrojte osy o1, o2 a vrcholy A,B,C,D elipsy.

Řešeńı (Obr. 2.7.25): Krajńımi body M,M ′, resp. N,N ′, vedeme př́ımky n′′, n′,

resp. m′′,m′, rovnoběžné s př́ımkou n, resp. m. Př́ımky m′, n′,m′′, n′′ tvoř́ı rov-

noběžńık elipse opsaný. Úhlopř́ıčky q, r tohoto rovnoběžńıku jsou daľśımi sdru-

ženými pr̊uměry dané elipsy. Máme tak dánu involuci sdružených pr̊uměr̊u, ve

které jsou hledané osy o1, o2 elipsy pravoúhlým párem sdružených pr̊uměr̊u (kon-

strukce 2.7.2). Vrcholy A, B, C, D sestroj́ıme stejně jako v úloze 2.7.11.

Obr. 2.7.25

Úloha 2.7.18 Hyperbola je dána sdruženými pr̊uměry m,n s krajńımi body

M,M ′, resp. náhradńımi krajńımi body N,N ′. Sestrojte asymptoty u, v hyper-

boly.
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Obr. 2.7.26

Řešeńı (Obr. 2.7.26): Body M,M ′, resp. N,N ′, vedeme př́ımky t, t′, resp. m′′,m′,

rovnoběžné s pr̊uměrem m, resp. n. Hledané asymptoty jsou úhlopř́ıčky rov-

noběžńıku o stranách tt′m′m′′. Od̊uvodněńı vyplývá z následuj́ıćıho. Označme

P = m′∩ t. Polára p bodu P procháźı body N,M , jelikož bod N je pólem př́ımky

m′ a bod M je pólem př́ımky t. Označme x = PS. Pól X∞ př́ımky x dostaneme

jako pr̊useč́ık poláry p bodu P s nevlastńı př́ımkou, tedy polárou středu S. Jelikož

je př́ımka x úhlopř́ıčkou rovnoběžńıku se stranami t,m′, t′,m′′ a př́ımka p spoj-

nićı středu vedleǰśıch stran tohoto rovnoběžńıku, jsou tyto př́ımky rovnoběžné.

Bod X∞ tedy lež́ı na př́ımce x. Protože př́ımka x procháźı jak středem S hyper-

boly, tak i svým pólem X∞ vzhledem k této hyperbole, je tato př́ımka hledanou

asymptotou u hyperboly. Podobnou úvahou bychom došli k závěru, že asymptota

v hyperboly je druhou úhlopř́ıčkou rovnoběžńıku se stranami t,m′, t′,m′′.

Úloha 2.7.19 Parabola je dána tečnami a, b s body dotyku A,B. Sestrojte osu

o a vrchol V paraboly.
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Obr. 2.7.27

Řešeńı (Obr. 2.7.27): Nejprve sestroj́ıme pr̊uměr q dané paraboly jako spojnici

pr̊useč́ıku P daných tečen a, b se středem tětivy AB, kde A,B jsou body do-

tyku daných tečen a, b na základě věty 2.7.7. Jeden ze zp̊usob̊u, kterým budeme

pokračovat, nám umožńı rychlé sestrojeńı vrcholu V dané paraboly. Sestroj́ıme

rovnoběžky q1, q2 s př́ımkou q procházej́ıćı body A,B, což jsou pr̊uvodiče bod̊u

A,B. Bodem P vedeme př́ımku kolmou k pr̊uměru q, která protne př́ımky q1, q2
v bodech A′, B′. Pr̊useč́ık spojnic A′BaBA′ je vrchol V , jenž ovšem lež́ı na ose g.

Od̊uvodněńı toho zp̊usobu spoč́ıvá v tom, že bod P je direkčńım středem pro-

jektivńıch svazk̊u př́ımek A(q1, . . .) ::: B(q2, . . .), jež vytvářej́ı naši parabolu.

Př́ımce m1 = AB′ v této projektivnosti odpov́ıdá př́ımka m2 = BA′, takže bod

V je skutečně bodem dané paraboly. Abychom ukázali, že je to jej́ı vrchol, se-

stroj́ıme v něm tečnu v užit́ım Pascalovy věty, při čemž oč́ıslováńı voĺıme tak, že

V = 1 = 2, A = 3, B = 6 a nevlastńı bod pr̊uměru q, který je bodem dotyku

nevlastńı tečny, je bod 4∞ ≡ 5∞ . Pascalovou př́ımkou je pak spojnice A′B′ a

tečna v je s ńı rovnoběžná. Tedy tečna v je kolmá na pr̊uměr q, a proto je to tečna

vrcholová.

2.7.5 Ohniska kuželosečky

V každém bodě projektivńı roviny, který nelež́ı na kuželosečce, indukuje daná kuželo-

sečka involuci sdružených polár. V této involuci sdružených polár existuje bud’ právě

jeden pravoúhlý pár, nebo je daná involuce pravoúhlá.

Definice 2.7.13 Bod, v němž kuželosečka indukuje pravoúhlou involuci sdružených

polár, se nazývá ohnisko kuželosečky. Znač́ıme F .

Střed kružnice je zřejmě jej́ım ohniskem, jelikož navzájem kolmé sdružené pr̊uměry

kružnice jsou současně sdruženými polárami. Oproti tomu kuželosečka, která neńı kruž-

nićı, indukuje ve svém středu involuci sdružených pr̊uměr̊u, která neńı pravoúhlá. Jej́ı

střed tedy neńı ohniskem. Dále lze odvodit, že ohnisko libovolné kuželosečky je bod

vlastńı, jelikož př́ımky incidentńı s nevlastńım bodem jsou rovnoběžné, a tedy nemohou

tvořit pravoúhlou involuci.

Věta 2.7.26 Pr̊uměr kuželosečky, který procháźı jej́ım ohniskem, je osou této kuže-

losečky.

D̊ukaz: Pro kružnici a parabolu tvrzeńı zřejmě plat́ı. Necht’ je tedy dána středová

kuželosečka, která neńı kružnićı, jej́ı ohnisko F a střed S. Pól pr̊uměru FS je ne-
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vlastńı bod, všechny poláry sdružené s touto př́ımkou t́ımto bodem procházej́ı a jsou

tedy navzájem rovnoběžné. Pr̊uměr FS kuželosečky a pr̊uměr s ńım sdružený v involuci

sdružených pr̊uměr̊u ve středu S tedy tvoř́ı pravoúhlý pár této involuce a tedy také osy

kuželosečky.

�

Tato věta nezaručuje existenci žádného ohniska, pouze ř́ıká, kde př́ıpadná ohniska

lež́ı. Vyslov́ıme tedy větu, d́ıky které lze počet ohnisek jednotlivých kuželoseček snadno

odvodit.

Věta 2.7.27 Mějme kuželosečku, která neńı kružnićı. Potom páry bod̊u, které na

každé jej́ı ose vyt́ınaj́ı dvě k sobě kolmé sdružené poláry, tvoř́ı involuci. Je-li kuželoseč-

ka středová, pak jej́ı střed je středem každé z těchto involućı; na jedné ose je involuce

hyperbolická a jej́ı samodružné body jsou ohniska, na druhé ose je eliptická. Je-li

kuželosečka parabola, je tato involuce hyperbolická, přičemž jeden jej́ı samodružný

bod je nevlastńı bod osy a druhý je ohnisko paraboly.

Jako př́ımý d̊usledek této věty dostáváme větu o počtu ohnisek kuželoseček.

Věta 2.7.28 Každá středová kuželosečka, která neńı kružnićı, má dvě r̊uzná ohniska,

jejich spojnice je osou této kuželosečky. Parabola má jedno ohnisko.

V pravoúhlé involuci polár nemůže existovat př́ımka, která by byla tečnou kuželosečky.

Ohnisko tedy nelež́ı na kuželosečce a ani neńı jej́ım vněǰśım bodem. Každé ohnisko ku-

želosečky je tedy jej́ım vnitřńım bodem. Jelikož ohniska středové kuželosečky, která

neńı kružnićı, lež́ı pouze na jedné z os, budeme tyto osy navzájem rozlǐsovat.

Definice 2.7.14 Osu středové kuželosečky, která neńı kružnićı, procházej́ıćı jej́ımi

ohnisky nazýváme hlavńı osou. Osu, na které ohniska nelež́ı, nazýváme vedleǰśı osou.

Pro hyperbolu tak dostáváme následuj́ıćı větu plynoućı z toho, že každé ohnisko je

vnitřńım bodem své kuželosečky.

Věta 2.7.29 Hlavńı osa hyperboly prot́ıná tuto hyperbolu ve dvou r̊uzných vrcholech,

vedleǰśı osa ji neprot́ıná.
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Definice 2.7.15 Vzdálenost ohniska od středu kuželosečky se nazývá excentricita

(výstřednost) kuželosečky. Znač́ıme ji e. Vzdálenost vrcholu na hlavńı ose od středu

kuželosečky se nazývá délka hlavńı poloosy. Znač́ıme ji a. Vzdálenost vrcholu elipsy

na vedleǰśı ose od středu elipsy se nazývá délka vedleǰśı poloosy. Znač́ıme ji b. Délkou

vedleǰśı poloosy hyperboly rozumı́me kladné č́ıslo b takové, že −b2 je mocnost involuce

sdružených pól̊u na jej́ı vedleǰśı ose, č́ıslo 2a, resp. 2b, je délka hlavńı, resp. vedleǰśı

osy kuželosečky.

Můžeme tedy vyslovit dobře známou větu eukleidovské geometrie. Tuto větu opět

uvedeme bez d̊ukazu, jelikož se zde využ́ıvá poznatk̊u z d̊ukazu věty 2.7.27.

Věta 2.7.30 Jsou-li a, b délky hlavńı a vedleǰśı poloosy středové kuželosečky a e jej́ı

výstřednost, plat́ı pro elipsu rovnice e2 = a2 − b2 a pro hyperbolu e2 = a2 + b2.

Jelikož jsou délka b vedleǰśı poloosy a výstřednost e u středové kuželosečky vždy

kladné, plat́ı pro elipsu vztahy a > b, e < a a pro hyperbolu vztah e > a.

Definice 2.7.16 Obdélńık, jehož vrcholy jsou pr̊useč́ıky vrcholových tečen hyperboly

s jej́ımi asymptotami, se nazývá charakteristický obdélńık hyperboly.

Věta 2.7.31 Délky stran charakteristického obdélńıku hyperboly o poloosách a, b jsou

2a, 2b.

Zřejmě tedy také plat́ı, že úhlopř́ıčky charakteristického obdélńıku hyperboly s

výstřednost́ı e maj́ı délku 2e. Pr̊useč́ık těchto úhlopř́ıček je střed hyperboly, jelikož

úhlopř́ıčky jsou asymptoty. Z těchto vlastnost́ı ihned plyne následuj́ıćı věta.

Věta 2.7.32 Ohniska hyperboly jsou pr̊useč́ıky jej́ı hlavńı osy s kružnićı, která je

opsána jej́ımu charakteristickému obdélńıku.

Věta 2.7.33 Kružnice opsaná trojúhelńıku, jehož jedna strana je na vedleǰśı ose

středové kuželosečky, která neńı kružnićı, a druhé dvě jsou kterékoli jej́ı dvě kolmé

sdružené poláry, prot́ıná hlavńı osu v ohniskách této kuželosečky.
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Obr. 2.7.28

D̊ukaz: (Obr. 2.7.28) Necht’ p, p′ jsou libovolné navzájem kolmé sdružené poláry vzhle-

dem k dané středové kuželosečce, která neńı kružnićı, a jejich pr̊useč́ık M necht’ nelež́ı

na vedleǰśı ose této kuželosečky. Označme pr̊useč́ıky D,D′ polár p, p′ s vedleǰśı osou

kuželosečky. Body D,D′ jsou dle věty 2.7.27 odpov́ıdaj́ıćı si body v involuci na vedleǰśı

ose. Př́ımka q′ kolmá ke spojnici q bod̊u D,F1 a procházej́ıćı týmž ohniskem F1 je ovšem

jej́ı sdruženou polárou. Dvojice př́ımek q, q′ tedy prot́ıná vedleǰśı osu g′ v páru bodové

involuce. Protože jeden bod takového páru je bod D, druhým bodem je nutně bod

D′, to znamená, že př́ımka q′ procháźı bodem D′. Oba pravoúhlé trojúhelńıky DMD′ a

DF1D
′ maj́ı tedy společnou přeponu, proto body M a F1 lež́ı na kružnici nad pr̊uměrem

DD′. �

Definice 2.7.17 Př́ımka procházej́ıćı bodem dotyku tečny s kuželosečkou a kolmá k

této tečně se nazývá normála kuželosečky.

Tečna kuželosečky a jej́ı normála jsou kolmými sdruženými polárami vzhledem k této

kuželosečce. Věta 2.7.33 pro ně tedy také plat́ı, čehož využ́ıváme zejména v př́ıpadě,

kdy máme sestrojit ohniska středové kuželosečky dané osami a tečnou s bodem dotyku.

Věta 2.7.34 Ohnisko paraboly je středem každé úsečky, jej́ı̌z krajńı body jsou na ose

paraboly vyt’aty kolmými sdruženými polárami, a tedy i každou jej́ı tečnou a př́ıslušnou

normálou.
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D̊ukaz: Necht’ p, p′ jsou libovolné navzájem kolmé sdružené poláry vzhledem k dané

parabole, jejichž pr̊useč́ık nelež́ı na ose této paraboly. Označme pr̊useč́ıky D,D′ polár

p, p′ s osou paraboly. Body D,D′ jsou opět (dle věty 2.7.27) odpov́ıdaj́ıćı si body v

involuci na ose paraboly. Jelikož je nevlastńı bod osy paraboly jedńım samodružným

bodem této involuce, muśı být druhý samodružný bod, tedy ohnisko, středem každé

úsečky s krajńımi body v odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u v involuci na ose paraboly, tedy i

úsečky DD′. �

Definice 2.7.18 Polára ohniska kuželosečky se nazývá ř́ıdićı př́ımka kuželosečky.

Kružnice má právě jednu ř́ıdićı př́ımku a to př́ımku nevlastńı. Každá středová

kuželosečka, která neńı kružnićı, má právě dvě ř́ıdićı př́ımky. Parabola má právě jednu

ř́ıdićı př́ımku a tato př́ımka je vždy vlastńı. Jelikož je ohnisko kuželosečky vždy jej́ım

vnitřńım bodem, je ř́ıdićı př́ımka vždy nesečnou kuželosečky.

Věta 2.7.35 Je-li d vzdálenost středu kuželosečky, která neńı kružnićı, od ř́ıdićı

př́ımky, pak je d · e = a2.

Tato věta plyne z toho, že libovolné ohnisko a pr̊useč́ık hlavńı osy s polárou to-

hoto ohniska tvoř́ı odpov́ıdaj́ıćı si pár v involuci s mocnost́ı a2 a středem ve středu

kuželosečky. Z vlastnost́ı involuce sdružených pól̊u na ose paraboly můžeme také odvo-

dit větu pro ohnisko paraboly.

Věta 2.7.36 Vrchol paraboly je středem úsečky s krajńımi body v jej́ım ohnisku a

pr̊useč́ıku ř́ıdićı př́ımky s osou.

Věta 2.7.37 Poměr vzdálenost́ı libovolného vlastńıho bodu kuželosečky, která neńı

kružnićı, od jej́ıho ohniska a od ř́ıdićı př́ımky, která je polárou tohoto ohniska, je

konstantńı.

D̊ukaz: (Obr. 2.7.29) Necht’ F je ohnisko a f jeho polára vzhledem k dané kuželosečce.

Na kuželosečce zvolme libovolné dva r̊uzné vlastńı body M,N a sestrojme tečny m,n

v těchto bodech. Označme R pr̊useč́ık tečen m,n. Polára r bodu R vzhledem k dané

kuželosečce je určena body M,N . Označme P = f ∩r a sestrojme poláru p = FR bodu

P . Dále označme P ′ = f ∩ p a opět sestrojme poláru p′ = FP bodu P ′. Jelikož jsou

př́ımky p, p′ sdružené poláry procházej́ıćı ohniskem F , jsou navzájem kolmé. Označme

Q = p∩r a q = PR. Body P,Q jsou sdruženými póly na př́ımce r, plat́ı tedy (MNPQ) =

−1.
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Obr. 2.7.29

Promı́tneme-li body M,N z bodu F př́ımkami m0, n0, pak také plat́ı (m0n0p
′p) =

−1. Jelikož jsou př́ımky p, p′ navzájem kolmé a harmonicky sdružené s př́ımkami m0, n0,

jsou př́ımky p, p′ osy úhl̊u př́ımek m0, n0. Promı́tneme-li body M,N,P,Q rovnoběžně

s př́ımkou p na př́ımku f do bod̊u M ′, N ′, P, P ′, plat́ı (M ′N ′PP ′) = −1. Sestroj́ıme-li

př́ımky m′ = FM ′, n′ = FN ′, pak př́ımky p, p′ jsou opět osy úhl̊u těchto př́ımek. Z uve-

dených vlastnost́ı vyplývá, že |]NFN ′| = |]MFM ′| a |]FMM ′| = |]FNN ′|, tedy že

trojúhelńıky MFM ′, NFN ′ jsou podobné. Promı́tneme-li body M,N kolmo na př́ımku

f do bod̊u M1, N1, jsou také trojúhelńıky MM ′M1, NN
′N1 podobné. Dostáváme tedy

následuj́ıćı rovnosti

|MF |
|MM ′|

=
|NF |
|NN ′|

a
|MM ′|
|MM1|

=
|NN ′|
|NN1|

= ρ⇒ |MM ′| = ρ|MM1|, |NN ′| = ρ|NN1|

a tedy
|MF |
ρ|MM1|

=
|NF |
ρ|NN1|

⇒ |MF |
|MM1|

=
|NF |
|NN1|

.

Protože body M,N byly dva libovolné r̊uzné body naš́ı kuželosečky a |MF | je

vzdálenost bodu M od ohniska a |MM1| je vzdálenost bodu M od ř́ıd́ıćı př́ımky, má

poměr |MF | : |MM1| hodnotu nezávislou na volbě bodu M na naš́ı kuželosečce a je

tedy pro všechny body kuželosečky konstantńı. �

Z osové souměrnosti podle vedleǰśı osy u středových kuželoseček plyne, že tento

poměr vzdálenost́ı nezáviśı na volbě ohniska. Pro každou kuželosečku, která neńı kružnićı,

tedy dostáváme jedinou hodnotu tohoto poměru vzdálenost́ı.

115



Definice 2.7.19 Poměr vzdálenost́ı libovolného vlastńıho bodu kuželosečky, která

neńı kružnićı, od jej́ıho libovolného ohniska a př́ıslušné ř́ıdićı př́ımky se nazývá č́ıselná

výstřednost kuželosečky a znač́ıme ji ε. Č́ıselná výstřednost kružnice je rovna 0.

Vrchol paraboly je stejně vzdálen od jej́ıho ohniska a jej́ı ř́ıdićı př́ımky, č́ıselná

výstřednost paraboly je tedy rovna 1. Pro všechny vlastńı body paraboly tedy plat́ı, že

jsou stejně vzdáleny od jej́ıho ohniska a ř́ıdićı př́ımky. Zbývá ukázat, zda každý vlastńı

bod projektivńı roviny, který má stejnou vzdálenost od ohniska i od ř́ıdićı př́ımky, je

bodem paraboly.

Věta 2.7.38 Každý vlastńı bod paraboly má od jej́ıho ohniska a od ř́ıdićı př́ımky

stejnou vzdálenost. Každý vlastńı bod roviny, který je stejně vzdálen od ohniska a

ř́ıdićı př́ımky paraboly, je bodem dané paraboly.

D̊ukaz: Prvńı část věty plyne př́ımo z předchoźıch úvah. Dokážeme tedy, že každý vlastńı

bod projektivńı roviny, jehož vzdálenosti od ohniska a od ř́ıdićı př́ımky jsou sobě rovny,

je bodem paraboly. Důkaz rozděĺıme na dva př́ıpady.

1. Necht’ bod X je stejně vzdálen od ohniska F a ř́ıdićı př́ımky f dané paraboly a

současně je vněǰśım bodem této paraboly. Necht’ úsečka FX prot́ıná parabolu v

bodě A. Označme X ′ pravoúhlý pr̊umět bodu X na př́ımku f . Dostáváme tak

následuj́ıćı rovnost

|XX ′| = |FX| = |XA|+ |AF |, |AA′| = |AF | ⇒ |XX ′| = |AX|+ |AA′|.

Bod A je tedy bodem úsečky XX ′ a současně dle předpokladu také bodem úsečky

FX. Úsečky XX ′, FX nemohou být rovnoběžné, plat́ı tedy A = X, což je spor

s předpokladem, že X je vněǰśım bodem paraboly.

2. Necht’ bod Y je stejně vzdálen od ohniska F a ř́ıdićı př́ımky f dané paraboly a

současně je vnitřńım bodem této paraboly. Označme Y ′ pravoúhlý pr̊umět bodu

Y na př́ımku f . Necht’ úsečka Y Y ′ prot́ıná parabolu v bodě B. Dostáváme tak

následuj́ıćı rovnost

|FY | = |Y Y ′| = |Y B|+ |BY ′|, |BY ′| = |BF | ⇒ |FY | = |Y B|+ |BF |.

Bod B je tedy bodem úsečky FY a současně bodem úsečky Y Y ′. Jelikož však

úsečky Y Y ′, FY nemohou být rovnoběžné, muśı platit B = Y , což je spor s

předpokladem, že Y je vnitřńım bodem paraboly.
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Dokázali jsme, že každý vlastńı bod, který je stejně vzdálen od ohniska a ř́ıdićı

př́ımky paraboly, je bodem dané paraboly. �

Středové kuželosečky, které nejsou kružnićı, maj́ı právě dvě ohniska a právě dvě

ř́ıdićı př́ımky, pro libovolný bod X této kuželosečky muśı být tedy splněna rovnost

|XF1|
|XX1|

=
|XF2|
|XX2|

= ε,

kde F1, F2 jsou ohniska a X1, X2 pravoúhlé pr̊uměty bodu X na př́ıslušné ř́ıdićı př́ımky.

Jelikož jsou ř́ıdićı př́ımky navzájem rovnoběžné dostáváme následuj́ıćı rovnosti

pro elipsu |XX1|+ |XX2| = 2d, pro hyperbolu
∣∣∣|XX1| − |XX2|

∣∣∣ = 2d.

Muśı být tedy splněny také rovnosti

pro elipsu
|XF1|+ |XF2|
|XX1|+ |XX2|

= ε, pro hyperbolu

∣∣∣∣ |XF1| − |XF2|
|XX1| − |XX2|

∣∣∣∣ = ε,

a tedy také

pro elipsu |XF1|+ |XF2| = 2dε = 2a, pro hyperbolu
∣∣∣|XF1| − |XF2|

∣∣∣ = 2dε = 2a.

Součet vzdálenost́ı libovolného bodu elipsy, která neńı kružnićı, od jej́ıch ohnisek je

tedy konstantńı. A absolutńı hodnota rozd́ılu vzdálenost́ı libovolného vlastńıho bodu

hyperboly od jej́ıch ohnisek je také konstantńı. Odvodili jsme tedy následuj́ıćı věty pro

body elipsy a pro vlastńı body hyperboly.

Věta 2.7.39 Elipsa, která neńı kružnićı, je množina vlastńıch bod̊u, jejichž součet

vzdálenost́ı od dvou r̊uzných pevných vlastńıch bod̊u F1, F2 je konstantńı a je roven

délce jej́ı hlavńı osy.

Věta 2.7.40 Vlastńı body hyperboly jsou body, jejichž rozd́ıl vzdálenost́ı od dvou

r̊uzných pevných vlastńıch bod̊u je konstantńı a je roven délce jej́ı hlavńı osy.

Pro středové kuželosečky, které nejsou kružnićı, je splněno 2dε = 2a a současně

d · e = a2. Z těchto rovnost́ı snadno dostáváme rovnost ε = e
a
. Jelikož pro elipsu plat́ı

také e < a, je č́ıselná výstřednost elipsy menš́ı než 1. Pro hyperbolu naopak plat́ı e > a,

č́ıselná výstřednost hyperboly je tedy větš́ı než 1.

Věta 2.7.41 Necht’ ε je č́ıselná výstřednost kuželosečky. Je-li ε ∈ 〈0; 1), je kuželosečka

elipsou. Je-li ε = 1, je parabolou. Je-li ε ∈ (1;∞), je hyperbolou.
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Úloha 2.7.20 Kuželosečka je dána osami o1, o2 a tečnou a s bodem dotyku A.

Sestrojte ohniska F1, F2 kuželosečky.

Obr. 2.7.30

Řešeńı (Obr. 2.7.30): V bodě A sestroj́ıme normálu n kuželosečky. Př́ımky a, n

prot́ınaj́ı osy o1, o2 v bodech C,C ′ ∈ o1 a D,D′ ∈ o2. Body C,C ′, resp. D,D′,

tvoř́ı involutorńı pár bod̊u v involuci na př́ımce o1, resp. o2. Jelikož střed S je

bodem úsečky DD′, je involuce na př́ımce o2 eliptická, a tedy př́ımka o2 je vedleǰśı

osou kuželosečky. Sestroj́ıme kružnici k s pr̊uměrem DD′. Kružnice k prot́ıná

osu o1 v ohniskách F1, F2 kuželosečky (věta 2.7.33). Ohniska lze také sestrojit

pomoćı involuce bod̊u na ose o1. Bod S je středem této involuce a body C,C ′

tvoř́ı involutorńı pár. Samodružné body této involuce jsou hledanými ohnisky

kuželosečky (věta 2.7.27).

Úloha 2.7.21 Parabola je dána osou o a tečnou a s bodem dotyku A. Sestrojte

ohnisko F paraboly.
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Obr. 2.7.31

Řešeńı (Obr. 2.7.31): V bodě A sestroj́ıme normálu n paraboly. Př́ımky a, n

prot́ınaj́ı osu o paraboly v bodech D,D′. Hledané ohnisko F paraboly je středem

úsečky DD′ (věta 2.7.34).

Úloha 2.7.22 Kuželosečka je dána osami o1, o2 a pólem P s polárou p. Sestrojte

ohniska F1, F2 kuželosečky.

Obr. 2.7.32

Řešeńı (Obr. 2.7.32): V bodě P sestroj́ıme př́ımku n kolmou k př́ımce p. Př́ımky

n, p prot́ınaj́ı osy o1, o2 v bodech C,C ′ ∈ o1 a DD′ ∈ o2. Př́ımky p, n jsou kolmé

sdružené poláry, body C,C ′, resp. D,D′, tedy tvoř́ı involutorńı páry bod̊u v invo-

luci na př́ımce o1, resp. o2. Involuce na o2 je eliptická, př́ımka o2 je tedy vedleǰśı

osou kuželosečky. Sestroj́ıme kružnici k s pr̊uměrem DD′. Tato kružnice prot́ıná

osu o1 v hledaných ohniskách F1, F2 kuželosečky (věta 2.7.33).

Úloha 2.7.23 Parabola je dána osou o a pólem P s polárou p. Sestrojte ohnisko

F paraboly.
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Obr. 2.7.33

Řešeńı (Obr. 2.7.33): V bodě P sestroj́ıme př́ımku n kolmou k př́ımce p. Př́ımky

n, p jsou kolmými sdruženými polárami vzhledem k dané parabole a prot́ınaj́ı osu

o paraboly v bodech D,D′. Hledané ohnisko F paraboly je dle věty 2.7.34 středem

úsečky DD′.

Úloha 2.7.24 Kuželosečka je dána třemi tečnami a, b, c a ohniskem F . Sestrojte

osu o kuželosečky.

Obr. 2.7.34

Řešeńı (Obr. 2.7.34): Označ́ıme Q = a ∩ b a sestroj́ıme př́ımku p = QF . V

ohnisku F sestroj́ıme př́ımku p′ kolmou k p. V bodě Q sestroj́ıme př́ımku p′′, tak

aby platilo (abpp′′) = −1. Př́ımky p, p′, resp. p, p′′, jsou sdružené poláry vzhledem

k dané kuželosečce. Pr̊useč́ık P př́ımek p′, p′′ je tedy pólem př́ımky p. Jelikož

polára p procháźı ohniskem F , lež́ı jej́ı pól P na poláře f ohniska F , tedy na ř́ıdićı
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př́ımce. Stejným postupem pro bod R = b ∩ c urč́ıme pól M př́ımky m = RF .

Ř́ıdićı př́ımka f kuželosečky je tedy určena body M,P . Hledaná osa o procháźı

ohniskem F a je kolmá k př́ımce f .

Úloha 2.7.25 Kuželosečka je dána tečnou a s bodem dotyku A, tečnou b a oh-

niskem F . Sestrojte osu o kuželosečky.

Řešeńı (Obr. 2.7.35): Označ́ıme Q = a∩b a sestroj́ıme př́ımku p = QF . V ohnisku

F sestroj́ıme př́ımku p′ kolmou k p. V bodě Q sestroj́ıme př́ımku p′′, tak aby

platilo (abpp′′) = −1. Př́ımky p, p′, resp. p, p′′, jsou sdružené poláry vzhledem k

dané kuželosečce. Pr̊useč́ık P př́ımek p′, p′′ je tedy pólem př́ımky p. Jelikož polára

p procháźı ohniskem F lež́ı jej́ı pól P na poláře f ohniska F , tedy na ř́ıdićı př́ımce.

Sestroj́ıme př́ımku m = AF a v ohnisku F sestroj́ıme př́ımku m′ kolmou k m.

Př́ımky a,m′ jsou sdružené poláry vzhledem k dané kuželosečce, jejich pr̊useč́ık

M je tedy pólem př́ımky m. Př́ımka m procháźı ohniskem F , ř́ıdićı př́ımka f

tedy procháźı bodem M . Hledaná osa o procháźı ohniskem F a je kolmá k př́ımce

f = MP .

Obr. 2.7.35
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Př́ılohy

Úloha 2.1.1 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi body A,B,C,D,E. Sestrojte jej́ı daľśı

bod.

Úloha 2.1.2 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi body A,B,C,D,E. V jednom z daných

bod̊u sestrojte tečnu.

Úloha 2.1.3 Kuželosečka je dána čtyřmi vlastńımi body A,B,C,D a tečnou c v bodě

C. Sestrojte daľśı bod a tečnu kuželosečky.
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Úloha 2.1.4 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi body A,B,C a tečnami b, c′ v bodech

B,C. Sestrojte jej́ı daľśı bod.

Úloha 2.1.5 Kuželosečka je dána dvěma vlastńımi tečnami a, b s vlastńımi body do-

tyku A,B a nevlastńı tečnou c∞ . Sestrojte daľśı tečnu kuželosečky.

Úloha 2.1.6 Kuželosečka je určena čtyřmi vlastńımi tečnami a, b, c, d a bodem dotyku

A na tečně a. Sestrojte daľśı bod kuželosečky.
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Úloha 2.1.7 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi tečnami a, b, c, d, e. Sestrojte daľśı

tečnu a některý bod dotyku.

Úloha 2.1.8 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi body A,B,C,D,E. Sestrojte pr̊useč́ıky

kuželosečky s danou př́ımkou p.

Úloha 2.1.9 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi body A,B,C,D,E. Sestrojte pr̊useč́ıky

s nevlastńı př́ımkou.
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Úloha 2.1.10 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi tečnami a, b, c, d, e. Sestrojte tečny

kuželosečky z daného bodu P , který nelež́ı na žádné z daných tečen.

Úloha 2.2.1 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi body A,B,C,D,E. Sestrojte daľśı

bod kuželosečky.

Úloha 2.2.2 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi body A,B,C,D,E. Sestrojte tečnu

kuželosečky v některém z daných bod̊u.
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Úloha 2.2.3 Kuželosečka je dána čtyřmi vlastńımi body A,B,C,D a tečnou d v bodě

D. Sestrojte daľśı tečnu kuželosečky.

Úloha 2.2.4 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi body A,B,C a tečnami a, c v bodech

A,C. Sestrojte daľśı bod kuželosečky.

Úloha 2.2.5 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi body A,B,C a vlastńı tečnou u s

nevlastńım bodem dotyku U∞ . Sestrojte daľśı tečnu kuželosečky.
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Úloha 2.2.6 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi body A,B,C a dvěma nevlastńımi

body U∞ , V∞ . Sestrojte daľśı bod kuželosečky.

Úloha 2.2.7 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi body A,B,C a dvěma nevlastńımi

body U∞ , V∞ . Sestrojte tečny kuželosečky v nevlastńıch bodech.
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Úloha 2.2.8 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi body A,B,C a jedńım nevlastńım bo-

dem U∞ s nevlastńı tečnou. Sestrojte tečnu kuželosečky v některém z daných vlastńıch

bod̊u.

Úloha 2.3.1 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi tečnami a, b, c, d, e. Sestrojte daľśı

tečnu kuželosečky.

Úloha 2.3.2 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi tečnami a, b, c, d, e. Sestrojte bod do-

tyku na jedné z nich.
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Úloha 2.3.3 Kuželosečka je dána čtyřmi vlastńımi tečnami a, b, c, d a bodem dotyku

B na tečně b. Sestrojte daľśı bod dotyku.

Úloha 2.3.4 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi tečnami a, b, c a body dotyku A,B

na tečnách a, b. Sestrojte zbývaj́ıćı bod dotyku.

Úloha 2.3.5 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi tečnami a, b, c a body dotyku A,B

na tečnách a, b. Sestrojte daľśı tečnu.
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Úloha 2.3.6 Kuželosečka je dána čtyřmi vlastńımi tečnami a, b, c, d a nevlastńım bo-

dem dotyku D∞ na tečně d. Sestrojte daľśı tečnu kuželosečky.

Úloha 2.3.7 Kuželosečka je dána čtyřmi vlastńımi tečnami a, b, c, d a nevlastńım bo-

dem dotyku D∞ na tečně d. Sestrojte daľśı bod kuželosečky.

Úloha 2.3.8 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi tečnami a, b, c, nevlastńı tečnou n∞

a bodem dotyku C na tečně c. Sestrojte daľśı tečnu kuželosečky.
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Úloha 2.3.9 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi tečnami a, b, c a vlastńım bodem

dotyku C na tečně c. Sestrojte bod dotyku na nevlastńı př́ımce n∞ .

Úloha 2.3.10 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi tečnami a, b, c a dvěma nevlastńımi

body dotyku A∞ , B∞ na tečnách a, b. Sestrojte bod dotyku C tečny c.
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Úloha 2.5.1 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi body A,B,C,D,E. K danému bodu

P sestrojte jeho poláru p.

Úloha 2.5.2 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi tečnami a, b, c, d, e. K dané př́ımce p

sestrojte jej́ı pól P .
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Úloha 2.5.3 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi body A,B,C a pólem P s polárou

p. Sestrojte daľśı body kuželosečky.

Úloha 2.5.4 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi tečnami a, b, c a pólem P s polárou

p. Sestrojte daľśı tečnu kuželosečky.

Úloha 2.5.5 Kuželosečka je dána dvěma vlastńımi body A,B, tečnou a v bodě A a

pólem P s polárou p. Sestrojte daľśı bod a tečnu.
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Úloha 2.5.6 Kuželosečka je dána dvěma body A,B a polárńım trojúhelńıkem PQR.

Sestrojte daľśı body kuželosečky.

Úloha 2.5.7 Kuželosečka je dána dvěma tečnami a, b a polárńım trojúhelńıkem PQR.

Sestrojte daľśı tečnu kuželosečky.
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Úloha 2.5.8 Kuželosečka je dána pólem M s polárou m a polárńım troj- úhelńıkem

PQR. Sestrojte několik bod̊u kuželosečky.

Úloha 2.5.9 Kuželosečka je dána pěti body A,B,C,D,E. Sestrojte pr̊useč́ıky dané

př́ımky p s touto kuželosečkou.

Úloha 2.6.1 Určete kuželosečky svazku S (A,B,C,D) dotýkaj́ıćı se dané př́ımky p.

Úloha 2.7.1 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi bodyA,B,C,D,E. Určete typ kuželosečky.
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Úloha 2.7.2 Hyperbola je dána třemi vlastńımi body A,B,C a dvěma nevlastńımi

body U∞ , V∞ . Sestrojte jej́ı asymptoty u, v.

Úloha 2.7.3 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi body A,B,C a středem S. Sestrojte

daľśı body a tečnu kuželosečky.
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Úloha 2.7.4 Hyperbola je dána asymptotami u, v a tečnou a. Sestrojte bod dotyku A

tečny a.

Úloha 2.7.5 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi body A,B,C a středem S. Určete

involuci sdružených pr̊uměr̊u.

Úloha 2.7.6 Kuželosečka je dána třemi vlastńımi tečnami a, b, c a středem S. Určete

involuci sdružených pr̊uměr̊u.
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Úloha 2.7.7 Kuželosečka je dána párem sdružených pr̊uměr̊u m,m′, krajńımi body

M1,M2 pr̊uměru m a bodem A. Sestrojte krajńı body pr̊uměru m′.

Úloha 2.7.8 Kuželosečka je dána pěti vlastńımi body A,B,C,D,E. Sestrojte jej́ı střed

S.

Úloha 2.7.9 Kuželosečka je dána středem S a polárńım trojúhelńıkem PQR. Určete

involuci sdružených pr̊uměr̊u.

138



Úloha 2.7.10 Parabola je dána třemi vlastńımi body A,B,C a nevlastńım bodem U∞ .

Sestrojte osu o paraboly.

Úloha 2.7.11 Kuželosečka je dána středem S, osou o1 a dvěma vlastńımi body E,F .

Sestrojte všechny vrcholy kuželosečky.
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Úloha 2.7.12 Kuželosečka je dána středem S, osou o1 a tečnou e s bodem dotyku E.

Sestrojte všechny vrcholy kuželosečky.

Úloha 2.7.13 Kuželosečka je dána středem S, osou o1 a pólem P s polárou p. Sestrojte

všechny vrcholy kuželosečky.

Úloha 2.7.14 Parabola je dána osou o a dvěma vlastńımi body A,B. Sestrojte vrchol

V paraboly.
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Úloha 2.7.15 Parabola je dána osou o a tečnou a s bodem dotyku A. Sestrojte vrchol

V paraboly.

Úloha 2.7.16 Parabola je dána osou o a pólem Q s polárou q. Sestrojte vrchol V

paraboly.
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Úloha 2.7.17 Elipsa je dána sdruženými pr̊uměry m,n s krajńımi body M,M ′ a N,N ′.

Sestrojte osy o1, o2 a vrcholy A,B,C,D elipsy.

Úloha 2.7.18 Hyperbola je dána sdruženými pr̊uměry m,n s krajńımi body M,M ′,

resp. náhradńımi krajńımi body N,N ′. Sestrojte asymptoty u, v hyperboly.
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Úloha 2.7.19 Parabola je dána tečnami a, b s body dotyku A,B. Sestrojte osu o a

vrchol V paraboly.

Úloha 2.7.20 Kuželosečka je dána osami o1, o2 a tečnou a s bodem dotyku A. Sestrojte

ohniska F1, F2 kuželosečky.
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Úloha 2.7.21 Parabola je dána osou o a tečnou a s bodem dotyku A. Sestrojte ohnisko

F paraboly.

Úloha 2.7.22 Kuželosečka je dána osami o1, o2 a pólem P s polárou p. Sestrojte oh-

niska F1, F2 kuželosečky.
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Úloha 2.7.23 Parabola je dána osou o a pólem P s polárou p. Sestrojte ohnisko F

paraboly.

Úloha 2.7.24 Kuželosečka je dána třemi tečnami a, b, c a ohniskem F . Sestrojte osu o

kuželosečky.

Úloha 2.7.25 Kuželosečka je dána tečnou a s bodem dotyku A, tečnou b a ohniskem

F . Sestrojte osu o kuželosečky.
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