Kapitola 1

Algebraické vyrazy

Hlavnim cilem této kapitoly je naucit se rychle a bezchybné upravovat sloZité algebraické vijrazy. To ovsem

predpokladd bezproblémové zvladnuti zdkladnich tiprav jednoduchijch vyjrazii za pomoci elementdrnich
vztahii. Jednd se predevsim o opakovdni stiedoskolské ldtky, ale objevi se zde i nové poznatky, které student vyuZije
v dal$im studiu. Ve strucnosti se zde sezndmime s tipravami mocnin a odmocnin, binomickou vétou, raciondlnimi
lomenymi a celistvymi vijrazy (polynomy spolu s hleddnim jejich kotenii). V podstaté jde zejména o shrnuti zna-
losti, opakovdinit a vijcet nutnyjch védomosti, které by si meél student pamatovat z vijuky na stiedni skole.

1.1 Uprava algebraickych vyrazi

@ Lze nasledujici vyraz zapsat jednodussi formou?
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0 Algebraické vyrazy

Algebraickym vyrazem rozumime kazdy zapis, ktery je podle pravidel spravné utvofen ze znakd
pro matematické operace, Cisel, proménnych, zdvorek, vysledkti operaci a hodnot funkci. Algebraické
vyrazy, v nichZ se nevyskytuji odmocniny, se nazyvaji raciondlni algebraické vyrazy. Ty se dale déli na
raciondlni celistvé vijrazy, tedy mnohocleny (polynomy), a raciondlni lomené vijrazy, tedy podily dvou mno-
hoclent, kde délitelem je nenulovy mnohoclen. Pokud se ve vyrazech objevuji i odmocniny, nazyvame
je iraciondlni algebraické vijrazy.

U algebraickych vyrazili je nutné stanovit definicni obory proménnijch D, tj. podmnoZziny obort pro-
meénnych, pro jejichZ prvky ma dany vyraz smysl

Stanoveni oboru proménnych

Ptiklad 1.1.1. Uréeme obory proménnych vyrazii: a) 3(2z — 1) — 323, a , S5z — Ty

(raciondlni celistvé vyrazy)
L

b) T —2

c)vr—1 (iraciondlni algebraické vyrazy)

(raciondlni lomené vyrazy)

Reseni: 1.1.1. a) Defini¢nimi obory jsou vesmés viechna reélna &isla, D = R.

b) Za x miizeme dosadit vSechna redln4 &isla s vyjimkou z = 2, nebof pro z = 2 nabyva jmenovatel
nulové hodnoty.

c) Funkce odmocniny je v oboru redlnych ¢isel definovana pouze pro nezdporna ¢isla, tedy . —1 > 0,
proto D = (1,+00). &



Véta 1.1.1. (Rovnost algebraickych vyrazt) Rikdme, Ze vijrazy Vi a Vs se rovnaji pravé tehdy, kdyz jsou
splnény ndsledujici podminky:

1. Do obou vyjrazii Ize dosadit za proménné kterijkoliv z prokii spolecného defini¢ntho oboru.
2. Oba vyrazy nabyovaji stejnijch hodnot po dosazent tychZ hodnot proménnijch ze spolecného definicniho oboru.

Definice 1.1.1. Upravou algebraického vyrazu rozumime nahrazeni daného vyrazu jinym vyrazem,
ktery se mu rovna ve spole¢ném D.

Nez pfistoupime k ukazce tprav algebraickych vyrazfi, povaZujeme za vhodné pfipomenout pravi-
dla pro zachdzeni s mocninami a odmocninami.

n—krét
. . . v 2 v, —N— vz
Definice 1.1.2. Nechf a € R an € N, n-tou mocninou &isla a rozumime &isloa” =a-a - ... - a, &islo a se
nazyva ziklad mocniny, n mocnitel.
V pribéhu tprav budeme vyuZivat nasledujici pravidla, kdea € Ram,n € N:

° aman — am+n

m

e Lo =agm " qa#£0

am™

e a"b" = (ab)"

o« 5= (8)" bA0

e 0" =0

Pokud bychom dale definovali a® = 1 pro a # 0 a a™ = —, mZeme vySe uvedena pravidla
pouzivatiprom,n € Z (cela ¢isla).

Pti zavedeni odmociiovani jako inverzni operace k umocriovani vychdzime z nésledujici véty:

7

Véta 1.1.2. Ke kaZdému nezdpornému ¢islu a existuje pro kaZdé p¥irozené ¢islo n pravé jedno nezdporné ¢islo b
takové, Ze b"™ = a.
Na zikladé této véty pak definujeme:

2 vz 2 vz

Definice 1.1.3. Nechf n je libovolné pfirozené &islo, a nezdporné &islo, pak takové nezaporné &islo b, pro
které plati b = a, nazveme n-td odmocnina ¢isla a. Zapisujeme symbolicky b = {/a. Cislo a nazveme
zdklad odmocniny a ¢islo n odmocnitel.
Obdobné pak vyuzivdme ndsledujicich pravidel.

Pro a,b € (0,00) am,n € Q (raciondlni ¢isla) plati:

Ya¥/b= ab
(Va)" =a% = Yam
%: /20> 0

o Y Wa= "Ya

o Ya= Vak, kEN

Pti tpravach vyrazi se také ¢asto vyuzivaji nasledujici vztahy, platné pro libovolnd a,b € C a pro
vSechnan € N:

o (a+b)® = a2+ 2ab+b?

o (a+b)* =0a3+3a2b+ 3ab? + b3



o (ath)" = ( 0 >a"—|—< | >a”1b—|—( 5 )a”262—|—...—|—< A )a”"‘bk+...+( o )ab"1+

( n > b = ( Z ) a"FpF (binomick4 véta)

e a®+b®=(atbd)(a® Fab+b*) &

Poznédmka 1.1.1. V pfedchozich pravidlech jsme uZivali tzv. kombinaéni &isla (7). Pro tplnost si zopa-
kujme, co timto ¢islem rozumime. Nejprve si definujme 0! = 1 [¢ti: nula faktorial], pak

(i) mm

nl=n-(n—-1)-(n—2)-...-3-2-1.

kde

Piiklad 1.1.2. Ur¢eme, kdy mé dany vyraz smysl a zjednoduste jej.

(2-1)-(+2+1)
(5 5): @)

a2

Reseni: 1.1.2. Nejprve upravime vyrazy v zadvorkdch (pfevedeme na spole¢né jmenovatele)

a’+b>—ab . a’+b>+ab
ab ab

1,2 _pap2
(a aazbg : ) : (a’2 _b2)

Upravime Citatele sloZzeného vyrazu. Ve jmenovateli pouZijeme pravidlo pro ndsobeni mocnin se
stejnym zdkladem a déleni nahradime ndsobenim pfevracenou hodnotou.

(a2+b2 —ab) . (a2+b2+ab)
a2b2

( ab—bb ) . 1
a2D2 (@2—b?)
Citatel jmenovatele rozloZime pomoci vzorce pro rozdil sudych mocnin a sloZeny zlomek pfevedeme
na soucin zlomk jednoduchych.

(a? +b? — ab) - (a® + b* + ab) a?b? - (a? — b?)
a2b2 (a® — b3) - (a3 + b3)
Citatele resp. jmenovatele druhého zlomku rozloZime pomoci vzorcti pro rozdil druhych resp. rozdil
a soucet tfetich mocnin. Zkratime.

(a2+b2—ab)-(a2+b2+ab). a?b? - (a —b) (a +b)

a2? (a—0b)(a®+ab+b2)-(a+b) (a2 —ab+b2)
Vyse uvedené postupy maji smysl pouze za podminek, kdy a # 0, b # 0, a # +b. &

Pfiklad 1.1.3. Zjednoduste a urcete defini¢ni obor vyrazu

12/a5 6/b5 /b_l
3 3
(Va)” VbvVa?
Reseni: 1.1.3
5 5 _1
ninbeh 2 |pfevedeme na racionalni mocnitele
4b3as3
5 _3_2,5_ 1_ 1 . x . < < : sz £ 2 : A
a12-173hs~ 273 |podle pravidel o déleni a ndsobeni mocnin o stejném zakladu upravime na celistvy vyraz
5-9-8 5-3-2 . . . .
a1z b o |mocnitele pfevedeme na spoletného jmenovatele
—1
a

Defini¢nimi obory jsou pro a i b intervaly (0, 00). &



P¥iklad 1.1.4. Pomoci binomické véty rozlozte vyraz (z + y)*

Reseni: 1.1.4. (a:+y)7 = < (7) >$7 + < I );ﬁ—ly_,_ ( ; >x7_2y2 + ( ; >a7‘3b3 + ( Z >a7‘4b4 +

< 57) ) a” %5 + ( g ) a” %5 4 < ; ) b" = 27 + Ta%y + 212%y? + 35a*b> + 35a3b* + 21a%b° + Tabb + b7

Uvedeny piiklad jiz predesild nasledujici problematiku raciondlnich celistvych vyrazti. Pokud by-
chom totiz nahradili proménnou y konkrétnim ¢islem, dostdvame polynom. V nésledujici kapitole si
objasnime zakladni terminologii polynomt a ukdZeme téZ hledani jejich kofent. Pro jednoduchost se
omezime pouze na polynomy s kofeny z oboru raciondlnich ¢isel.

1.2 Polynomy
Polynomy

Z vz

Definice 1.2.1. Nechf je n dané pfirozené ¢islo nebo nula, ag, ag, . . . , a,, jsou dand redlnd &isla,  promén-
né, pak vyraz
P(x) = apz™ 4+ apn_ 12"+ ...+ a1z + ag, an #0

se nazyva polynom n-tého stupné proménné x s koeficienty ag, a1, . . ., a,. Séitance axz"* se nazyvaiji cleny
polynomu a n stupném polynomu . Cislo a,, se nazyva vedoucim clenem polynomu a aqy absolutnim clenem
polynomu.

Pojem polynomu lze zobecnit i pro vice proménnych (viz pfedchozi p¥iklad). To ovSem piekracuje
rozsah naseho u¢iva, proto v dalsim budeme vzdy uvaZovat (pokud nebude uvedeno jinak)realny po-
lynom jedné redlné proménné .

Nyni si uved me nékolik dulezitych definic a vét.

Véta 1.2.1. O rovnosti polynomii Dva polynomy P(z) a Q(x) jsou si rovny pravé tehdy, kdyZ jsou stejného
stupné a koeficienty odpovidajicich si ¢lenii jsou si rovny. Uvedend véta bude velmi diileZitd pro pochopent dalstho
uciva!

Definice 1.2.2. Kofenem polynomu P(x) nazveme takové ¢islo a, pro néz plati: P(a) = 0.

Definice 1.2.3. Cislo z = cje k-ndsobnym nulovym bodem polynomu P(z) pro k > 1 pravé tehdy, kdyz
plati polynom (z — ¢)* | P(z), ale zddn4 vy$$i mocnina neZ (z — ¢)* uz nedéli polynom P(z).
Pozndmka 1.2.1. Nejde tedy o nic jiného, nez o ¢islo, které po dosazeni za proménnou x polynom nu-
luje. Hledani takového ¢isla (kofene polynomu) ovsem nemusi byt jednoduché. V nasledujici stati se bu-
deme zabyvat pravé hledanim kofenti polynomd. Pro jednoduchost budeme hledat pouze celo¢iselné,
pfipadné raciondlni kofeny.

Véta 1.2.2. (Véta o rozkladu redlného polynomu v reilném oboru)

Necht P (z) = apnz™ +a,_12" 1 +.. .+ a1z +ag stupnén > 1. Nechf ay, ag, ..., o, jsou viechny jeho redlné
koteny, kazdy s ndsobnosti k;, kdei =1, 2, ..., r, pak rozkladem redlného polynomu v oboru realnych ¢isel
rozumime vztah:

Iy ls

P(z) = an(x — ozl)kl i (- ar)kr . (x2 +piT+ ql) . (x2 +prx+ ql) ,

kde (22 + p1z + ql)ll7 Jj =1,2,..., s jsou v oboru redlnych ¢isel nerozloZitelné kvadratické trojcleny, které
odpovidaji komplexnim kotentim. Plati: ky + ...+ ki1 + 2l + ...+ 2l =n.

Poznamka 1.2.2. V pfedchozi vété je ukryta jesté jedna diilezitd informace. Polynom stupné n ma praveé
n kofenti, kde pocet komplexnich kofenti je ddn sudym cislem. Jinymi slovy, polynom stupné 7, mtze
mit 0, 2, 4 nebo 6 komplexnich kofenti a ma minimalné jeden kofen redlny

Ptiklad 1.2.1. Najdéte kofeny polynomu druhého stupné P(z) = 2* — 5z + 6.



Reseni: 1.2.1. Z definice vime, Ze kofenem polynomu je &islo, které ndm polynom nuluje. Tedy P(z) =
z? — 5z + 6 = 0. (Resime tak vlastné algebraickou rovnici 2. stupné - kvadratickou rovnici). Na stfedni
Skole se nejcastéji uvadéji nasledujici dva postupy:

Vypotet pomoci diskriminatu Obecné je kvadratickd rovnice ddna piedpisem az? + bz + ¢ = 0, kde
a # 0. Kofeny pak hleddme podle vzorce

—b++vD _ —bxVb? —4ac
2a a 2a '

T1,2 =

Odkud se tento vzorec vzal?

b
al‘2+b[L‘+C:$2+*$+E=0
a a

pokusime se nyni doplnit vyraz uprostfed “na &tverec”, neboli ziskat vztah (x + néco)? = &fslo.

b c b b? b? c b b? c
2 2 2
— - = — _—) — — - = — _— —_ = O
‘ +ax+a (@ +ax+4a2) 4a2+a (m+2a) 4a2+a
Neboli
(x+£)2— b e b —dac
20" 4a2 a  4a?
Odtud
b b? — dac
2=
(z+ 2a) 4a?
Odettenim ¢lene 2 a jednoduchou tpravou, dostaneme hledany vztah:
. —b+Vb? — 4ac
2= —— -
' 2a

V nasem piipadé
5+V52—4-6 2
2 N3
Vypocet pomoci Vietovych vztahti Pro vypocet kofenti pomoci Vietovych vztahti, nejprve kvadratic-
kou rovnici az? + bz + ¢ = 0 normujeme (délime nenulovym koeficientem a)

ayo =

b
x2+fa:+E:O
a a

b

Pfi oznaceni - = pa £ = ¢, pfejdeme k rovnici kterd je jiZ vhodna pro pouziti Vietovych vztaha:

1. a1 +as=—p

2. a1-a3 =¢q
Dle naseho zadani musi platit, Ze a1 + a2 = 5 a zdroven a; - ag = 6. Odtud a1 = 2, a2 =3

P¥i hleddni kotenii polynomii stupné vyssiho nez 2, obecné vzorce jiz neexistuji (pripadné jsou nad ramec
skripta). Pokud se ovsem omezime na hleddni raciondlnich kovenii, miiZeme vyuZit ndsledujicich veét.

Véta 1.2.3. Nechf ¢islo =, kde r € Z a s € N je kofenem polynomu P (z) = anz™ + apn—12" ' + ... + a1z +
ag, o, a1,---,0n € Z, ag # 0, pak plati m plati:

rlag A s|an.

Poznamka 1.2.3. Cteme r déli ag a s d&li a,,.



Véta 1.2.4. Nechf ¢islo =, kde r € Z a s € N je kofenem polynomu P (z) = ana™ + an—13" "' + ... + ayz +
ap, Ao, a1,...,an € Z, ag # 0, potom pro libovolné celé ¢islo m plati:

(r —ms)|P(m).

Specidlng: (r — s)|P(1) a (r+s)|P(-1).

Veéty a nam poskytuji mozZnost nalézt raciondlni a celociselné koveny polynomu, nefikaji vsak, Ze
vSechny nalezené hodnoty opravdu koteny jsou. [de tedy v podstaté o nutné podminky. Ovétent, zda nalezend ¢isla
jsou opravdu koteny polynomu ndm poskytne aZ Hornerovo schéma, se kteryym se sezndmime pozdéji.

Piiklad 1.2.2. Naleznéte vSechny raciondlni a celo¢iselné hodnoty, které mohou byt kofeny polynomu
P (x) =423 — 82% — 11z — 3.

Reseni: 1.2.2. Dle véty vytipujeme Cisla r a s:
rl—-3=>r=1,-1,3,-3;

sld=s=1,2,4.

. . 7 . ~ Z T
Nyni miizeme pfistoupit k vypisu moZznych hodnot —.
S

Nyni pomoci véty z nalezenych hodnot miizeme vyloudit ty, které nemohou byt kofeny daného
polynomu.

T 1 -1 1 =1 1 -1 3 =3 3 =3 3 =3 ‘
R W R S R S S W S R R SR |
r+s: 2 0 3 1 5 3 4 -2 5 -1 7 1 P(-1)=-4
r-s: 0 -2 -1 -3 -3 -5 2 -4 1 -5 -1 -7 P(1)=-18
-1
Z tabulky je zfejmé, Ze neni nutné vySetfovat vSechny hodnoty, ale pouze AR &

Véta 1.2.5. (Bézoutova véta) Nechf polynom P (z) = a,z™ + an_12"" 1 + ... + a1z + ag, kde n > 1. Pak
¢islo « je kotenem polynomu P(x) pravé tehdy, kdyZ

Px)=(z—a) Q(z), (1.1)
kde Q(x) je polynom stupné n — 1. x — o nazveme kofenovy Cinitel.

Pozndmka 1.2.4. Pomiicka k vypoctim (viz ??): Hornerovo schéma. Hodnotu r dané polynomické funkce
n-tého stupné P(z) = a,z" + a,—12" "' + ... + ag v daném bodé z, lze vyhodné vypocitat ndsledovné
(vyplyvé to ze vhodného uzévorkovani polynomického vyrazu a,z§ + a,_1z4~ " + ... + ag): do tabulky
zapisujeme do prvniho fadku koeficienty polynomu P(z) (nezapominejme viak na mozné nulové koe-
ficienty, ty zde musime také zapsat!!!), oddélené dané ¢islo zy a provadime postup vytvareni ¢isel b, —1,
bpn—2, bp_3, ..., b1, by ve tietim fadku tabulky postupné takto:

bp—1=an, bi_1=a; +bizg, 1=1,...,n

Qp, Ap—1 Ap—2 [25] ap
To bn_lxo bn_gxo bll‘o boxo

‘ bn,1 bn,Q bn,3 bo r

(¢isla ve tfetim fadku tabulky jsou soucty odpovidajicich ¢isel stojicich nad nimi v 1. a 2. fadku tabulky).

Postup lze verifikovat nasledovné: nechf P(z) = a,2" + a,—12" ! + ... 4+ ag je dany polynom a z je
redlné &islo. Hledejme polynom Q(z) = b,,—12" 71 + b,_22™ 2 + ... + by stupné o 1 mensi, neZ je stupeti
polynomu P(z) tak, aby platilo



P(z)=Q(x) - (x — o) + .

Hledame koeficienty polynomu Q(z), proto napiSme:

U™+ @y 12" ag = (D12 by x4 b)) - (2 — o) 47

Tuto rovnost dvou polynomii na levé a pravé strané (jsou stejnych stupnii) lze splnit pravé tak, Ze koe-
ficienty polynom?t u stejnych stupnit se budou rovnat (viz véta[l.2.1), proto pravou stranu roznasobime
a vyhleddme koeficienty u jednotlivych mocnin. Porovnéni vede na n + 1 podminek:

z™: Ay = bn—l - bn—l = an
znil: an—1 = bn—2 - I'Obn—l — bn—2 =ap-1+ IOb71—1
"% ap_o =bp_3 — Tobp_a => bp_3=an_2+ Toby_2
xt a; = b;_1 — xob; —  b;_1 = a; + xob;
xt: a; = by — xoby = by =ai + xohy
z0: agp = —xobo = 1 =ag+ zobo
Uvedeny postup — algoritmus vytvéreni koeficientti b;,_; i = 1, ... ,n, vyjddfeny tabulkou, se nazyva

Hornerovo schéma.

Z postupu plyne: hledand hodnota polynomu P(zy) = r v bodé z je na poslednim misté ve t¥etim
fadku tabulky. Jestlize vypocet konéi hodnotou r = 0, pak to znamenad, ze P(zg) = 0 a &islo x¢ je tak
nulovym bodem — kofenem polynomu. Hornerovym schematem tedy mtiZzeme:

(1) vypocitat hodnotu daného polynomu v daném bodé x,

(2) navic, pokud je tento bod z( kofen daného polynomu, pak provést déleni daného polynomu
linedrnim polynomem x — xy ve smyslu najit koeficienty sou¢inového polynomu

Qx) = b1 N by 0™ 24 4 bz + by

stupné (n—1), ktery v tomto p¥ipadé déli polynom a,z"+a,,—12" ' +. . .+ag beze zbytkuy, ¢ili dostdvame
rozklad polynomu P(z) na soucin pomoci kofenového Cinitele (x — zo):
anx" + an—lxn71 +...ta= (I - xO) : (bn—lznil + bTL—ZCCniQ + ...+ b+ bO)

Koeficienty sou¢inového polynomu Q(z) (viz véta(l.2.5) jsou napsany ve tfetim fadku tabulky.
Tato druha moZnost pouZiti Hornerova schematu zakldd4 dalsi postup, a to zabyvat se — jako opa-
kovanou zékladni tilohou — hodnotami pravé ziskaného polynomu Q(z) v néjakych bodech.

Pouziti Hornerova schematu

P¥iklad 1.2.3. Vypocitejme hodnoty P(1), P(—1) polynomu P(z) = 223 + 62% — 4z + 7 pouZitim Hor-
nerova schematu.

Reseni: 1.2.3. NapiSme Hornerovo schema pro =y = 1:

2 6 4 7
1 2 8 4
2 8 4

Hledand hodnota P(1) = 11 je zvyraznéna raimeckem v poslednim fddku tabulky.

Podobné, pro zy = —1 dostaneme podle Hornerova schematu:



Méme f(—1) =15. &
Pfiklad 1.2.4. Rozhodnéte, které z hodnot z p¥ikladu jsou kofeny daného polynomu.
Reseni: 1.2.4. Pro p¥ipomenuti: jednalo se o polynom P () = 42% — 822 — 11z — 3 a pomoci vét a

1
1.2.4{jsme omezili moZné kofeny na hodnoty 5 %

Dle Hornerova schématu:

1
—3 -2 5 3
4 —10 —6 0]
1
Hodnota oy = ) je prvnim kofenem polynomu P(z).
4 -8 —-11 -3
3 12 12 -3

4 4 -1 [o]

Hodnota ay = 3 je druhym kofenem polynomu P(z). &

Pouziti Hornerova schematu: dalsi dloha
Piiklad 1.2.5. Rozlozme polynom P(z) = z* — 623 + 1022 + 26z + 9.

Resent: 1.2.5. Jak postupovat pfi této tloze: podle ptedchozich poznatkd plati, Ze pokud vime o néja-
kém ¢isle o, Ze je kofenem nebo nulovym bodem naseho polynomu, pak podle véty musi existovat
polynom Q(x) tak, Ze polynom P(z) lze napsat jako soucin — neboli rozloZit — jako

P(z) = Q) - (z — «).

Protoze polynom P(x) je stupné 4, 1ze v této ivaze pokracovat pro polynom ¢(z), takZe pokud se ndm
podafi najit maximalni pocet redlnych kofenti polynomu Q(z), coZ jsou 4 koteny, pak hledany rozklad
je mozny az ve tvaru

P(z)=(x —a1)(z — a2)(z — ag)(z — ag),

kde oy, as, a3, aq 0znaéuji kofeny, ne nutné navzajem razné. Pfedpokladejme, Zze vSechny tyto kofen
b) ) b)
jsou celociselné nebo raciondlni.

Stejné jako v piikladé[1.2.2\nejprve odhadnéme moZné hodnoty kofenti oo = g, kde

rl9=r=1-1,3,-3,9 -9

sll=s=1
T 1 =t 3 = 9 =9 ‘
s 11 01 717
r+s: 2 0 4 —2 10 -8 | P(-1)=0
r—s: 0 -2 2 -4 8 —10 | P(1)=40

Z uvedené tabulky plynou dvé zdkladni informace:

1
1. hodnota T neni kofenem polynomu, nebot P(1) = 40



2. nalezli jsme prvni z kofentt &; = —1 polynomu P(z), protoze P(—1) =0

Jen pro kontrolu vyzkousime zda oy = —1 je opravdu kofenem:

-1 -1 7 =17 -9

1 7 17 9 |0

1 -6 10 26 9

MtzZeme dle véty psat
Pa)=(x—(-1)-Q(z)=(x+1) (> —T72* + 172+ 9).
Koeficienty polynomu Q(z) najdeme v t¥etim ¥ddku Hornerova schématu. Déle zjistime, zda oy = —1
nenf dvojndsobnym kofenem polynomu P(z), resp. kofenem polynomu Q(x).

sz

Pro zjednoduseni druhy faddek vypustime a budeme psat piimo ¢leny tfetiho fadku, tedy

bp_1=an bu_1T0 bp_2wo .. bixo boxo

1 -7 17 9
~1]1 -8 25 [16

Kofen a; = —1 neni ndsobnym kofenem, protoze Q)(—1) = —16. Sami si mtZete vyzkousSet zda
nékterd ze zbyvajicich hodnot je kofenem polynomu Q(z) potazmo P(x).
Pokud jste pouzivali Hornerovo schéma spravné, mély by vam vyijit nasledujici hodnoty polynomu
Q(=3) = —132,Q(3) = 24, Q(—9) = —1440, Q(9) = 324. Zavérem lze fici, ze P (z) = (v +1) - (23 — T2% +
17z +9), kde polynom (z® — 72% + 17z + 9) jiZ nema raciondlni ani celo¢iselné koteny. &

Pouziti Hornerova schematu

Ptiklad 1.2.6. Ur¢eme hodnotu koeficientu a polynomu p(z) = 42* — az? + 5z — 2 tak, aby ¢islo x = —1
bylo kofenem tohoto polynomu. Miuze byt toto &islo kofen polynomu p(z) ndsobnosti 2?

Reseni: 1.2.6. Nejdiive pomoci Hornerova schematu vyjadiime podminku p(—1) = 0: posledni hodnota
ve tfetim fadku Hornerova schematu musi byt nulova. Pocitejme, ale protoZe testujeme ¢islo z = —1 na
nésobnost 2, budeme hned v tabulce pokracovat dalsimi fadky:

4 0 —a 5 -2
1|4 -4 4-a l+a  |p(-1)=-3-a
114 -8 12—a |-1142a
Podminka pro nulovou hodnotu p(—1) = 0 znamend —3 — a = 0, tudiZ ¢« = —3. Kofen z = —1 pfitom

Vv

nemuze byt vy$si ndsobnosti nez 1, protoZe jinak by také muselo byt —11 + 2a = 0, ale tato podminka
pro nase a = —3 neplati. &

1.3 Raciondlni lomené vyrazy

Raciondlni celistvé vyrazy

V tivodu kapitoly jsem si ukdzali nékolik tiprav jednoduchyjch raciondlnich lomenyjch vijrazii a spolu se znalostmi,

vvvvvv

kujme si zdkladni poznatky.

P
Definice 1.3.1. Racionalnim lomenym vyrazem rozumime F'(z) = Qg;' kde P(x), resp. Qz (Qz # 0)
jsou polynomy stupné n resp. m. Predpokladdme, Ze P(z), Q(x) jsou nesoudélné polynomy. Racionalni
lomeny vyraz F(x) pron < m se nazyva ryze raciondlni vjraz; racionalni vyraz F'(x), pro kteroujen > m,

se nazyva ne ryze raciondlni vjraz.



Definice 1.3.2. Defini¢nim oborem raciondlnich lomenych vyrazti rozumime mnoZinu takovych z, pro
kterd dava vyraz smysl a znacime jej D.

Poznamka 1.3.1. Vzhledem k definici raciondlnich lomenych vyrazti, mtizeme za defini¢ni obor brat

z ¥z

vSechna redlnd ¢isla, vyjma téch, pro které Qx = 0. Staci tedy vyloucit kofeny polynomu Q.

1.4 Ne ryze raciondlni vyrazy

Ne ryze raciondlni vyrazy

N2

Jak jiZ bylo Teceno ne ryze raciondlnim vijrazem rozumime vyjraz, kde polynom v Citateli md vyssi stuperi neZ po-

. . 22— 522 + 51— 2 . .
lynom jmenovatele. Prikladem miiZe byt nap?. vyraz P(x) = po— . Vztah mezi ne ryze raciondlni

funkct a ryze raciondlni funkci ndm objasni ndsledujici véta.

Véta 1.4.1. KaZdy ne ryze raciondlni lomenyj vijraz Ize zapsat jako soucet raciondlniho celistvého vijrazu (poly-
nomu) a ryze raciondlniho lomeného vyjrazu

Postup, kterym uréime takové polynomy H (z) a R(x) se nazyvd déleni polynomu polynomem a je znim jiZ ze
stiedni skoly. Pro jistotu si jej pFipomerime.

1.4.1 Déleni polynomu polynomem

[ Déleni polynomu polynomem

Algoritmus délent polynomu P(x) polynomem Q(z) je obdobny algoritmu délent ptirozenyjch Cisel zapsanyjch
v desitkové soustavé. Nejprve délime nejoyssi clen polynomu P(x) nejoyssim clenem polynomu Q(x), vysledek
déleni Hy(x)zapiseme jako proni ¢len polynomu H(x). Soucin Hy(z) - Q(x) pak odecteme od polynomu P(z).
Dostaneme zbytek Ry (x). Pokud Ry (x) neni roven 0 nebo jeho stuperi neni mensi neZ stuperi polynomu Q(x),
zopakujeme uvedenyj postup, tj. nejoyssi clen polynomu Ry (x) nejuyssim clenem polynomu Q(x), dostaneme
druhy ¢len Hy(x) polynomu H (x). Opét odecteme soucin Ha(x) - Q(x) od Ry (x), CimZ dostaneme zbytek Ro(x).
Takto miiZeme postupovat dokud zbytek R;(x) neni roven nule nebo jeho stupeti neni mensi neZ stuperi polynomu
Q(x).

UkazZme si postup na konkrétnim piipadé.
Piiklad 1.4.1. Délte polynom P(z) = 2® — 52 + 5z — 2 polynomem Q(z) = = — 4.
Reseni: 1.4.1. Pisme (2 — 522 + 52 — 2) : (z — 4). Nejprve vydélime vedouci ¢len x® polynomu
23 — 522 + 5z — 2 vedoucim ¢lenem z polynomu z — 4.
1. krok: po déleni dostdvame: (23) : (z) = 2%, coz zapiSeme jako prvni &len polynomu H (z)
(23 — 522 + 52 — 2) : (z — 4) = 22
2. krok: ndsobime 2 - (z — 4) = z® — 42? a jednotlivé ¢leny tohoto soudinu napiSeme podle klesajicich
mocnin pod odpovidajici stejné mocniny v polynomu x® — 522 + 5z — 2) a zménime jim znaménka. (viz

algoritmus déleni “Soucin H; (x) - Q(z) pak odecteme od polynomu P(xz).”).Vysledek (R:(x)) zapiSeme
do nového fadku:

(23 — 52?2 + 52 — 2) : (z — 4) = 22
—a3 + 4x?
—x? + 5z — 2

3. krok: Zkontrolujeme zda zbytek po déleni —z? + 5z — 2 neni nulovy pfipadné jeho stupeti neni
mensi nez délitel z — 4. Neni! Opét délime vedouci ¢len —z? + 5z vedoucim ¢lenem x polynomu z — 4:
(—2? 4+ 5z) : (z) = —x, coZ zapiseme jako dalsi Elen polynomu H (x).
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(23 —=bx? +bx —2): (v —4) =2 -2

—x3 + 422
—x? + 5z — 2
4. krok: opakujeme postup z kroku 2: ndsobime —z - (z — 4) = —2? + 4z a jednotlivé ¢leny tohoto

soudinu napiSeme podle klesajicich mocnin pod odpovidajici stejné mocniny polynomu —2? + 5z — 2 a
zménime jim znaménka:

(23 =52 +52—2): (z—4)=2% -2
—23 + 422
—22 4+ 5z —2
2?2 — 4z
T —2

5. krok: viz. krok 2 resp. 3
(23 =522 +52—2): (z—4) =22 -2 +1

—23 + 422
—22 4+ 5z —2
2?2 — 4z
T —2
—z+4
2

Po tomto kroku nds postup konéi, protoze &islo 2 je polynomem stupné mensiho nez polynom Q(x).
Jinymi slovy: &slo 2 neboli konstanta je zbytkem pti déleni P(z) = 2® — 522 + 5z — 2 polynomem
Q(z) = = — 4. Dle véty muiZzeme polynom P(x) zapsat:

R(z) 2% —-b52?+5z—-2 2
—H - —a? il
(x)+Q(x) x—4 vord +x—4&

Pozndmka 1.4.1. Pravé jsme si uvedli ukazku déleni polynomu polynomem, ktera byla v jistém ohledu
specidlni. Uvedeny postup samoziejmé plati pro libovolné déleni polynomu. Vyjimecnost tlohy tkvi
spiSe v existenci jednodussiho feSeni.

V nasem piipadé totiz délici polynom Q(z) = = — 4 je polynomem prvniho stupné a proto zbytek po
déleni R(x) muzZe byt nejvyse stupné 0, neboli konstanta. Mizeme tak vyuzit nasich znalosti Horne-
rova schéma a Bézoutovy véty. Pokud by polynom Q(z) = = — 4 byl kofenovym Cinitelem, tj. 4 byla
kofenem polynomu P(z), musel by po déleni vyjit zbytek 0, v jiném p¥ipadé ndm Hornerovo schéma
urdi hodnotu P(4). Ta bude rovna zbytku po déleni polynomu Q(z) polynomem Q(z).

|1 -5 5 -2
41 -1 1 [2]

Koeficienty polynomu H(z) = 2? — z + 1 vidime v druhém f4adku a polynom R(z) = 2 je v ramecku.

Piiklad 1.4.2. Délte polynom P(z) = 2% + 32° — 62" + 4 polynomem Q(z) = 2% + 2z — 1.
Reseni: 1.4.2. Pigme:

(25 +32% —62* +4) : (22 + 20— 1) = 2* + 23 — 722 + 150 — 37
—28 — 225 4 2*

2 — bzt +4
—2% — 4zt + 23
Tzt + 23 +4
7zt + 1423 — Ta?
1523 — 722 + 4

—152% — 3022 + 15
3722 + 152 + 4
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3722 + Tdx — 37
89x — 33

Vysledek zapiSeme:

89z — 33
2+ 2 -1

6 5 4
z’ +32° — 62" +4
- =2+ 2% - 72® + 150 — 37 +
7 +2r—1

1.4.2 Rozklad na parcidlni zZlomky

V dalsim studiu matematiky, zejména v oblasti iiprav algebraickijch vyrazil, funkci a integrace raciondlnich funkct
pro nds bude vijhodné umét rozklddat raciondlni lomené vjrazy na (jednodussi) parcidlni zlomky. Vysledek
takové operace spocivi v nahrazeni jednoho ryze raciondlniho vijrazu (sloZitého) souctem nékolika jednodussich
presné definovanijch vjrazii.
Uved me nejproe nékolik nutnych terminii.
Definice 1.4.1. Zlomky tvaru
A Mx+ N
(x —a) (22 + px +q)
nazyvame parcidlni zlomky.
Véta 1.4.2. (Rozklad ryze raciondlni lomené funkce na parcidlni zlomky) KaZdou ryze raciondlni lomenou funkci

P . . o
F(x)= (z) Ize rozloZit na soucet parcidlnich zlomkal.

Q(x)
1. Polynom Q(z) rozloZime v redlném oboru na soucin kofenovyjch ¢initelii a nerozloZitelnych kvadratickych
trojclenii:
1 r l ls
Q@) =ap(z—a)™ ... (@ =) (P pzta) (@ pata)
2. Kazdému faktoru (x — on)* i = 1, ..., r odpovidd skupina k; zlomkii ve tvaru
A A Ay,
L 22—
(z—a) (22— ) (r — ;)"
a kaZdému faktoru (x2 +pjr+ Qj)lj ,j =1,..., s odpovidd skupina l; zlomkii ve tvaru
Mz + Ny 4 Msx 4+ No T n Mljﬂf‘i‘Nlj
2 +pir+q (224pr+q)’ (@ 4pr4q)

3. Vyraz F(x) zapiseme pomoci souctu odpovidajicich si skupin zlomkii a ¥ikdme mu rozklad na parcidlni
zlomky.

Rozklad na parcidlni zlomky je tedy urcen rozkladem jmenovatele Q(x) raciondlni funkce. Metodami algebry
Ize navic dokdzat, Ze rozklad kaZdého ryze raciondlniho vjrazu na parcidlni zlomky je urcen jednoznacné, a to
aZ na potadi ¢lenii v souctu. To znamend, Ze koeficienty vystupujici v Citatelich parcidlnich zlomkii jsou uréeny
jednoznacné. Nebudeme zde uvadét prislusny diikaz, ale zdjemci jej mohou nalézt v literatute.
Uved'me jesté jednou v tabulce, jak si odpovidaji kotenové Cinitele jmenovatele Q(z) a k nim patiici soucty
parcidlnich zlomkii.

soucinitel jmenovatele odpovidajici ¢leny v souctu parcidglnich zlomkii
A
r—a
Tr—a
A A A
—a)* ! 2 _ Ak
(z-a) a:—a+(x—a)2 "—i_(ac—a)]€
Mx+ N
22 + px + [
( p Q) ($2 +pz + q)
M11‘+N1 M2I+N2 MZCC+NZ

a® + px + q)' SR e N L
tpeta) @+prtq) @ +prtq” (@ +pr+q)
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UkaZme si postup hleddni koeficientii Ay, M;aN; na konkrétnim priklade.

Parcialni zlomky

522 + 11

Piiklad 1.4.3. RozloZt iondlni 1 y vyraz ————
fikla ozloZte raciondlni lomeny vyraz R —

na parcidlni zlomky.

< 5u® 4+ 11 . :
Reseni: 1.4.3. —— i G jeryze raciondlni vyraz.

31Fr._¢
z° + 5% —

Hledédme kofeny jmenovatele — polynomu tfetiho stupné Q(z) = 2® + 5z — 6. Postup hledani kofent
je zndm z predchozi ¢asti kapitoly (¢tendf si mize vyzkouSet sdm). Nalezli jsme pouze jeden realny
kofen o = 1, tedy prvni faktor je linedrni polynom (z — 1):

Qx) =2 +52—6=(x—1) (2% +pr +q).

Dalsi kofeny (pokud existuji) 1ze hledat jako kofeny kvadratického polynomu (22 + pz + ¢), proto ho
musime ur¢it, a to délenim polynomu Q(z) = 23 + 5z — 6 linedrnim polynomem (z — 1). O tomto déleni
vime, Ze musi byt beze zbytku (1 je kofenem polynomu): po provedeni algoritmu délen{ dostdvame

Qx)=2*+52—6=(x—1)- (2 +2+6).

Kvadraticky polynom (22 +z-+6) ale uz nema reélné koteny, neboli jeho kofeny tvoi{ dvojice komplexné
sdruzenych ¢isel; pro jeho diskriminant totiz plati D = p? — 4g = 1 — 24 = —23 < 0, proto dals{ kofeny
nehleddme a rozklad nasi racionaln{ funkce na soucet parcidlnich zlomki m4 tvar:

522 + 11 A Mz + N

+ .
224+ 52—6 zr—1 2’+2+6
Odtud

5022+ 11=A- (22 + 2 +6) + (Mz + N)(x — 1).

Porovnavani koeficienttl u stejnych mocnin na levé, pravé strané rovnice (viz véta[1.2.1) vede na sou-
stavu tfi linedrnich rovnic pro nezndmé A, M, N:

umocniny z?: 5=A+ M,

umocniny z': 0=A- M+ N,

umocniny z%: 11 =6A— N.
Sectenim vSech rovnic dostdvame 16 = 84, proto hodnota A = 2. Déle z prvni a tfeti rovnice plyne, Ze
M =3, N = 1larozklad je

522 4+ 11 2 3x+1

= + .
22 4+52—6 r—1 2>+z2+6

Poznamka 1.4.2. Rozklad na parcidlni zlomky neni nijak ndroény na myslenkovy postup, jednotlivé
kroky vSak mohou skryvat pocetni problémy. Proto je vhodné si po kazdém kroku kontrolovat Vas
vypocet. Pokud udéldte chybu na zacdtku, na konci ji budete tézko objevovat. Pokud si propocitéte vice
pfiklad®, moznost chyby minimalizujete. Nejvétsim problémem ztistavd spravné rozloZzit lomeny vyraz
na obecné parcialni zlomky (bod 2. z Véty . Uved'me proto nékolik takovych obecnych rozkladi.

Cl) Q?+1 o A1 + A2 +é é+ A5
(x—2)2-22 (z+2) -2 (z—2)° 2?2 x4+ 2
$2—|—1 A1 A2 A3 A4 A5 A6
N PP T pea Rl Sl pr Al o 3 Rarara S P LA e s
6 7141 AQ M1$+N1 Ag A4
T @ @rD) e T aPre Taas Taan
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2
-2
Priklad 1.4.4. RozloZte racionaln{ lomeny vyraz 7% na parcialni zlomky.
x

%+ =2

Reseni: 1.4.4. Vy = ———
esenti yraz g 55

je ryze raciondlni. Pokud by nebyl, aplikovali bychom vétu(1.4.1

1. Rozlozime jmenovatele v redlném oboru, tj. Q(z) = 2 —22°+22? = 2% (22 —22+2), kde 22 — 2242
je v redlném oboru nerozloZitelny.

2. Rozklad na parciadlni zlomky nabyva tvaru:

x2—2 Al AQ M1$+N1
I Rl ekt S 1.2
x4 — 223 4 222 x+x2+x2—23}+2 (1.2)

3. Vynasobime rovnici[I.2]spole¢nym jmenovatelem:

x2—2:A1x(a:2—2x+2)—|—A2(x2—2x+2)+(M1x—|—N1)a:2

Porovnanim koeficientti u p¥islusnych mocnin dostdvame soustavu rovnic:
umocniny z3: 0= A; + Mj,
umocniny z%: 1= —24; + Ay + Ny,
umocniny z': 0=2A4; — 24,
umocniny z: —2=24,.

Odtud piimo plyne, Ze A; = —1,A» = —1, M; = 1, N; = 0 arozklad ma tvar

22 -2 -1 -1 T

xt — 223 + 222 7?+F+x2—2x+2'

Jako posledni ukdzku rozkladu na parcidlni zlomky si ukaZme komplexni ptiklad se vSemi kroky, se kterymi
jsme se v této kapitole sezndmili.

—42° + 72t — 162° + 1522 — 11z + 12
x4—4503+x27 122 +9

Pfiklad 1.4.5. RozloZte raciondlni lomeny vyraz na parcidlni

zlomky.

Reseni: 1.4.5. Prvnim krokem je pfevedeni ne ryze raciondlniho vyrazu na ryze raciondlni. Délme poly-
nom Citatele polynomem jmenovatele:

(28 — 425 + T2 — 1623 + 1522 — 11w +12) : (2* —4a® + 2% — 122 +9) =22 + 1
—2% 4+ 42® — 62* + 1223 — 922
at — 423 + 622 — 11z + 12
—x* 4+ 423 — 622 4+ 122 — 9

T+ 3
MtZeme psat:
28 — 425 4+ 72t — 1623 + 1522 — 11z + 12 r+3
1 3 2 =2l +1+ 1 3 2 :
Tzt —4x° +x° —12x +9 zt —4x° +x° —12x +9

V druhém kroku se pokusime jmenovatele ziskaného ryze raciondlniho vyrazu rozloZit na soucin
kotfenovych ¢initelt a nerozlozitelnych kvadratickych trojclenti. Jinymi slovy pokusime se najit ma-
ximdlni pocet redlnych kofenti. Nejprve zkoumejme pfipadné celociselné resp. racionalni kofeny (viz
véta|l.2.4).

Vytipujeme ¢isla r a s:

r9=r=1,-1,3,-3,9,-9;

sll=s=1.
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T 1 -1 3 =3 9 =9 ‘

s 1 1 1 1 1 1
r+s: 2 0 4 -2 10 -8 P(—l) =32
r—s: 0 -2 2 —4 8 -—-10 P(l):()

Z tabulky ihned plyne, Ze 1 = 1 a hodnoty —1 resp. 9 nemohou byt kofeny polynomu (P(—1) # 0,
resp. —10 nedéli 32).

PouZzijeme Hornerovo schéma a znalosti Bézoutovy véty. Potvrdime tak kofen z; = 1 a mlizeme v
dalsich fadcich odzkouset ndsobnost kofent, resp. zda vybrané hodnoty (-3, 3, —9)jsou kofeny poly-
nomu Q(z).

Dalsim kofenem je 3. Posledni hodnotu —9 jiZ nemusime zkoumat, protoZe dle Bézoutovy véty lze
ryze raciondlni vyraz zapsat takto:

Tz+3 B T+3
2t —dat 42 — 12049 (z—1)(z—3)(z*+3)

Posledni zavorka jmenovatele obsahuje evidentné v redlnych &islech nerozlozitelny vyraz.

Poznamka 1.4.3. V tomto tspornéjsim zptisobu hleddni kofent, kdy do jednoho schématu vepisujeme
vice zkoumanych hodnot je diilezité uvédomit si ktery fadek pouZivame. Pro jistotu zopakujme:

e pokud hledame ndsobnost kofene, pouzivam bezprostiedné pfedesly fadek, nikoliv opakované
fadek prvni

e pokud jsme jiZ alespon jeden kofen nasli (i s jeho maximalni ndsobnosti), mtizeme pouZit jak prvni
fadek schématu, tak kterykoliv pfedesly, ktery konci 0, tj. nalezenim kofene.

Nyni mame vyraz pfipraven pro kone¢ny rozklad na parcidlni zlomky.

z+3 Ay Ay Mz + Ny

@—D@—3)(2+3) 21 z-3  22+3

x+3=A(x—3) (x> +3)+ Ax(z — 1)(2% + 3) + (M + Ny)(z — 1)(z — 3)
r+3=A(2® — 32% + 32 — 9) + Az(2® — 2 + 32 — 3) + My (2® — 42% + 32) + Ny (2 — 42 + 3)

Porovnanim koeficienti u p¥islusnych mocnin dostdvame soustavu rovnic:
umocniny % 0= A; + Ay + M,
umocniny z%: 0= —34; — Ay —4M; + Ny,
umocniny z': 1=3A4; + 34+ 3M; — 4N,
20:

u mocniny 3=-94; — 345 +3N;.

Soustava nenf tak jednoducha jako v minulych p¥ipadech, proto zde uvedeme postup feseni. Z prvni
rovnice vyjadifme
Ay =—As— M
a dosadime do vsech zbyvajicich rovnic.
0=3As+3My — Ay —4M; + Ny,
1=—-3A2 —3M; +3A2 +3M; — 4N,
3=9A; +9M; — 345 + 3N;.

Po tpravé
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0=2A5 — M1 + Ny,
1=—-4N;
3=06A45 +9M; + 3N;.

: 1 . . P
Druha rovnice ndm primo I'lka, ze Nl = — Z a z prvini rovnice pak muzeme Vy]adrlt:
1
M 1 = 2A2 - Z

a dosadit do posledni rovnice:

9 3 1
3=06A4; — — + 184y — — =264, -3 B=-.
27 + 277 2 - 1
" y 1 1 1 1
Zpétnym dosazovanim dostaneme: A; = —§,A2 =1 M, = T Ny = e
Konec¢né mtizeme dokondit pfiklad:
2% —4z® + 72t —162° + 152” — 11w + 12 1 1 z—1
1 3, 2 =z +1- + 2 :
xf —dx® +ax* — 12 +9 2x—-1) 4(z—-3) 4(z*+3)
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