Kapitola 2

Funkce, elementarni funkce.

V této kapitole si se budeme vénovat studiu zdkladnich vlastnosti funkct jako je defini¢ni obor, obor hodnot.
Ptipomeneme si pojmy sudd, lichd, rostouct, klesajici. Sezndmime se s operacemi s funkcemi jako jsou soucet,

soucin, podil, sklddani funkct, operace s grafy. S jednotlivgmi druhy elementdrnich funkci, kvadratické a mocninné,

logaritmické a exponencidlni, goniometrické a hyperbolické funkce, se sezndmime podrobnéji v dalich kapitoldch.

2.1 Vlastnosti funkci.

@ Motivace - defini¢ni obor a obor hodnot funkce

Meéjme predpis y = o —1, pro x,y € R . Tento ¥ikd, Ze redlnému cislu x prifadime redlné &islo y tak, Ze
vypocteme druhou odmocninu z ¢isla x. Ovsem musime si uvédomit, Ze druhou odmocninu, jejiz vysledek je
redlny miiZeme spocitat pouze pro ¢isla x > 1. Tim se ndm objevilo omezeni na vybér ¢isel x. Zdroveri ndm po
dosazent Cisel x > 1 vychdzi pouze takovd ¢isla, pro kterd plati y > 0. Defini¢ni obor je v tomto pFipadé mnoZina
"vSech pripustnyjch Cisel x”a oborem hodnot jsou vSechna Cisla y, kterd vyjdou po dosazent x. V nasem pripadé jde

o funkci f(z) = /& — 1 s definicnim oborem D f = (1, 00) a oborem hodnot H f = (0, c0).
Funkce, defini¢ni obor, obor hodnot, graf funkce, funkce suda a licha
Definice 2.1.1 (Funkce, defini¢ni obor, obor hodnot). Funkci f budeme rozumét zobrazeni, které zobrazi

body z podmnoziny U € R do R, piseme f : U — R. Definicnim oborem D f budeme rozumét mnozinu U
a oborem hodnot H f mnozinu {y € R|y = f(x)}.

Ptipomerime si, co must byt splnéno, aby se dvé funkce rovnaly.

Definice 2.1.2. Rovnost dvou funkci f, g: funkce f, g jsou totoZné, jestliZe se splni kazdd z podminek:

(1) Df = Dy,
(2)Hf=Hy,
(3) pro kazdé x € Df (tudiz také = € Dg)je f(x) = g(x).

Poznamenejme, Ze proky mnoZiny D f, tedy vzory, se nazyvaji také nezdvislymi proménnymi, proky mnoZiny
H f se nazyvaji zdvislymi proménnymi. ProtoZe pro redlnou funkci mnoZiny D f, H f sestdvaji z redlnijch Cisel,
Ize dile zavést pojem grafu redlné funkce:

Definice 2.1.3. Grafem reilné funkce f se nazyva mnozina vsech bodt [z, y] v soufadnicové soustavé v
roviné s vlastnostiz € Df ay = f(z).

Grafem redlné funkce miiZze byt ki'ivka v roviné, ale v zdvislosti na definicnim oboru a predpisu redlné funkce
miiZe graf sestdvat také z izolovanych bodii. Graf funkce md vizudlni hodnotu; graf funkce poskytuje informace
obecné o vlastnostech dané funkce.
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Definice 2.1.4 (Funkce suda a licha). Funkci f nazveme sudou, jestlize prokazdé x € Df jetaké —x € D f
a zdrovenl f(x) = f(—=z). Funkci f nazveme lichou, jestlize pro kazdé x € Df je také —x € D f a zarovern

flz) = = f(2).

Ptiklady suda a licha funkce.

1. Zjistéte zda se jednd o funkci sudou (resp. lichou) f : R — R, f(x) = z2. ProtoZe plati (—z)?> =
(—x)(—z) = 22, tedy f(x) = f(—=x), je to funkce sudd.

2. Zjistéte zda se jednd o funkci sudou (resp. lichou) g : R — R, g(xz) = z®. ProtoZe plati (—z)?
(—z)(—z)(—z) = —a3, tedy g(z) = —g(x), je to funkce licha.

3. Zjistéte zda se jednd o funkci sudou (resp. lichou) h : R — R, h(z) = (x + 1)2. ProtoZe plati (z + 1)?
2?2 +2x+1a(—z+1)? =22 -2z + 1, tedy h(x) # —h(x) a zdroveri h(z) # h(—x), tedy funkce neni ani lichd
ani sudd.

Obrézek 2.1: Casti grafti funkci f(z) = 22, g(z) = 2%, h(z) = (z + 1)%

Vsimnéte si, Ze funkce f(x) = x? je sudd a je soumérnd podle osy z, lichd funkce g(z) = 3 je soumérnd podle
pocitku. Funkce h(x) = (x4 1)?, kterd neni ani sudd ani lichd, neni soumérnd ani podle pocitku ani podle osy x.

[ Rostouci a klesajici funkce

Definice 2.1.5. Funkce f se nazyva
(1) rostouct, jestlize pro kazdé z1, zo takové, Ze 1 < o, plati f(z1) < f(z2).
(2) klesajici, jestlize pro kazdé x1, x2 takové, Ze z1 < xo, plati f(x1) > f(z2).
(3) neklesajici, jestlize pro kazdé x1, zo takové, Ze x1 < x4, plati f(x1) < f(z2).
(4) nerostouci, jestlize pro kazdé 1, x5 takové, Ze x1 < zo, plati f(z1) > f(z2).

Pokud dand funkce f md na mnoziné M nékterou z danych vlastnosti, oznac¢ujeme ji jako funkci
monotonni na této mnoziné M.

Na ndsledujicim obrdzku jsou priklady funkce klesajict a funkce rostouct.
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Obrézek 2.2: Césti grafii funkce rostouci f(z) = x* funkce klesajici g(z) = —2z.

Definice 2.1.6. Pfedpoklddejme, Ze pro funkci f : R — R pro mnoZinu M plati M C D f. Funkce f se
nazyva

(1) shora omezend na mnoZiné M, jestliZe existuje takové redlné ¢islo K, Ze pro kazdé redlné ¢islo z € M
plati f(z) < K (Cislo K se nazyva hornim omezenim funkce f na dané mnozing);

2 vz

(2) zdola omezend na mnoZiné M, jestlize existuje takové redlné ¢islo L, Ze pro kazdé realné ¢islo z € M
plati f(z) > L (Cislo L se nazyva dolnim omezenim funkce f na dané mnoZziné);

(3) omezend na mnoziné M, jestliZe je na této mnoZiné omezena shora a soucasné zdola.

2.2 Prosté a slozené zobrazeni.

Prosté zobrazeni.

Definice 2.2.1. Zobrazeni f : A — B se nazyva prosté zobrazeni mnoziny A do mnoZiny B pravé tehdy,
kdyz pro kazdé dva prvky z1, x2 € A takové, Ze z1 # x9, se splni f(z1) # f(x2) (slovy: prosté zobrazeni
zobrazi kazdé dva rtizné vzory na rtizné obrazy).

Ovéfeni, zda je zobrazeni prosté.

Piiklad 2.2.1. Nechf f : y = 2_%1 je zobrazeni definované na mnoziné Df = R — {—2} (maximdInim
defini¢nim oboru tohoto zobrazeni). Zjistéme, zda toto zobrazeni je prosté na D f.

vz 2

Reseni: 2.2.1. Nechf z;, 72 € A jsou libovolné dva prvky néleZici defini¢tnimu oboru Df takové, Ze
x1 # x2. Mame dokdzat, Ze pro tyto prvky (Cisla) plati

f(@1) # f(2).
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Postupujme sporem: pfedpokladejme, Ze pro prvky z;, 2 € A s vlastnosti x1 # z2 se soucasné splni

flz1) = f(x2)
neboli

11

2421 249

Z rovnosti téchto dvou zlomk se stejnym Citatelem plyne 2 4+ z; = 2+ x9, odtud vyplyva x; = x5, to je
ve sporu s pfedpokladem. Proto dané zobrazeni je prosté na D f.

SloZené zobrazeni.

Definice 2.2.2. SloZené zobrazeni: Nechf f : A — B, g : C — D jsou dvé zobrazeni, nechf pro mnoziny
H(f), C plati: H(f) N C je neprazdnd mnozina. Definujme pak pomoci zobrazeni f, g dalsi zobrazeni h
na mnoziné D(h) = {z : 2 € A asouasné f(z) € C'} pfedpisem

hiw— g(f(z).

Pak zobrazeni h se nazyva sloZzenym zobrazenim ze zobrazeni f, g. Zapisujeme ho h = g o f nebo
h = g(f). Zobrazeni f se nazyva vnitfnim zobrazenim pfi tvofeni zobrazeni h = g o f, zobrazeni g je
vnéjsim zobrazenim.

JestliZe tedy obrazem prvku x € D f v zobrazent f je prvek y takovy, Ze pritom proek y = f(x) néleZi do Dyg,
Ize ho ddl zobrazit v zobrazeni g: oznacme proto jeho obraz z = g(y). Bylo vsak y = f(x), po této nihradé mdame

z=g(y) = g(f(x))

Z definice sloZeného zobrazeni plyne, Ze zdleZi na potadi skliddni zobrazeni f, g. JestliZe zaménime vnéjsi za
vnitini, jejich zdmeéna povede obecné k jinému sloZenému zobrazeni, ovsem ne vZdy bude toto zobrazent existovat.

Véta2.2.1. Nechf f : A — B, g: B — Cjsou prostd zobrazeni. Pak sloZené zobrazeni go f : A — C je rovnéZ
prostiym zobrazenim.

2.3 Inverzni zobrazeni
[ Definice

Definice 2.3.1. Inverzni zobrazeni: Nechf f : A — B je prosté zobrazeni, nechf pro kazdé » € A plati
f(z) =y, y € B. Inverznim zobrazenim f~! k zobrazeni f nazyvame zobrazeni

ff1:B—A
takové, ze pro kazdé y € B plati: f~!(y) = z pravé kdyz f(z) = y.

Poznamka 2.3.1. Oznaceni inverzniho zobrazeni jako f~! je konvenci a neznamena z4dné , déleni”ani
,,prevracenou hodnotu”pro f.

Uréeni inverzniho zobrazeni

Pfiklad 2.3.1. Mé&jme zobrazeni f : R — R urc¢ené pfedpisem f : y = 7z + 2. Uréeme inverzni zobrazeni
k tomuto zobrazeni.

Reseni: 2.3.1. Zobrazeni f je prostym zobrazenim mnoZiny vech redlnych &isel R na celou mnoZinu R.
Proto inverzni zobrazeni existuje a bude opét zobrazovat R na R. Najdeme ho tak, Ze ze vztahu

y="Txr+2
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vypocitame x = y—f, pfeznacime x na y a obracené a nakonec zapiSeme

1. _1:—2
Ty = —

Z definice inverzniho zobrazeni plyne ndsledujici torzeni, ve kterém jsou vyjadveny vlastnosti inverzniho
zobrazeni (wvedeme ho bez ditkazu):

Véta 2.3.1. Nechf f : A — B je prosté zobrazeni mnoziny A na mnozinu B. Pak plati:
(1) existuje pravé jedno zobrazeni f~* : B — A inverzni k zobrazeni f aplati Df = Hf ™', Df~' = Hf;
(2) inverzni zobrazeni f~1 : B — A je prostym zobrazenim;
(3) pro slozend zobrazeni f~ o f, fo f~1 plati:

f~ 1o f = id neboli identické zobrazeni mnoZiny A na mnoZinu A, tj. (f ‘o f)(z) = = pro libovolné x € A,
f o f~1 = idneboli identické zobrazeni mnoZiny B na mnoZinu B, tj. (f o f~1)(z) = = pro libovolné = € B.

Poznamka 2.3.2. Vztah grafu funkce f a grafu funkce f=1 inverzni k této funkci. Pfedpoklddejme, Ze jsme
zakreslili graf néjaké funkce f, tj. sestrojili jsme mnozinu bod [z, y] v roving, pro které platiz € Df a
y = f(x). Kvili jednoduchosti pfedpokladejme, Ze grafem této funkce je oblouk néjaké kiivky v roviné.
Predpokladejme, Ze funkce f~! je inverzni funkci k dané funkci f. Lze nyni konstatovat nésledujici
vztahy:

-prox € Df bod [z, y] ndlezi grafu funkce f pravé kdyzy = f(x);
-proy € Df~! bod [y, z] ndlezi grafu funkce f~! pravé kdyz = = f~1(y).

Z definice inverzni funkce pfitom plati: y = f(x) pravé kdyz z = f~*(y). Jinymi slovy: bod [y, ]
nélezi grafu funkce f~! pravé kdyz bod [z, y] nalezi grafu funkce f.

Ziskali jsme velice vyznamnou vlastnost grafti funkce a k ni inverzni funkce, ktera fika:

Graf inverzni funkce f~' dostaneme z grafu dané funkce preklopenim grafu f p¥es p¥imku o rovnici y = x,
nebo jeste jinak: grafy dvojice funkci f, f~ jsou osové soumérné, a to podle pFimky o rovnici y = x, osy 1. a 3.
kvadrantu roviny.

2.4 Jak vznikaji nové funkce z danych funkci.

Existuji postupy, jak vytvofit novou funkci ze zadanych funkci. Uvedeme si, jak pracovat s redlnymi funk-
cemi za pomoci aritmetickijch operaci

[ Aritmetické operace s redlnymi funkcemi.

Predpokladejme, Ze miame dvé redlné funkce f : R — R, g : R — R. Definujeme:
Definice 2.4.1. Soucet dvou funkci f + g je redlnd funkce s vlastnosti: f + g : © — f(x) + g(z) pro kazdé
z € Df N Dg (neboli pro hodnotu (f + g)(z) je (f + g)(x) = f(x) + g(x), pokud z € Df N Dg.)

Definice 2.4.2. Rozdil dvou funkci f — g je redlna funkce s vlastnosti: f — g : © — f(z) — g(x) pro kazdé
z € Df N Dg (neboli pro hodnotu (f — g)(z) je (f — g)(x) = f(x) — g(x), pokud z € Df N Dg.)

Definice 2.4.3. Soucin dvou funkci f - g je redlnd funkce s vlastnosti: f - g : © — f(z) - g(z) pro kazdé
z € Df N Dg (neboli pro hodnotu (f - g)(z) je (f - g)(x) = f(z) - g(z), pokud = € Df N Dg.)

Definice 2.4.4. Podil dvou funkci g je redlna funkce s vlastnosti: g tT— i;((g pro kazdé x € Df N Dg,
: f (] _ f@) )
g(x) # 0 (neboli pro hodnotu P (x)je P (x) = 9(2) pokud z € Df N Dg anavic g(z) # 0.)
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Poznamka 2.4.1. Vzory a obrazy v redlnych funkcich jsou redlna ¢isla, proto vSechny uvedené operace
jsou zavedeny korektné: aritmetické operace s redlnymi funkcemi se tvoii “po bodech, po jednotlivych
hodnotach”, a to pomoci aritmetickych operaci s redlnymi ¢isly. Tyto definice maji vliv na konstrukci
grafi odpovidajicich funkci — méZeme je opét sestrojit “po bodech”(i kdyz takovy postup v obecném
pripadé stézi poskytne tiplnou informaci o grafu).

Definice 2.4.5. Absolutni hodnota | f| pro danou funkci f je redlnd funkce s vlastnosti: | f| :  — | f(z)| pro
kazdé z € Df (neboli pro hodnotu (| f|)(z) je (|f])(z) = | f(x)| prox € Df.)

Definice 2.4.6. Mocnina f9 je redlna funkce s vlastnosti: f9 : x — f(x)9® pro kazdé x € Dg s vlastnosti
f(x) > 0 (neboli pro hodnotu (f9)(z) je (f9)(z) = f()9*), pokud 2 € Dg a f(z) > 0 pro takové z.)

Poznamka 2.4.2. Aritmetické operace s redlnymi funkcemi maji dtisledky nap¥. pro defini¢ni obory a
obory hodnot novych funkci a také na jejich dalsi vlastnosti. Budeme je zkoumat v dal$im vykladu,
proto na tomto misté neuvaddime ani specidlni p¥iklady ani tlohy.

2.5 Operace s grafy

Je dobré uvédomit si, jaky ticinek na grafy funkci maji operace s proménnymi — nezdvislou proménnou x nebo
zdvislou proménnou y. JestliZe

(1) it Horizontdlni posunuti. Pro redlné ¢islo a zménime x — (x —a), to znali posuneme argument - nezdvisle
proménnou x o a jednotek na ose o, doprava pro a > 0, resp. doleva pro a < 0 (jde vlastné o posunuti zacdtku 0
na ose do ¢isla a)

2 vz

(2) it Vertikdlni posunuti. Pro redlné ¢islo a zvétsime kaZdou hodnotu y urcenou jako y = f(x) o hodnotu a,
tj. utvotime zdvisle proménnou y novym predpisem y = f(x) + a, pak grafem této funkce je stejnd funkce, kterou
dostaneme rovnobéZnym vertikdlnim posunutim celého grafu funkce y = f(x) o a jednotek na ose o, nahoru pro
a > 0, resp. dolii proa < 0.

(3) it Zména ,,mé¥itka”. pro kladné redlné Cislo a zvétsime kazdou hodnotu y urlenou jako y = f(z) a-
krdt, tj. utvorime zdvisle proménnou y novym predpisem y = af(x), pak grafem této funkce je obdobni funkce a
dostaneme ji "zrychlenim”celého grafu funkce y = f(x) mirou a-krdt, pokud a > 1, nebo ,,zpomalenim” mirou
a-krdt, pokud a < 1.

(4) it , Preklopeni”grafu. U nezdvislé proménné x zménime znaménko, tj. zménime v — (—x), neboli
zménime orientaci, usporadaini na ose o,; pak graf funkce f(—x) vznikne preklopenim piivodniho grafu f(x) z
pravé poloroviny do levé a naopak.

Je dobré si uvédomit, Ze operace (1), (2), (3), (4) souvisi s vytvdrenim specidlnich sloZenyjch funkci a Ze je Ize
pouZit také na konstrukci odvozenijch grafil jinyjch redlnijch funkci.
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hl{x\ =xX+3
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Obrazek 2.3: Operace s grafy pro linearni funkce.
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