Kapitola 5

Goniometrické a hyperbolické funkce

V této kapitole budou uvedeny zikladni poznatky tykajici se goniometrickijch funkct - sinus, kosinus, tan-
gens, kotangens a hyperbolickyjch funkci - sinus hyperbolicky, kosinus hyperbolicky, tangens hyperbolicky,
kotangens hyperbolicky.

5.1 Goniometrické funkce
@ Motivace

Nejdrive ptipomerime zndmé vztahy z pravotihlého trojithelniku. V trojiihelniku ABC s pravym ithlem p#i vrcholu
C, tihlem o velikosti o pfi vrcholu A a se stranami o délkich a, b, ¢, viz obr. 22, jsou pomoci ndsledujicich vztahii
definoviny trigonometrické funkce:

_ délka protilehlé strany  a _ délka pfilehlé strany b

SO T delka piepony o T T elka piepony c G

a také

fo o = délka protilehlé strany _ a cote o = délka prilehlé strany b (52)
8= " delka prilehlé strany b’ 8= "délka protilehlé strany — a '

Takto zavedené funkce maji definicni obor (0, % ). Pfirozenym zpiisobem Ize definicni obor rozsitit na celou

[0y a B

Obrézek 5.1:

s 2w

mnoZinu redlnyjch ¢isel, pak hovotime o funkcich goniometrickych. V ndsledujici ¢dsti se budeme zabyvat vlast-
nostmi jednotlivijch funkci a to ndm pomiize blize pochopit, jak se tyto funkce chovaji na definicnim oboru.

Vlastnosti funkci sinus a kosinus
Lze ukdzat, Ze tyto funkce maji ndsledujici vlastnosti.

Véta5.1.1. 1. Funkce sinz a cosx jsou definoviny pro vSechna x € R, takZe pro jejich defini¢ni obory plati
D(sin) = Ra D(cos) = R.

2. Funkce sin x a cos x jsou na svijch definicnich oborech omezené, pficemz pro vSechna x € R plati

[sinz| <1, resp. |cosx| < 1.
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Pro jejich obory hodnot plati pro sinus (—1, 1) a pro kosinus H(cos) = (—1,1).

3. Funkce sinx a cosx jsou periodické s minimdlni periodou 2m. To znamend, Ze pro vsechna x € R a pro
vsechna k € 7 plati
sin(x + 2k7) = sinz, resp. cos(z + 2km) = cosx.

4. Funkce sin x je lichd a funkce cos x je sudd, takZe pro vsechna x € R plati
sin(—z) = —sinx, resp. cos(—z) = cosz.

Funkce sinus a kosinus jsou na nékterjch intervalech kladné, resp. zdporné. Na nékterych intervalech jsou
rostouct, resp. klesajici. Tyto vlastnosti jsou schematicky zapsiny v ndsledujici tabulce

intervalz | (0, 2) | (2, 7) | (=,35) | (3F, 2m)
sin x +/rost. | +/kles. | -/kles. -/rost.
COS & +/kles. | -/kles. | -/rost. +/rost.
Uloha 5.1.1 Pro z € R plati:
a) cos(m/2 — x) = sinwz, b) sin(n/2 — x) = cos z,
c)cos(x +m/2) = —sinz, d)sin(z+ 7/2) = cosz,
e) cos(x + ) = —cosw, fsin(z +7) = —sinx.

Rozmyslete si, jak tyto vztahy souvisi s grafy prislusnych funkct.

f(x) = cos(x)

Obrézek 5.2: Cést graft funkcf sinus a kosinus.

Vlastnosti funkci tangens a kotangens
Lze ukdzat, Ze funkce tangens a kotangens maji ndsledujici vlastnosti.

Véta5.1.2. 1. Funkce tg x je definovina pro vsechna x € R, pro kterd neni cosx = 0, tj. s vijjimkou bodii
x = (2k + 1)w/2, k € Z. To znamend, Ze pro defini¢ni obor funkce tg = plati

Ditg) =R\ {2k +1)3}.

kEZ

Funkce cotg x je definovina pro vSechna = € R, pro kterd neni sinx = 0, tj. s vyjimkou bodii « = km, k €
Z. To znamend, Ze pro definicni obor funkce cotg x plati

D(cotg) =R\ | J{kr}.

kEZ

2. Funkce tg x a cotg x nejsou na svych definicnich oborech omezené. Pro obory hodnot téchto funkci plati

H(tg) =R, resp. H(cotg) = R.
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3. Funkce tg x a cotg x jsou periodické s nejmensi periodou . To znamend, Ze pro vSechna x € D(tg), resp.
pro vSechna x € D(cotg), a pro vsechna k € Z plati

tg (z + km) = tg x, resp. cotg (x + km) = cotg x.
4. Funkce tg = a cotg x jsou liché, takZe Ze pro vsechna x € D(tg), resp. pro vSechna x € D(cotg) plati

tg (—x) = —tg x, resp. cotg (—x) = —cotg .

Funkce tangens a kotangens jsou na nékteryjch intervalech kladné, resp. zaporné. Na néktertjch intervalech jsou
rostouct, resp. klesajici. Tyto vlastnosti jsou schematicky zapsiny v ndsledujici tabulce.

interval z | (0, 2) | (5, m) | (m,55) | 3F, 2m)

tg x +/rost. | -/rost. | +/rost. -/rost.
cotg +/kles. | -/kles. | +/kles. -/kles
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Obrézek 5.3: Cést graft funkcf tangens a kotangens.
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Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi.
Véta 5.1.3 (Vzajemné vztahy).
1. Pro libovolné x € R plati
sin? 2 4 cos®x = 1.
2. Pro libovolné x € D(tg) N D(cotg) = Uyez ( J(E+1)= ) plati
tgx-cotgx = 1.

Véta 5.1.4 (Souctové vzorce). Pro libovolnd z,y € R plati
sin(z + y) = sinx cosy + coszsin y,
sin(z — y) = sinzcosy — coszsiny,
cos(z +y) = cosx cosy — sinxsiny,
cos(z —y) = cosx cosy + sinz siny.
Véta 5.1.5 (Dvojnasobné thly). Pro libovolné x € R plati
sin 2x = 2sinx cos z,

cos 2z = cos® z — sin? .
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Véta 5.1.6 (Polovi¢ni thly). Pro libovolné x € R plati

o x 1 —coszx
sin—| =4/ ——,
2 2

T 14 cosx
CosS —| =4 ——.
2 2

Véta 5.1.7 (Soucty a rozdily goniometrickych funkci). Pro vsechna « € R a pro vSechna y € R plati vztahy

. . . T+ T —
sinx + siny = 2sin ycosTy,
. . L T-y Tty
sinz —siny = 2sin cos 7
+ 2 -
cosx + cosy = 2cos cos ,
Y 2 2
LTty o r—y

cosx — cosy = —2sin sin 5

ReSeni goniometrickych rovnic

K tesent goniometrickijch rovnic se vyuZivi vyjSe uvedenyjch vlastnosti goniometrikijch funkci.
Ptiklad 5.1.1. V mnoZin& R naleznété v8echna feSeni rovnice 2sin® x + 3sinz — 2 = 0.
Reseni: 5.1.1. Pomoci substituce u = sin z ziskdme kvadratickou rovnici 2u? + 3u — 2 = 0. Kofeny této
rovnice jsou u; = —2, Uy = % Je-li u = —2 ziskdme rovnici sinz = —2, kterd nemd feSeni, protoze

—2 nelezi v oboru hodnot funkce sinus. Je-li u = 3, ziskdme rovnici sinz = 3, jejimz feSenim ziskame
x1 = % + 2km nebo x5 = 27 + 2km, k € Z. MnoZina feSeni je

K= U {g+2k7r, 27r+2k77}.
kezZ

P¥iklad 5.1.2. V mnoZiné R naleznété viechna fedeni rovnice 4sin® z + 4sin? z — 3sinz = 3.

Resent: 5.1.2. Ve ptevedeme na jednu stranu stranu rovnice 4sin® z + 4sin? x — 3sinz — 3 = 0. Poté
vytkneme 4 sin? z(sinz + 1) — 3(sinz + 1) = 0, celkové (4sin® z — 3)(sinz + 1) = 0. Rovnost 0 nastava,
jestlize plati néktera z podminek (4sin®z — 3) = 0, (sinz + 1) = 0.

1) Pro (sinz + 1) = 0 plati sinz = —1. Jejim feSenim je 21 = 2F + 2k, k € Z.

2) Pro (4sin®*z — 3) = 0 plati sin®z = 2, tedy sinz = i?. Jejim feSenim je xo = % + 2km, 23 =
2 4 2km, wq = 4T + 2km, x5 = 5T + 2k7, k € Z. MnoZina feSent je

37 T 21 4 5m
K= )5 +2kn, o +2km, — + 2km, — + 2km, — + 2km .
2 3 3 3 3
keZ
P¥iklad 5.1.3. V mnozZiné R naleznété vSechna feSeni rovnice sin x + cos 2z = 0.
2 3 — sin? z;, dostavame sin x + cos? & —
z = 0. Déle vyuZijeme vztahu mezi sinem a kosinem sin” z + cos? z = 1, z néhoZ vyjadiime cos? z

Resent: 5.1.3. Pro Gpravu rovnice pouZijeme vzorec cos 2z = cos
.2
sin

a dosadime sinx + 1 — sin® z — sin® 2 = 0. Nyni mdme rovnici 2sin®z — sinx — 1 = 0, ddme substituci
sinz = t. Ziskdme kvadratickou rovnici 2t — ¢ — 1 = 0, jeji feSeni jsou t; = 1, ¢t = —1. Prosinz = 1je
w1 =% +2knm, k € Z.Prosinz = —} je g = % + 2km, w3 = 11T + 2kn, k € Z. MnoZina feSeni je
7 11
K=J {”+21m, T4 okr, ”+2kn}.
oy L2 6 6
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5.2 Hyperbolické funkce

V této casti se budeme zabyjvat funkcemi hyperbolickymi. Jejich ndzev vznikl z vlastnosti, Ze pomoci hy-

perbolickych funkci se dd parametrizovat hyperbola. KaZdy bod leZici na hyperbole [z, y] v pravoiihlijch
soutadnicich se dd vyjddrit rovnicemi x = asinht, y = beosht; a,b > 0at € R. My se vsak v této kapitole
nebudeme zabyjvat témito geometrickymi, tebaZe zajimavymi vlastnostmi. Poznamenejme, Ze pomoci goniomet-
rickych funkct se da podobnym zpiisobem parametrizovat elipsa.

Hyperbolické funkce se daji zavést riznymi zpiisoby. V této kapitole si ukdZeme zavedeni pomoct Eulerova ¢isla.

e _e~®
2

Sinus hyperbolicky je funkce sinh x =
je interval (0, oo). Kosinus hyperbolicky je coshx = % Definicnim oborem a oborem hodnot je mnozZina

. Defini¢nim oborem je mnoZina redlnyjch ¢isel a oborem hodnot

sinha _ e*—e™ 7
cosh x eT4e—<

redlnych Cisel. Tangens hyperbolicky je funkce tanh x =
Cisel a obor hodnot je interval (—1, 1).

. Defini¢nim oborem je mnoZina redlnijch

Uloha5.2.2 R )
ozmyslete si jak vypadd kotangens hyperbolicky, jestliZe je to je funkce cothw = —L— = coshz — erde 7 7y qtp

tanh z sinh x er—e~®

samostatné nacrtnout graf funkce. Jaky je definicni obor a obor hodnot této funkce?

g(X) = cosh(x)

Obrézek 5.4: Cést grafti funkci sinus hyperbolicky a kosinus hyperbolicky.

f(x) = tanh(x)

Obrézek 5.5: Cést grafu funkce tangens hyperbolicky.

Véta 5.2.1 (Vzajemné vztahy).

1. Pro libovolné x € R plati
cosh? z — sinh® z = 1.
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2. Pro libovolné x € R\{0} plati
tanh x - coth x = 1.

Véta 5.2.2 (Souctové vzorce). Pro libovolnd z,y € R plati
sinh(z + y) = sinh 2 cosh y + cosh z sinh y,
sinh(x — y) = sinh x coshy — cosh  sinh y,
cosh(z + y) = cosh z coshy + sinh z sinh y,
(

cosh(z — y) = coshz coshy — sinh z sinh y.

Véta 5.2.3 (Dvojnasobné thly). Pro libovolné x € R plati
sinh 2z = 2sinh z cosh z,
cosh 2z = cosh? z + sinh® z
Véta 5.2.4 (Dvojnasobné thly). Pro libovolné x € R plati
sinh 2z = 2sinh z cosh z,

cosh 22 = cosh? z + sinh? x

Véta 5.2.5 (Polovi¢ni thly). Pro libovolné x € R plati

., coshx —1
smh—‘:\/7,
2 2
‘ hm‘ 1+ coshz
cosh—| =4/ ——.
2 2

Véta 5.2.6 (Soucty a rozdily goniometrickych funkci). Pro vsechna « € R a pro vSechna y € R plati vztahy

sinh z 4 sinh y = 2sinh Tty cosh %,
sinhx — sinhy = 2sinh ry cosh L—;y,
T+ T —
coshz 4 cosy = 2 cosh 4 y7
T+ T —
coshz — coshy = —2sinh s y.
Hyperbolické funkce.

Pfiklad 5.2.1. Vypoctéte funkéni hodnoty funkei sinus hyperbolicky, kosinus hyperbolicky, tangens
hyperbolicky, kotangens hyperbolicky v bodé 0.

S5 v Z z. ) z Z . : 7 . U— -0 .
Reseni: 5.2.1. Dosazenim do vzorct ziskdme pro sinus hyperbolicky sinh 0 = <=~ = 0, pro kosinus

hyperbolicky cosh( = €42 — 1. Tangens hyperbolicky je tanh0 = =2h8 — 9 — (. Protoze pro

kotangens hyperbolicky plat1 cothz = —L— = <" nenivy nule definovéan.

P¥iklad 5.2.2. V mnoziné R naleznété viechna feSeni rovnice sinh?  + cosh? z = 1.

Reseni: 5.2.2. Ze vztahu cosh? z — sinh® z = 1 vyjadfime napiiklad cosh® = sinh®z + 1 a dosadime do
rovnice sinh® z + sinh® z + 1 = 1. Tedy hledame fedeni sinh® z = 0, coZ je spInéno pouze pro sinh z = 0.
Rovnice mé jediné feSeni = = 0.
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