Kapitola 6

Posloupnosti a limity posloupnosti

V této kapitole se budeme zabjjvat pojmem posloupnost, jejimi specidlnimi pripady aritmetickou a geomet-
rickou posloupnosti, a limitou posloupnosti.

6.1 Posloupnosti

@ Motivace - dspory
Petr a Martin jsou bratti. VZdy proni den v mésici dostdvaji kapesné, kazdy z nich dostdvd 200K¢. Oba se rozhodli,

Ze budou své kapesné budou néjakou dobu sporit.

Martin bude kaZdy mésic uklddat vispory do pokladnicky. VZdy posledni den v mésici bude mit Martin v po-
kladnicce

200K¢, 400K¢, 600K¢, 800KG, . . .
Je zejmé, Ze hodnotu Martinovych tispor v n—tém mésici, kde n € N, lze vyjadrit pomoci funkce
f(n) = n.200.
Defini¢nim oborem této funkce je mnoZina vsech pfirozenych Cisel, tj. D(f) = N.

Petr vzal kapesné uspotené za ptedchozi rok a vloZil do banky 2400K¢. Kapesné, které bude dostdvat v dalsim roce
se rozhodl priibéZné utricet. Na konci kaZdého mésice mu banka vypldcet 0,5% z hodnoty na jeho 1ictu v daném
mésici a jako student nemusi platit Zadné bankoont poplatky. Jeho tispory se tedy vyvijeji ndsledujicim zpiisobem
(vZdy posledni den v mésici bude na 1ictu)

2412K¢, 2424, 06K¢, 2436, 1803K¢, 2448, 3612015K¢, . ..

Snadno vidime, Ze Cdstku na konci proniho mésice Ize vypocitat jako 2400.1,005 = 2412. Na konci druhého
mésice 2412.1,005 = 2400. 1,0052, atd. Tedy hodnotu tispor na konci n—tého mésice, kde n € N, lze vyjadFit
pomoct funkce

g(n) =2400.1,005"™.

Definicnim oborem této funkce je opét mnoZina vsech prirozenych ¢isel, tj. D(g) = N.

Jak bylo zdiiraznéno, jsou funkce f i g priklady funkci, jejichZ definicnim oborem je mnoZina N vSech ptirozenyjch
Cisel. Funkce, které maji takovijto definicni obor dostaly specidlni ndzev — posloupnosti.

Poznamenejme, Ze vijvoj Martinovijch tispor je popsin pomoci aritmetické posloupnosti (vZdy se kaZdy mésic
pFicitd stejnd Cdstka) a vijvoj Petrovyjch tispor pomoct geometrické posloupnosti (vZdy se ndsobi stejnym koeficien-

Y7 %z

tem). V dalsi &dsti vikladu si uvedeme definice pojmii posloupnost, aritmetickd posloupnost, geometrickd posloup-
nost a také nékteré vlastnosti posloupnosti.

Zikladni pojmy

Zformulujme nyni definici posloupnosti.
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Definice 6.1.1. Kazda funkce, jejimZ defini¢énim oborem je mnoZzina N vsech pfirozenych ¢isel se nazyva
posloupnost, piipadné nekonecnd posloupnost. Kazda funkce, jejimz defini¢nim oborem je mnoZina k prvnich
pfirozenych &isel {1,2,...,k} se nazyva konecni posloupnost. Funkéni hodnoty kazdé posloupnosti se
nazyvaji ¢cleny posloupnosti.

Poznimka 6.1.1. Funkéni hodnota posloupnosti f v bodé n € N se nazyva n—ty ¢len posloupnosti a misto
f(n) se Castéji znadi f,, nebo a,, b,, apod. Posloupnost s n—tym ¢lenem a,, se znadi (a, )22, nebo kratce

(an).
Funkéni predpis posloupnosti (ay, )52 Ize zadat nékterym z ndsledujicich zpiisobii:

1. predpisem, ktery vyjadiuje n—tyj clen posloupnosti.

v, 00 1 = 1 1 1
Prlklad 6.1.1. (an),,L:l = (271) = (57 4 G )
n=1

Pfiklad 6.1.2. (a,,)32; = (cos %)Zo:l

=(0,-1,0,1...).

2. rekurentné, tj. zaddnim proniho ¢lenu posloupnosti ay a predpisem, jak urcit (n + 1)—ni ¢len posloupnosti
pomoci ptedchdzejiciho clenu posloupnosti (nebo obecnéji zaddnim k pronich clenii posloupnosti ay, . .., ax
a predpisem, jak urcit (n + 1)—ni ¢len posloupnosti pomoci k predchizejicich ¢lenii).

Pfiklad 6.1.3. a1 = 1,an4+1 = 2a, + 1, §. (a,)02, = (1, 3, 7, 15,...).
Priklad 6.1.4. Je-lia; = 1,a2 = 1,an4+2 = ayn + an+1, pak se jednd o posloupnost
(an)e, =(1,1,2,3,5,8,13,...).
Vsimnéte si, Ze existuje zpiisob zaddni posloupnosti, ktery je odlisny od mozZnosti zaddvini funkce. Posloupnost
miiZeme zndzornit pomoci grafu posloupnosti, coZ je mnoZina bodii [n,a,],n € N zakreslenych v pravoiihlé

soustavé soutadnic. Stejné tak Ize posloupnosti charakterizovat pomoct nékteryich vlastnosti, které jsou souhrnné
uvedeny v ndsledujici definici.

Definice 6.1.2. Posloupnost (a,)5; se nazyva

rostouci Apt1 > G
klesajict Gpt1 < Qp
nerostouci » , je-li provsechnan € N¢ apy1 < ay .
neklesajici Gpy1 > an
konstantni Gpt1 = G

Ma-li posloupnost nékterou z prvnich ¢tyfech uvedenych vlastnosti, nazyvé se monoténni. Ma-li po-
sloupnost nékterou z prvnich dvou vlastnosti, nazyva se ryze monoténni.

o
Priklad 6.1.5. Rozhodnéme, zda je posloupnost (71:1_1) rostouci nebo klesajici.
n=1

Reseni: 6.1.1. Jedna se o posloupnost (1, 2,3 .. ). Zd4 se, Ze tato posloupnost je rostouci. DokaZme tedy

Ze pro libovolné n € Nije ap41 > a,. Pokud a1 > a,, pak

n+1 n
nt2 et
(n+1)(n+1)>n(n+2),
n?+2n+1>n? 4+ 2n,
1>0.

Pti tpravéch jsme pouZzivali pouze ekvivalentni tipravy a tedy miiZzeme postupovat také zdola nahoru.
To znamend, Ze pokud 1 > 0, je pro kazdé n € N také a,,11 > a,,.
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Definice 6.1.3. Posloupnost (a,, )52 ; se nazyva

HelR
DeR

shora omezend

zdola omezend

} , existuje-li takové ¢islo { w >D

5 5 14 . an, < H
},ZeprokazdeneN]e{ "2
Je-li posloupnost omezena shora i zdola, nazyva se omezend.

100\~
Piiklad 6.1.6. UkaZeme, Ze posloupnost (n_:Ll) je omezena shora i zdola.
n=1

Reseni: 6.1.2. Jedn4 se o posloupnost (5,22, 158 25 ). Cleny této posloupnosti jsou ziejmé zdola

omezeny napf. ¢islem 4 a shora napf. ¢islem 10. Domnivdme se tedy, Ze pro libovolné n € N plati
4 < A% < 10. Dokazme to.

e Je
10n
4< —
n+1’
dn + 4 < 10n,
6n > 4,
n> 2.
Pti tpravach jsme pouZivali pouze ekvivalentni Gipravy, tj. miiZeme postupovat také obracené. To
znamend, 7e pron > 3 (coz plati, protoze n € N), plati Vn € N : 4 < 2% a posloupnost je zdola
omezena.
e Je
10
" <10,
n+1
10n < 10n + 1,
0<1

Pfi dpravach jsme pouzivali pouze ekvivalentni dpravy, takZe mutiZeme postupovat obraceneé.

Tedy, je-li 0 < 1, pak Vn € N : ;2% < 10 a posloupnost je shora omezend.

e Posloupnost je shora i zdola omezen4, tedy je omezena.
(=)™ \"~ 1 11 ,
Priklad 6.1.7. Posloupnost . = -1, 5 T )le omezend a neni monoténni.
n=1

Ptiklad 6.1.8. Posloupnost ((—1)" -n?)°" | = (—1, 4, =9, 16...) nenf omezend a neni monoténni.

[ Posloupnosti - aritmeticka a geometricka posloupnost

Definice 6.1.4. Posloupnost (a,,)>%, se nazyva aritmetickd, pravé kdyz existuje d € R takové, Zze Vn € N
plati

Upi1 = Gy +d. (6.1)
Cislo d nazyvame diference aritmetické posloupnosti.
V aritmetické posloupnosti tedy podle vztahu (??) pro libovolné n € N plati
Upt1 — G = d (6.2)
a Ize formulovat ndsledujict tvrzent.

Véta 6.1.1. Posloupnost (a,)>2, je aritmetickd, pravé kdyzZ je posloupnost (an4+1 — an)o>, konstantni.

2
Priklad 6.1.9. UkaZme, Ze posloupnost (713) je aritmeticka.
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< 2n—1 2 1
Reseni: 6.1.3. Je a,, = i 3 adanyl = %, to znamena, Ze
2n+1 2n-1 2
(£79) — Qp = - =35
i 3 33
. . P . C o wew 1 2
Podle pfedchoziho tvrzeni je tedy posloupnost aritmetickd, pficemz a; = 3 d= 3

Véta 6.1.2. V aritmetické posloupnosti (a,, )52, s diferenci d plati ndsledujici vztahy

e a, =aj + (n—1)d, prolibovolné n € N,

® a, = % (@n—1 + any1), pro libovolné n € N\ {1},

® a, = amy + (n —m)d, pro libovolné m,n € N,

e s,=aj+ay+ --+a, = g(al + ay,), pro libovolné n € N.

Definice 6.1.5. Posloupnost (a,)52, se nazyva geometrickd, pravé kdyz existuje takové ¢ € R, Ze pro
libovolné n € N plati
Gpt1 = Qp-q. (6.3)

Cislo ¢ nazyvame kovocient geometrické posloupnosti.

Pro ay # 0a g # 0 tedy podle (2?) v geometrické posloupnosti pro vSechna n € N plati

An 41

=q (6.4)

an

a Ize formulovat ndsledujici tvrzent.

Véta 6.1.3. Posloupnost (a,)5%; je geometrickd a a1 # 0 a q # 0, prdvé kdyZ je posloupnost (anﬂ)
n=1

Qn,
konstantni.

Ptiklad 6.1.10. Ukézeme, Ze posloupnost (32+7) je geometrickd.

n
S . nt1 o
Reseni: 6.1.4. Je a,, = 3T A1 = 2 2. To znamena4, Ze

2n+1 3n+1 2

An41 _ _z
an 3n+27 2n 3
. . . s e 2 2
Podle pfedchoziho tvrzeni je tedy posloupnost geometricka, pficemz a, = g24=73

Véta 6.1.4. V geometrické posloupnosti (a,, )%, s kvocientem g plati
e a, =a;.q" ! provsechnan € N,
e |an| = \/an_1-Gn1 pro libovolnén € N\ {1},
® ap = ap.q" ™ provsechnam,n € N,
o pro soucet pronich n ¢lenii posloupnosti plati

q" -1
qg—1"

—je-llig#1,paks, =a1+as+---+a, =a1

- je-lig =1, pak s, = n.a;.
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Aplikace pojmu posloupnost

Posloupnosti se daji vyuZit v bankovnictoi p#i vypoctu tivokii. Lze je aplikovat na vijpocet vynosi z vkladii a
tirokil z pujcek. My si ptibliZime dva pojmy tirocent jednoduché iiroCent a sloZené tirocent.

Priklad 6.1.11 (Aritmeticka posloupnost a jednoduché troc¢eni). Predstavme si, Ze jsme si pdijéili ¢astku
P K¢ a za tuto sluzbu budeme véfiteli platit odménu — troky. Podstata jednoduchého tiroceni spociva
v tom, Ze se tiroky na konci kazdého tirokovaciho obdobi pocitaji stéle z poc¢atecni hodnoty ptjcky a

vev s Z ¥z

pricitaji se k dluzné ¢astce. Pro vypocet budeme potiebovat nasledujici informace:
e pocatecni hodnotu ptjcky P,
e trokovou miru r € [0, 1],
e pocet t € N tirokovacich obdobi, po které ptijcka trva.

Urok zapotitany za prvni trokovaci obdobi Ize vyjadiit jako sou¢in hodnoty ptijeky a trokové miry. Po
prvnim tirokovacim obdobi bude tedy véfitel dluZit ¢astku

P+rP=P(1+7r).
Pfi druhém drokovacim obdobi se k dluzné ¢astce opét pricte tirok r P, tedy budeme dluzit hodnotu
(P+rP)+rP=P(1+2r).

Budeme-li timto zptisobem pokracovat, a ozna¢ime-li hodnotu dluzné ¢astky D, budeme v t—tém ob-
dobi dluzit celkovou ¢astku danou funkci

D:t— P(1+tr).
To je ptedpis aritmetické posloupnosti s prvnim ¢lenem Dy = P(1 + r) a diferenci d = rP.

Priklad 6.1.12 (Geometricka posloupnost a sloZené tiro¢eni). Pfedstavme si, Ze v néjaké bance zaloZime
ucet, na ktery vloZime urcity obnos — pocatecni vklad P K¢. O¢ekavame, Ze ndm za tuto sluzbu bude
banka k této ¢astce pfipisovat odménu — troky. SloZené tiroceni je takovy zptlisob troceni, pii kterém
se trok na konci kazdého trokovaciho obdobi po¢ita z jiz dosazené hodnoty tctu a k této dosaZené

vov

informace:

hodnotu pocate¢niho vkladu P, tzv. jistinu,

urokovou miru r € [0, 1],

pocet k € N trokovacich obdobi za rok,

délku ¢t € N ¢asového intervalu existence ti¢tu vyjaddfenou v rocich.

Urok zapotitany po prvnim trokovacim obdobi Ize vyjadfit jako souéin jistiny a hodnoty r/k. To zna-
mend, Ze hodnota t¢tu po prvnim tirokovacim obdobi je
r r
P+P () =pP(1+1).
RN Tz

Pfi druhém trokovacim obdobi 1ze za jistinu poklddat aktudlni hodnotu P(1 + r/k). To znamenad, Ze po
dvou tirokovacich obdobich je hodnota t¢tu dana predpisem

P(ep)r(1+0) () =P (47) (o) =P (14 7)
Vsimnéte si, Ze vypocet nové hodnoty probiha stejnym zptisobem jako v prvnim drokovacim obdobi,

pouze se zménila hodnota jistiny. Budeme-li timto zptisobem pokracovat dale, ziskame po k tirokovacich
obdobich hodnotu t¢tu za jeden rok, kterou lze vyjadfit ve tvaru

P<1+£)k.
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ProtoZe troceni probihd t rokt, jednd se celkem o kt trokovacich obdobi a kone¢nou hodnotu uctu v
¢ase t € N, kterou oznacime symbolem V, Ize vyjadfit pfedpisem

V:t»—>P(1+%)kt. (6.5)

To je pfedpis geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem V; = P(1+r/k)* a kvocientem ¢ = (1+1r/k)*.

Uvédomme si, Ze pfiklad Petrova spofeni uvedeny na zac¢atku kapitoly je pfesné sloZené tiroceni.
Jistina P = 2400 K¢, tirok 6% za rok, tj. r = 0, 06, a Ze Gro¢eni probiha jednou za mésic, v roce 12krét, tj
k = 12. Ziskame tak posloupnost, jejiz t—ty ¢len je ddn pfedpisem

Vi = 100(1 + 0, 005)%".

Pfipomenime, Ze ¢ je pocet let od za¢atku spofeni.

6.2 Limita posloupnosti

Budeme se zabyjvat chovdnim posloupnosti pro velmi vysokd pFirozend ¢isla. Sezndmime se s pojmy limita posloup-
nosti, konvergentni posloupnost.

@ Délka asecky

Predstavme si tisecku jejiz délka je rovna 1. Z té tisecky vytvorime dalsi tak, Ze vZdy predchozi tisecku rozdélime
na plolovinu, Takze dostdvime posloupnost délek visecek 1, 3, %, &, 1=, .... Délka n—té iisecky se di zapsat
"7 pron € N. Zkuste si nakreslit obrdzek, tisecku délky 1 rozdélime na polovinu, vybereme si jednu z polovin

rozdeélime ji na polovinu a stile opakujeme. Snadno vidite, Ze se velikost tisecky rychle zmensuje a zacind se bliZit

0. Rikdme, Ze se délka tisecky bliZi ke své limité 0.
Nyni jiZ miiZeme vyslovit ndsledujict definici.

Definice 6.2.1 (Kone¢n4 limita posloupnosti). Cislo a € R se nazyva limita posloupnosti (a,)>>,, pravé
kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € N tak, Ze |a, — a| < ¢, jestlize n > ng. PiSeme lim a, = a.

n—oo

Posloupnost (a,, )22, pak nazyvame konvergentni.

Poznamka 6.2.1. Symbolicky mtizeme psat

lim a, =a g}V£>03nO€NVn6N(n2noz\an—a|<€).

n—oo

Poznamka 6.2.2. Misto zdpisu lim a, = a se také pouziva zapis a, — a, ktery lze &ist tak, Ze posloup-

n—oo

nost a,, konverguje ke své limité a.

Pozndmka 6.2.3. Je-li posloupnost (a,,)5%; konvergentni a hodnota jeji limity je a, pak vztah |a, —a| < ¢
pro libovolné € > 0 spliiujf skoro vSechny ¢leny posloupnosti, tj. vSechny ¢leny az na kone¢ny pocet
prvnich ng ¢lentt. Toto pozorovani sledujte také v ndsledujicich fesenych prikladech.

JestliZe posloupnost a,, nemd konecnou limitu, tj. neni konvergetni, nazyvd se divergentni posloupnosti.
Nékterym divergentni posloupnostem Ize pomoci ndsledujict definice také ptitadit limitu.

Definice 6.2.2 (Nekone¢né limity posloupnosti). Rikdme, Ze posloupnost (a,,)%., mé limitu plus ne-
konecno, pravé kdyz pro kazdé ¢islo K existuje ng € N takové, Ze pro vSechna pfirozena &isla n > ng je
a, > K. PiSeme lim a, = oo.

n—oo
Rikdme, Ze posloupnost (a,, )5, ma limitu minus nekone¢no, pravé kdyz pro kazdé &islo L existuje ng € N
takové, Ze pro vSechna pfirozené ¢isla n > ng je a,, < L. PiSeme lim a, = —oo.

Piiklady
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Pfiklad 6.2.1. UkaZeme, Ze lim

=1.

Reseni: 6.2.1. Vezméme libovolné ¢ > 0 a hledejme ng € N takové, Ze pro n > n plati

n+1_

n ‘ 1
1

Vztah 1/(1 + n) < e plati pro takovd n € N, pro kterd n > 1/¢ — 1. Polozme tedy ng = [1/e — 1] + 1.
Pokud napt. zvolime e = 1072, pak ng = 100 a v8echny ¢leny aio0, a101, @102, - - - se od limity, tj. od ¢isla
1, lis méné neZ 0 10~2 = 0, 01.

1 oo
Ptiklad 6.2.2. UkaZeme, Ze posloupnost (Qn) je konvergentni.
n=1
Reseni: 6.2.2. Vypiseme-li nékolik prvnich ¢lenti posloupnosti, ziskame

(1iii)

Zda se tedy, Ze s rostoucim n € N se hodnota ¢lenti priblizuje k 0. Vyslovime hypotézu

ool =

)

NG

b

DN |

1
lim — =0,

n—oo 2™

kterou dokdZeme: Vezméme libovolné € > 0 a hledejme ny € N takové, Ze pro n > ng plati

0:7<€.
2

2n

1‘1

Vztah 1/2" < ¢ plati pro takové n € N, pro kterd 2" > 1/¢, neboli

1
n > logy —. (6.6)

3

1
e Proe > 1 je log, o= log, e < 0, takze (??) plati pro vSechna n € N a za ng € N lze vybrat
libovolné ¢islo.
1

e Proc € (0,1) je log, o= logy e > 0. Polozime-li ng = [—log, €] + 1, pak (??) plati pro vSechna

n > ng. Je-linapf. e = 109, pak ng = 20, takZe vSechny ¢leny posloupnosti agg, as1, asz, ass, ...
se od limity, tj. od ¢isla 0, lisi méné nez o 10~% = 0,000 001.

Aplikace pojmu limita

JiZ jsme vidéli, jak uZiteCny je pojem limity posloupnosti pri vijpoctu odmocniny ¢isla. Podivejme se nyni na
dalsi tilohu, ve které ukiZeme ekonomicky vijznam Cisla e.
Ptiklad 6.2.3 (Ekonomicky vyznam ¢&isla e). Predstavme si, Ze se ndm podarilo nalézt banku, kterd nas
pocatetni vklad tro¢i sloZzenym trocenim s trokovou mirou 100%, tj. » = 1. Ptejme se, jakou hodnotu
bude v takové bance mit pocate¢ni vklad P = 1 K¢ na konci prvniho roku, tj. ¢ = 1, jestliZe se tiroky
pripisuji kazdy okamZik, tj. pocet tirokovacich obdobi je nekone¢ny. Pouzijeme -li odvozeny vztah (??)
a oznacime-li pocet trokovacich obdobi n, ziskdme posloupnost

1 n
an:<1+> .
n
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PoloZenou otdzku lze nyni pfeformulovat a ptét se, zda existuje limita

1 n
lim (1 + )
n— oo n

této posloupnosti a jakou md hodnotu. Je ziejmé, Ze pozadovanou hodnotu nelze ziskat jako funkéni
hodnotu pfimym dosazenim za n. Pfesto ucirime nékolik vypoctt, je

a=(1+7) =2

ag = (1+;) =2,25

az = (1+3)" = 2,370

1 100
a100=(1+100> =2,704...

Vypocttené hodnoty poukazuji na nasledujici vlastnost: s rostoucim n se ¢leny a,, posloupnosti zvétsuji.
Lze také ukdazat, Ze pritom nepiekroci jistou horni mez. Déle 1ze ukazat, Ze existuje pravé jedno realné
¢islo, které je nejmensi horni mezi ¢isel a,,. Pro rostouci n se ¢leny a,, této mezi — limitn{ hodnoté — stale
vice pfibliZuji. Z historickych divod tuto limitu nazyvame Eulerovo ¢islo nebo zéklad prirozeného

logaritmu a znac¢ime ji e. Podrobnéji je mozné zjistit, Ze

e = 2.71828182845904523536028747135 . . ..
Uvedeny vysledek 1ze interpretovat tak, Ze ve stédré bance, kterou se ndm podafilo nalézt, by se nas
pocatecni vklad 1 K¢ za jeden rok zvétsil na ptiblizné 2, 72 K¢.

Priklad 6.2.4. V aplikacich se ¢asto pracuje s geometrickou posloupnosti. NavaZeme na piiklad ?? a
ukdzeme, Ze geometrickd posloupnost (¢™)22, pro kterou |¢| < 1, je konvergentnia lim ¢" = 0.

n—oo

Reseni: 6.2.3. Je tieba ukazat, Ze k libovolné zvolenému ¢ > 0 umime nalézt ny € N takové, Ze pro
véechna n € N, n > ng plati |[¢" — 0] < &, neboli |¢|” < e. Logaritmovanim obou stran nerovnosti
ziskame log |¢|™ < log EElneboli nlog|g| < loge. Protoze |q| < 1,jelog|q| < 0, takZe

loge
log lq|

n >

Za uvedenych predpokladii Ize celou tivahu zapsat stru¢néji ve tvaru

loge

lq]" < e <= log|q|" < loge <= nloglq| < loge <= n > ozl
og |q

Polozime-li ny = [loge/log |g|] + 1, pak pro libovolné n € N, n > ny plati |¢|” < ¢ a jsme hotovi.
0 Vlastnosti a vypocty limit posloupnosti

Zjistime-li, Ze mad urcitd posloupnost konecnou limitu, bylo by dobré, aby byla tato hodnota urcena jedno-
znacné. Jinak by se jednalo o slaby pojem. Ndsledujici véta ukazuje, Ze tomu tak skutecné je.

Véta 6.2.1 (O poctu limit). KaZdd posloupnost ma nejoyse jednu limitu.

Uvedené vété je treba rozumet tak, Ze posloupnost limitu bud nemd, tj. je divergentni, nebo md pravé jednu
limitu. Md-li urcitd posloupnost konecnou limitu, nemohou si jeji cleny délat, co by se jim chtélo. Ndsledujici véta
ukazuje, jak je omezena svoboda &lenii konvergentni posloupnosti.

Véta 6.2.2 (O omezenosti posloupnosti). KaZdd konvergentni posloupnost je omezend.

10ba logaritmy existuji, protoZe |¢|™ > 0ie > 0. Znaménko nerovnosti se neméni, protoze log je rostouci funkce.
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Pokud jsme chtéli nalézt hodnotu limity konvergentni posloupnosti, postupovali jsme ponékud tézkopddnou
metodou: uhodni a dokaz. To je velmi nepraktické a chtélo by to vlastnit néjaké prostiedky, které ndm umozni
hodnotu limity spocitat. Ndsledujici véta ndm takové prostiedky poskytne. S jeji pomoci pak uz bude snadné
hodnotu limity nalézt.

Véta 6.2.3 (O aritmetickych operacich s limitami). Jsou-li (a,,)2%,, (bn)5%; konvergentni posloupnosti a

n=1

lim a, =a, lim b, = b,

pak
e lim (a, +b,) =a+b, e lim (a,b,) = ab,
n— oo n—oo
o lim % — % prob#0, e lim |a,| = |al.
n—o00 Op n—=00

Tedy kazdd z uvedenijch posloupnosti je konvergentni. Pfitom v posloupnosti (ay,/by)5>, vynechdvime ¢leny s
témi indexy, pro které je b, = 0 jichZ je konecny pocet, protoZe b # 0.

PouZijeme-li vijsledku uvedeném v ptikladu ?? a pfedchozi véty o limité soucinu konvergentnich posloupnosti,
ziskdme ndsledujici tvrzent.

Véta 6.2.4 (O limité geometrické posloupnosti). KaZdi geometrickd posloupnost (a,)52, pro jejiZ kvocient q
plati |q| < 1, je konvergentnia lim a, = 0.

n—oo

Piiklady

Pi vijpoctech limit je dobré zndt hodnoty limit nékterjjch posloupnosti. Budeme jim tikat typové limity. Pri
vypoctu se budeme snaZit prevést nebo rozloZit predpis zadané limity na limity typové a pak pouZit vétu o aritme-
tice limit posloupnosti. Typovymi limitami budeme rozumét

e lim — =0, e lim n = oo,
n—oo N n—oo

e lim ¢" =0,|g| <1, e lim k= k,kdek € R je kostanta,

1 n
e lim (1+n) =e eolim Ya=1, a>0.

1450\~
Piiklad 6.2.5. UkaZeme, Ze posloupnost (tln) je konvergentni, a vypocteme jeji limitu.
n=1

Resent: 6.2.4. Upravime nejd¥ive pfedpis posloupnosti, je

1+ 5n 1
=—+5.
n n

Posloupnosti (1/n)52; a (5)22, jsou konvergentni, proto podle véty o aritmetice konvergentnich limit
pro soucet plati

n—oo \ n n—oo N, n—oo

1 1
lim <—|—5> = lim —+ lim 5=0+5=5.

1 o0
Piiklad 6.2.6. UkaZeme, Ze posloupnost (132) je konvergentni, a vypocteme jeji limitu.
n=1

Resent: 6.2.5. Predpis posloupnosti lze psat ve tvaru

100

=100

1 1
n on
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Posloupnosti (1/n)52; a (100)52; jsou konvergetni a podle véty o aritmetice konvergentnich limit pro
soucin plati

.3 . R S
lim — = Iim 100 lim — - lim — =100-0-0=0.

n—oo N, n—oo n—oo N n—oon

1+3
Priklad 6.2.7. UkaZeme, Ze posloupnost ( +on
2n+1

o0
) je konvergentni, a vypocteme jeji limitu.

n=
Resent: 6.2.6. Posloupnosti (1 + 3n)5%, a (2n 4 1), nejsou konvergetni a vétu o aritmetice limit pro
podil nelze pouzit, upravime tedy pfedpis zadané posloupnosti v nadéji, Ze tuto vétu nakonec budeme

N3

R . : ) . L s
moci pouZit. Rozsifime-li zadany zlomek vyrazem —, ziskame
n

1
—+3
1—|—3n_ n
n+1 1
2+ =
n

Posloupnosti (1/n 4+ 3)5%; a (2 + 1/n)5%, jsou konvergetni a 2 + 1/n # 0, miZeme tedy pouZit vétu o
aritmetice konvergentnich limit pro podil a ziskame

1 . 1
—+3 lim | —+3
. 1+3n . n n—oo \n
lim = lim = = —.
n—oo 2n 41  n—oo 1 1 2
24 — lim |2+ —
n n—o00 n

(o)
vn+1l-—n

Priklad 6.2.8. UkaZeme, Ze posloupnost ( je konvergentni, a vypocteme jeji limitu.
vn+1l+n _—

Reseni: 6.2.7. Ve tvaru, v jakém je posloupnost zadana, nelze pouZit vétu o aritmetice limit, predpis

y ; vnt+l-n . . NPT p
tedy vhodné upravime. Zlomek T i nejdfive usmérnime, tj. roz§ffime vyrazem vn+1—n, a
n n

pak &itatele i jmenovatele vydélime vyrazem n?, ziskame tak

\/n—|—1—n_\/n—|—1—n vn+1l—n n+1—2nvVn+1+n?

_ . = 6.7
vn+1l+4+n vn+l4+n vn+l—n n+1—n? ©67)
1 1 1 1
—+—5—=24/-+—=+1
n o n n o n
= N . . (6.8)
—+—=-1
n n?

oo
1 1
Lze ovéfit, Ze posloupnost ( ~+ 2) je konvergetni a jeji limita je 0. Podle véty o aritmetice limit
\/ n
n=1

posloupnosti pro soucet a podil mtiZeme nyni psat

1 1 1 1
lim —+ lim — —2- lim 4/—+ — + lim 1
vn+1l—n n—oo n n— o0 n2 n— 00 n n2 n— o0

lim =
n—ooyn+1+n N .
hm——l—hm—2—hm1
n—oo n, n—oo n, n—oo
_O+0+2.0+1_
- 0+0-1

48



o
1-243—-4+4----2
* - n) je konvergentni, a vypocteme

Piiklad 6.2.9. Uké&Zeme, Ze posloupnost
\/ n?4+1
. . . . n:1
jejt limitu.
Reseni: 6.2.8. Nejdfive si viimneme, %e v &itateli je rozdil sou¢tu prvnich &lenti dvou aritmetickych

posloupnosti, pro které Ize pouzit vétu ??, konkrétné vztah pro soucet ¢lenti aritmetické posloupnosti.
Ziskdme tak

sL(n):1+3—|—5+--~+(2n—1):g(1+2n—2):
n 2
ss(n):2+4+6+~~+2n:5(2+2n):n+n.

PouZzijeme-li tyto vztahy k tpravé predpisu, kterym je zaddna posloupnost a pouzijeme-li vétu o arit-
metice limit posloupnosti, ziskdme

o 1—-243—-44---—2n sL(n) ss(n) . —-n
lim = lim = lim ———
n—oo /TL2+1 n—oo TL2+]. n—oo n2+1
1
—n-=
n
= lim = lim —— -1
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