Kapitola 7

Limita funkce

V této kapitole budeme studovat pojem limita funkce, ktery lze zatadit mezi zdkladni pojmy matematiky, specidlné
pak matematické analyzy. VyuZiti limity funkce je siroké. Pomoci limity lze popsat riizné fyzikilni a chemické jevy
- napt. okamZitou rychlost automobilu, zamoreni chemickou ldtkou, sivent nikazy. V ekonomii miiZeme pomoci
tohoto pojmu urcit okamZité tempo riistu ndrodniho diichodu. Limitu funkce lze vSak také pouZit pro studium
riiznyjch vlastnosti funkct - uréent sklonu grafu funkce v daném bodé, vijpocet plosného obsahu néjakého obrazce.

Hlavnim cilem této kapitoly bude zavést pojem limita funkce a uvést jeji zikladni viastnostikteré se daji
pozit p#i vijpoctu limit. Predevsim se budeme soustiedit na praktické vypocty limit riiznijch funkci.

7.1 Definice limity funkce.

V této kapitole si zobecnime dvive probranyj pojem limita posloupnosti pro libovolné funkce.
Intuitivni pfedstavy o pojmu limita
Jesté pred zavedenim korektni definice si pro ndzornost ilustrujeme pojem limita na prikladu.

P¥iklad 7.1.1. Podivame se, jakych hodnot nabyva funkce

_3962—96—2

rx—1

fry ;
jestlize se hodnoty nezavisle proménné = priblizuji k ¢islu 1. Presto Ze ¢islo 1 nepatii do defini¢niho
oboru dané funkce, neni pro odpovéd na nasi otdzku podstatné. Nezajimé nas, jak se funkce chova
piesné v bodé 1, ale pouze v blizkosti tohoto bodu. Zakladni pfehled o hodnotach f(z) si miiZeme

udélat pomoci nasledujici tabulky, kdy se k hodnoté x = 1 bliZime zleva a zprava. Aby se ndm pocitalo
snadnéji, vSimnéme si, Ze pro z € R\ {—1} plati

_3952—35—2

= T Tt 342
z [0,8[0,9[0,95]0,99]0,999] 11,001 1,0L]1,05]1,1
fi(x) [4,4 4,7 4,85 | 4,97 | 4,997 5,003 [ 5,03 5,15 | 5,3

Z tabulky je zfejmé, Ze funkéni hodnoty f(z) dosahuji k &islu 5, pro x stale vice se blizicimu k ¢islu 1 z
libovolné strany. Toto chovani popisujeme slovy limita funkce f pro x jdouci k 1 je 5 a zkracené piSeme

3r2 —x—2
=—————=3z+2=5.
f(z) pr x

Konecna limita funkce

Pi intuitivnim popisu limity funkce v bodé jsme pouzivali predstavu blizkijch bodii. Tuto predstavu je vsak
treba uptesnit. Blizkost dvou libovolnijch bodii x € R a a € R Ize posuzovat pomoci jejich vzdilenosti |z — al.
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Chceme-li 7ici, Ze funkce f md v bodé a € R limitu A € R, je tieba ukdzat, Ze k tomu, aby byla vzddlenost
| f(z) — Al libovolné mald, stact nalézt body x € R takové, Ze |x — a| je dostatecné malé. Na hodnoté funkce f v
bodé a viibec nezileZi - miiZe i nemusi existovat, nezajima nds to.

Definice 7.1.1 (Kone¢nd limita v redlném bodé). Funkce f md v bodé a € R limitu A € R pravé tehdy,
kdyz k libovolnému € > 0 existuje § > 0 tak, ze |f(z) — A| < ¢, jestlize 0 < |x —a|] < 6.

Poznamka 7.1.1. Pfedchozi definici 1ze zapsat symbolicky ve tvaru

lim f(z) = A €4 Ve > 035>0V eR: (0< |z —a| < 6 = |f(z) — A < ¢).

r—a

Jako ukdzku pouZiti této definice uvedeme ndsledujici priklad.

Ptiklad.

Pfiklad 7.1.2. UvaZujme funkci f : y = 2z + 3 a zabyvejme se otdzkou, jak se tato funkce chova pro
jdouci k 1.
Re$eni: 7.1.1. Pomoci vypo¢tu nékolika hodnot usoudime, Ze },1311 (2z + 3) = 5. Podle definice je nyni
tieba nalézt vztah mezi vzdalenostmi |z — 1| a | f(z) — 5| : Nechf je dano libovolné > 0, pak

|f(x) =5l =22 4+3 -5 =2z — 1| <e,
€

jestlize |z — 1| < ¢ = 3

Vzhledem k tomu, Ze se v tomto textu zaméfime predevsim na vyjpocet limit, formulujeme ndsledujici vétu,
kterd vypocty limit umozZni.

Véta 7.1.1 (O aritmetickych operacich s limitami). Nechf lim f(z) = Aa lim g(z) = B, kde A, B € R, pak

r—a r—a

1. lim (f(z) + g(x)) = A+ B,

r—a

2. lim(f(x).9(z)) = A.B,

r—a

3. ;@1% = %,je—liB £0.

Pozndmka 7.1.2. Slovné lze tvrzeni véty ?? stru¢né formulovat takto:

1. pravidlo souctu: limita sou¢tu funkci je rovna souctu limit téchto funkci,
2. pravidlo soucinu: limita soucinu funkci je rovna soucinu limit téchto funkci,

3. pravidlo podilu: limita podilu funkci je rovna podilu limit téchto funkci, pokud je podil definovan.

Piiklad
Priklad 7.1.3. Ur¢ime
22+ 3z + 1
im ——————-
e—1 23 +x+1
Reseni: 7.1.2. Protoze lim1 x = 1, plati podle pravidla sou¢inu 1im1 z? = lim1 x - lim1 r=1-1=1

Podobné lze ziskat lim1 x3 = 1. Pro konstantni funkci y = k plati lim1 k = k. Podle pravidla souctu tedy
platf lim (#*+3z+1)=5a lim (2% + = + 1) = 3. Nakonec podle pravidla podilu tedy

: 2
x2+3x+l_iﬂ(x +3z +1) 5

1 - - —.
R lim (o3 +2+1) 3
xr—
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[ Limita sloZené funkce

N2 x

Dalsi véta, kterd je pfi vijpoctu limit funkci uZitecnd se tykd sloZenych funkci. Uvedeme ji v ndsledujicim tvaru.
Véta 7.1.2 (O limité sloZené funkce). Nechf f,g: R — R. JestliZe lim f(z) = A, 1inr2 gly)=Ba f(x)# A
r—a y—
pro x dostatecné blizkd k a takovd, Ze x # a, pak

lim (g o f)(z) = B.

r—a

Priklad 7.1.4. Vypocitdme limitu
) 2sinz 4 sinz — 1
lim —— - .
z—Z 28in“x — 3sinx + 1

us
I*}G

Reseni: 7.1.3. Je lim sinz = 1/2, takZe lim sin®z = 1/4a lim (2sin® 2 +sinz—1) = 0. Podobné zjistime,

Ze lim (2 sin? x — 3sinz + 1) = 0. Zlomek 0/0 neni definovan, takZe pro vypocet limity zadané funkce
T—F

nelze pouzit pravidlo podilu. Uvazujme vsak vnitini funkci f : y = sinx, pro kterou plati lim f(z) =
I*}%

1/2 avngjsi funkci g : z = (2y* + y — 1)/(2y® — 3y + 1), pro kterou podle pfedchozi tvahy plati

1 3

y—5 | (y+1) lim (y + 1 =

. 2y -1 ( 2>( _y+1 yﬂ%(y b3
lim g(y) = lim —5———— = lim =1 = — — =-3.

2\ly—5 -1 y=% )

Protoze pro x blizkd 71/6 a x # 7/6 je f(x) = sinz # 1/2, miZzeme pouZit vétu o limité slozené funkce a
ziskame
. 2sin® x +sinz — 1 24y —1
lim — : = lim ——— = -3.
z—¢ 2sin“xz —3sinx +1 y—12y" —-3y+1

[ Jednostranné limity

Vzhledem k tomu, Ze je Casto tieba rozlisit, zda se zajimdme o hodnoty funkce f v blizkosti bodu a € R pro
x > a, resp. x < a, je pottebné zavést dalsi nové pojmy.

Definice 7.1.2 (Jednostranné kone¢né limity v redlném bodé&). Funkce f md v bodé a € R limitu A € R
zprava prave tehdy, kdyZ k libovolnému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze | f(z) — A| < ¢, jestliZe a < z < a+ 4.

Funkce f md v bodé a € R limitu A € R zleva praveé tehdy, kdyZ k libovolnému € > 0 existuje § > 0 tak, Ze
|f(z) — Al < e, jestlizea — 6 <z < a.

Poznamka 7.1.3. Pfedchozi definice 1ze symbolicky zapsat ve tvaru

lim f(z)=A &4 Ve> 036 >0Ve e R: (0<a<a+d= |f(z)— Al <e),

r—a+
lim f(z)=A &5 ve>035>0V2 eR: (a5 <z <a=|f(x) — 4] <e).

Nekonecna limita

Definice 7.1.3 (Nekonec¢nd limita v redlném bod¢). Funkce f md v bodé a € R limitu +oo pravé tehdy,
kdyz k libovolnému redlnému ¢&islu K, K > 0 existuje § > 0 tak, Ze f(z) > K, jestlize 0 < |z — a| < 4.

Funkce f md v bodé a € R limitu —oo pravé tehdy, kdyZ k libovolnému redlnému ¢&islu L, L < 0 existuje
0 > 0tak, ze f(x) < L, jestlize 0 < |z — a| < 4.
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Poznamka 7.1.4. Pfedchozi definici 1ze zapsat symbolicky ve tvaru

lim f(z) = 400 &5 VK >030>0V2 € R: (0< |z —a| < § = f(z) > K.

r—a

Analogicky miizeme psat

lim f(z) = —o0 g}VL<0§I§>OV$€R:(O<|$—@|<5=>f(m)<L.

r—a

1 1
Piiklad 7.1.5. (Typ ﬁ-) Ukézeme, ze ili% 7 = foo.
Resenti: 7.1.4. Podle definice je tieba ke kazdému redlnému &islu K, K > 0 nalézt § > 0 takové, Ze pro
x € (—6,0)U(0,9) plati

1
— > K.

2
Polozme § = 1/VK, pak pro = € R, pro kterd 0 < |z| < §, plati 2> < 1/K a jsme hotovi. Zkrdcené

budeme o limitdch tohoto typu s timto vysledkem mluvit jako o limitdch typu 1/0 + .

1 1
Piiklad 7.1.6. (Typ 0—-) Ukézeme, Ze 1ir% T T o
— T— —e

Resenti: 7.1.5. Podle definice je tieba ke kazdému L < 0 nalézt § > 0 takové, Ze pro = € (—4,0) U (0, )
plati

1
< L.
1— el
PoloZzme
1
6=1In (1—),
L
pak plati
0<lz|<$§
|z <In |1 !
z| <lIn 7
el! <1—l
L
! <1—ell
L
1
—F0 < L.
1—el®l

To vSak bylo tfeba ukdzat. Zkrdcené budeme o limitdch tohoto typu s timto vysledkem mluvit jako
o limitach typu 1/0 — .

K tomu, abychom mohli pocitat i s nekoneCnymi limitami, je ticelné zavést nasledujici vztahy:

o Je-li A € R, pak
A+ oo =200, +00+ 00 = +00, —00 — 00 = —00.

Nedefinujeme vijraz typu
+00 — 00, resp. — o0 + o0.
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e Pro libovolnd A > 0 nebo A = +ocoa B < 0 nebo B = —oo definujeme
+oo-A=+00, 0 B = Foo.

Nedefinujeme vijraz typu

0-+o0
o Je-li A € R, definujeme
A
— =0.
+o0
Nedefinujeme vijrazy typu
0 oo
0 oo
Zlomek typu
A
0

viz ptiklady uvedené v zdvéru kapitoly.

Piiklady

Pro vypocet limit jsme dosud pouZivali vétu ??. Vezmeme-li v tivahu definované vztahy pro symboly +oo a
—00, lze ukdzat, Ze podobnd véta o aritmetice limit plati i pro nekonecné limity. UkdZeme to na nékolika prikladech.

Priklad 7.1.7. Vypo&itime lim 22442

x—0 x
Reseni: 7.1.6. Nejdfive si vSimnéme, Ze zlomek 0/0 neni definovén, provedeme tedy tipravy vyrazu tak,
abychom mohli pouZit vétu o algebfe limit a pfipadné vztahy definované pro nekonec¢no. Pro « # 0 plati

223 + 4z _ 222 + 4
2 B x

Nyni mtiZeme pouzit pravidlo podilu a psat

223 + 4z
m 2T

222 + 4
3 = lim =

z—0 x

li

z—0 xT ’

protoze 1ir%(2x2 +4) =4, lim z =0 ajednd se o typ 1/0 +.

[ Limita v nekoneénu

Definice 7.1.4 (Kone¢né limita v nekone¢nu). Funkce f md v bodé +oco limitu A € R pravé tehdy, kdyz k
libovolnému € > 0 existuje k > 0 tak, ze | f(x) — A| < ¢, jestlize z > k.

Funkce f md v bodé —oo limitu A € R pravé tehdy, kdyZz k libovolnému ¢ > 0 existuje I < 0 tak, Ze
|f(z) — A| < ¢g,jestlize z < L.

Poznamka 7.1.5. Pfedchozi definici 1ze zapsat symbolicky ve tvaru

lim f(z) = A £ eS0Tk >0Ve eR: (2> k= |f(z) — A] <€)
a analogicky
lim fz)=A &L Ve> 0 <0VzeR: (v <l = |f(z) — 4] <¢)
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Poznamka 7.1.6. Podobnym zptisobem lze definovat nekone¢nou limitu v nekone¢nu, napft.

lim f(z) =400 €L VK >0k >0Vz eR: (z > k = f(z) > K).

r——+00
Jiz jsme poznali, Ze prdce se symboly +oo a —oo md svd specifika. V ndsledujicich prikladech si ukiZeme, jak
vypocitat nékteré typy limit.
Limity typu (0/0) a (co/o0)

v.o vyx s . x2—4
.1.8. g, o

Reseni: 7.1.7. Jedna se o limitu typu (0/0) (Citatel i jmenovatel zZlomku je po dosazeni 2 roven 2). Zlomek
= lim % = 11m2 x + 2. Posledni

x—2

224
z—2
4 — 4,

Priklad 7.1.9. Vypoctéte limitu 11In 32;”2 *41%

Reseni: 7.1.8. Jedna se o limitu typu (oo/oc). Narozdil od ptedchazejictho piikladu nelze zkratit. V
tomto pfipadé mutiZeme postupovat, tak Ze ji upravime na soucet limit. VyuZijeme vlastnosti limity a
vztahu lim -5 = 0. Budeme postupovat, tak Ze Citatele i jmenovatele podélime z s nejvétsi mocninnou

r—00

2z%—1
3z2—4x — 3—-2 ™

vyskytujici se ve zlomku. Plati lim

xr— 00

Pfiklad 7.1.10. Vypottéte limitu lim viteovioe

Resent: 7.1.9. Jedna se o limitu typu (0/0). Limitu lze vypogist pomoci rozsifeni zlomku, Gprava podle
vzorce (a + b)(a — b) = a® — b?. Tedy lze potitat nésledujicim zpusobem lirr%J ‘/m Vi—e
— lim Vitz—v/1—z JItz+V/1—z _ lim .

x—0 z Vitz+v/1-z — 5 \/m—k\/ﬁ

bln [}

Limity typu *2% pro oo — 0.

Sln xT

Je-li tihel vyjidren v radidnech, pak plati hm = 1. Této vlastnosti budeme vyuZivat pii vijpoctu ndsledujicich

limit.

Pi{klad 7.1.11. Vypodtéte limitu lim “=%
Tr—

Reseni: 7.1.10. Tuto limitu lze snadno upravit tak, aby u funkce sinus v Citateli byl stejny argument jako
sin ? 3 _ 1 1 sin £ _ l

3z;50 3 3

je tislo vyskytujici se ve jmenovateli lim
Piklad 7.1.12. Zjistéte, zda existuje limita lim Vlzcos2z,

Reseni: 7.1.11. Upravime na typovou limitu za pomoci vzorcti pro pocitani s goniometrickymi funkcemi
cos 2z = cos? x —sin’z a 1 = cos? z + sin” x (resp. z n&j odvozeného 1 — cos? z = sin? x ). Pro limitu plati

.2
. V1 —cos2zx . \/1—(coszx—s1n ) . V2sin’z \smx|
lim ——— = lim = lim =2 lim
x—0 x x—0 €T x—0 z—>0

Vzhledem k tomu, Ze se ndm pii Gpravé objevila absolutni hodnota, zaleZi na tom, zda se bliZime
k nule zleva (od zdpornych ¢isel) nebo zprava (od kladnych ¢&fsel). Pro limity zleva a zprava plati

lim Yi=cos2z COSQI =42 hm ‘bmx‘ =2 hm w =+2a

ac—>0+ x—0 + x—0 +
L 1-cos 2w f im lsinzl — /5 lim =snz — _ /2. Nejsou si rovny a prestoZe obé existuji, limita
neex1stu]e.
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Limity typu oo — oc.

P¥iklad 7.1.13. Vypoctéte limitu lim V1422 — V22 — 4z,

Re$eni: 7.1.12. Pro z — —oojdou oba dva vyrazy v/1 + 22, V22 — 4z do co. MiZeme postupovat tak, Ze

NS

limitu rozsifime a pouZijeme tpravu podle vzorce (a+b)(a—b) = a® —b? a pak déle upravujeme. limitu

; 2 _ 2 _ _ 1 7 _ 7 _ Vita?—a2—4x _ s zt4 _
mEIElOO V1422 — Va2 — 4o = IEIPOO (\/1 + 22—V 4213) Ma? o?ds IEIPOO E Ty 2.

2 5
cos? x
—T 2

Ptiklad 7.1.14. Vypoctéte limitu lim (222 — tan?z).
Reseni: 7.1.13. Postupné upravujeme

sin x 9 sinx — sin® z . sinz(l — sinx) . sin x 1
—tan“z | = |

lim ————— = lim —————F =)= lim ———— = .

lim 5 - -
z——T z——Z cos® x t—-2 1 —sin“x z——% 1+sinx 2

cos? x

Limity s ¢islem e.

Eulerovo &islo e se rovnd ndsledujicim limitdm lim (1+ 1)" = lim (1+2)" = lim (1 + a)* =e.
n—oo n n——o0 n a—0

Priklad 7.1.15. Vypoctéte limitu lim (Hin) .

Reseni: 7.1.14. Limitu upravime nésledujicim zptisobem lim (H'T")/ "= lim ((1+ %)n)_l =e L

n—oo n—oo

2x
Piiklad 7.1.16. Vypottéte limitu lim (251)

2x 1 2x
S o~ . e . < ir 2 o . r— . 1—5=
Reseni: 7.1.15. Limitu upravime nasledujicim zptisobem lim (gg—ﬁ) = lim ( 21) =
r—

. 1 2z -1 . 1 2z -1 —92
= lim (1 + im) . lim ((1 + %) ) e °.
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