Kapitola 8

Spojitost funkce

V ndsledujici kapitole se budeme zabyjvat tzv. spojitosti funkce a to, jak spojitosti v bodé, tak spojitosti na

mnoziné. S pojmem spojitosti se dile vaZi pojmy jako je okoli bodu, limita aj, se kterymi jste se jiZ v textu
setkali. Po prostudovint kapitoly bychom méli bez problémii definovat pojem spojitosti, urcit zda je dand funkce
spojitd, nespojitd prontho druhu resp. druhého druhu a v neposledni fadé uvést priklady takovych funkci.

Q Ptedstavme si pfipad, kdy zndme funkéni hodnoty f(a) a f(b), kde a # b -

napiiklad pocatecni a koncovou hodnotu prabéhu néjakého experimentu. Nas
ale kromé toho zajim4, jestli dany experiment probihal kontinudlné, nebo nastaly
skokové zmény. Matematicky vyjaddfeno, zda funkéni hodnoty f(z), pro z € (a,b)
nabyvaly pravé vsech hodnot z intervalu (f(a), f(b)), nebo zde nékteré chybi &i
pfebyvaji. Odpovéd nam mohou poskytnout nasledujici fadky.

[ Intuitivni pfedstavy o pojmu spojitost

Mezi funkcemi, se kterymi jste se jiZ ve skriptech setkali, maji mimotddny vijznam funkce, které nazyvdime spojité.
Intuitivné vsichni citime, Ze spojité je néco nepterusované. Na skolich se nékdy uvddi, Ze graf spojité funkce Ize
nakreslit jednim tahem. Takovd interpretace pojmu spojitost ovSem nardzi na mnoho problémii. Tim nejoétsim je
schopnost vytvofit si spravny geometricky ndzor. Jen velmi téZko bychom mohli pomoci takové ”definice” ukizat, Ze
napfiklad funkce f(z) = 2% — 425+ 72t — 1623 + 1522 — 112 + 12 je spojitd funkce, i kdyZ tomu tak doopravdy je.
Je nezbytné, abychom mohli o funkci prohldsit, zda je ¢i nent spojitd i bez znalosti jejiho grafu. Je velkym tispéchem
matematického myslent, Ze byl pojem spojitost vyjadien naprosto exaktné.

NeZ pristoupime k samotné definici pojmu spojitost, ukaZme si nékolik funkci:
Pfiklad 8.0.17. Mé&jme funkce:
1. fry=x+3,z€R
73— 32

2. g:y:T,xER\{O}

1
3. h:y:;,xER\{O}

Graf funkce f je pfimka , grafem funkce g je parabola kromé jejtho minima v bodé [0, —3] a kone¢né
grafem funkce h jsou dvé vétve hyperboly (nepfima timérnost). Pokud bychom si grafy predstavili
jako cesty, po cesté f bychom pfesli bez vétsich problémd, na cesté g bychom museli pfekonat jednu
pfrekazku a to “diru”po bodé [0, —3], oviem cestu h bychom nikomu nedoporucovali, nebof pokud by
vysel na jedné jeji ¢asti, nikdy by se nedostal na druhou. Kterou cestu si vybrat a kterou nikoliv ndm
objasni jiZ zndmy pojem limita.

57



8.1 Spojitost funkce v bodé

21

Spojitost funkce v bodé odpovidd nizorné predstavé, Ze "velmi malé”zméné hodnoty proménné z definicniho oboru
odpovidd "velmi mald”zména funkcnich hodnot. Vyslovme presnou definici.

Definice 8.1.1. Rikdme, Ze funkce f je spojitd v bodé a, jestlize a € D(f) a k libovolnému okoli U(f(a))
bodu f(a) existuje okoli V' (a) bodu a tak, Ze pro vsechna = € R plati

z e V(a)ND(f) = f(x) € U(f(a)).
Vyslovme jesté ekvivalentni definici, kterd vyuZivd zndmého pojmu limita.

Definice 8.1.2. Rikdme, Ze funkce f je spojitd v bodé a € R takovém, Ze f je definovand v jeho okoli,
pravé kdyz existuje lim f(z) a plati

lim f(z) = f(a).

r—a

Druhd definice v sobé obsahuje hned t¥i podminky, které budeme v dalsim textu vyuZivat.

1. funkce f must byt v bodé a definovina (na rozdil od limity),

2. musf existovat limita ;1_% f(z), tedy must existovat jednostranné limity a musi si byt rovny,

3. limita ilg}l f(z) musi byt rovna funkcni hodnoté v bodé a.

V nékteryich publikacich je mozné najit dalsi ekvivalentni definici. Pro tiplnost ji zde uvedeme také.

Definice 8.1.3. Rikame, Ze funkce f je spojitd v bodé a € D(f) a plati:

Ve>030>0Vx € D(f): |z —a|<d= |f(x)— fla)| <e.

T
1
1
1
|
1
1
T
B O

Obrézek 8.1: Spojitost funkce v bodé
My se budeme v dal$im opirat predevsim o definici vyuZivajici pojmu limita.

8.1.1 Zakladni vlastnosti
Z veét o limitdch funkci plynou snadno nékteré véty o vlastnostech spojitijch funkci v bodé.
Véta 8.1.1. (O vlastnostech spojitosti) Necht f,g: R — R, c € R. Pak
1. f je spojitd v bodé a, praveé tehdy, kdyz je v a spojitd zleva i zprava.
2. Jestlize je f spojitd v a, pak existuje U(a) takové, Ze f je omezend na U(a).
3. JestliZe jsou f, g spojité v a, pak f + g, f — g, cf, fg,|f| jsou také spojité, a je-li g(a) # O, je spojitd v bodé
f

a také =.
g

4. JestliZe je f spojitd v a a zdroveri g spojitd v A = f(a), pak je také sloZend funkce g o f spojitd v bodé a.

Véta 8.1.2. (O spojitosti elementdrnich funkci) Nechf f : R — R,z € D(f) je elementdrni funkce. Pak v
kazdém bodé x € D(f) je f spojitd.
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8.2 Jednostranna spojitost a body nespojitosti

Méjme funkci f : A — R. Jestlize v jistém levém, resp. pravém okoli bodu a neni funkce f definovina, pak mluvim
zpravidla o jednostranné spojitosti v bodé a zprava, resp. zleva. Napriklad funkce f : y = \/x jde v bodé 0 o
spojitost zprava (funkce neni definovina pro x < 0). Pojem jednostranné spojitosti vSak zavddime i v pripadé, Ze
mdme definovino okoli bodu a zprava i zleva.

Definice 8.2.1. Rikdme, Ze funkce f : A — R je spojitd zprava (zleva) v bodé a € A, jestlize plati:

lim f(@)= f(a) T f() = f(a)
Body defini¢niho oboru funkce f, v nichZ neni funkce spojitd, nazyvime body nespojitosti funkce f. Tyto body
miiZeme rozt¥idit do t71 skupin.

1. Existuje konecnd limita

lim f(z) =0b, ale b# f(a).

r—a

Takovy bod nazveme bodem odstranitelné nespojitosti, protoZe stact funkci f v bodé a predefinovat tak,
Ze poloZime f(a) = b a funkce se stane spojitou. K bodiim odstranitelné nespojitosti patti také body, v nichZ
je funkce f nedefinovand, ale existuje v ném limita

lim f(z) =b.

r—a

V takovém p¥ipadé postaci funkci f v bodé a dodefinovat tak, Ze polozime f(a) = b. Funkci f tak rozsirime

na D(f) U {a}.

2sinx

P¥iklad 8.2.1. Funkce f(z) = . nenf{ definovdna v bodé = = 0. Vyzkous$ime tedy jednostranné
limity: lim+ SZ;M = lim 2 o Jedna se tedy o odstranitelnou nespojitost, sta¢i dodefinovat
z—0 r—0~

£(0) = 1 a funkce bude spojitd v oboru redlnych &isel.

f(x) = sin(x) / x /—0\
0

o —a 2 0 2 T — 6

sinx

Obrézek 8.2: Graf funkce f(x) = o

2. Existuji konecné jednostranné limity, ale nejsou si rovny.
lim f(z)# lm f(z).
z—at x—a~

V tomto pripadé nazveme bod a nespojitosti prvniho druhu a &islo

s(a) = | lim f(z)— lim f(x)

r—at T—a~
nazyvime skokem funkce v bodé a.
P¥iklad 8.2.2. Funkce f(x) = sgnz ma v bodé 0 nespojitost prvniho druhu. Tvrzeni ndm dokdazi

hodnoty jednostrannych limit: lim sgnz =1a lim sgnz = —-1. s(0)=|1—(-1)]=2

z—0t z—0~
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i 4 2 0 2 4
f(x) = sgn(x)

Obrazek 8.3: Graf funkce f(z) = sgnx

3. JestliZe alespori jedna z jednostrannijch limit neexistuje nebo je nevlastni ( hm+ f(z) = o), pak bod a

r—a

nazveme bodem nespojitosti druhého druhu.

1
P¥iklad 8.2.3. Funkce f(z) = p ma v bodé 0 nespojitost druhého druhu. Tvrzeni ndm dokazi opét

. P o1 .1
jednostranné limity: lim — = oo, resp. lim — = —ooc.
z—0t X z—0— &

Obrézek 8.4: Graf funkce f(z) = %

P¥iklad 8.2.4. Urcete body nespojitosti funkce f(x) = a klasifikujte je.

-
x(z? —1)

Reseni: 8.2.4. Body nespojitosti zjistime velmi jednoduse. Jsou to koteny jmenovatele zlomku, tedy
—1,0, 1. Nyni vypocitdme jednostranné limity pro vsechny body nespojitosti.

1 1
lim ——— = -0 lim —— =40
T——1- x(x2 -1

1 1
z—0~ I(Iz — 1)

1 1
lim ——— = - lim ———— = +o00
e—1- z(2® — 1) o—1+ z(z? — 1)

Vsechny tfi body mtizeme klasifikovat jako body nespojitost druhého druhu. Pro pfedstavu uvadime i
graf této funkce.

&

2242, jeli z € (—00,0)
Pfiklad 8.2.5. Urcete body nespojitosti funkce g(x) = 0 jeli =0
—22 -2, jeli =z € (0,00).
a klasifikujte je.
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Obrézek 8.5: Graf funkce f(z) = i

Reseni: 8.2.5. Uveden4 funkce je nespojitéd pouze pro = = 0. Podivejme se na jednostranné limity.
1' = 2 1 == —2.
lim g(z) Jlim g(z)
Navic ¢g(0) = 0.
Jednostranné limity sice existuji, ale nejsou si rovny, jde tedy o nespojitost prvniho druhu. &
2 +5, jeli z € (—o0,0)
Pf¥iklad 8.2.6. Urcete body nespojitosti funkce h(z) = 2 jelli =0
—z22+5, jeli =z € (0,00).
a klasifikujte je.

Reseni: 8.2.6. Uvedena funkce je nespojita opét pro « = 0. Podivejme se na jednostranné limity.

lim h(zx) =5 lim h(x)=5.

x—0~ x—0t
Navic h(0) = 2.
Jednostranné limity existuji, jsou si rovny, ale nejsou rovny funkéni hodnoté v bodé = = 0, jde tedy o
odstranitelnou nespojitost. &

8.3 Spojitost funkce na mnoZiné

Od spojitosti funkce v bodé nyni prejdeme ke spojitosti funkce na intervalu, jakoZto velmi hluboké vlastnosti funkci.
Z hlediska vyuZiti vlastnosti funkci hraji vijznamnou roli pravé funkce spojité na daném intervalu. Znalosti o

spojitych funkcich nam umoZiiuji napriklad vesit nerovnice, pfipadné priblizné fesit rovnice. Ackoliv si to mnozi

vét, specifikujme dva zdikladni pojmy.
Definice 8.3.1. Funkce je spojitd na otevieném intervalu (a, b), je-li spojitd v kazdém bodé tohoto intervalu.

Definice 8.3.2. Funkce je spojitd na uzavieném intervalu (a,b), je-li spojitd v (a,b) a v bodé a je spojitd
zprava a v bodé b je spojitd zleva.

Véta 8.3.1. (Weierstrassova véta) Nechf funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a, b). Potom plati:
1. Funkce f je na tomto intervalu omezend.

2. Funkce f nabyvd na tomto intervalu své nejuétsi a nejmensi hodnoty, tj. existuji c,d € (a,b) takové, Ze
fle) = rr%axw f(z), resp. f(d) = rr<11nb> f(x) (viz obr. 22).
re(a, re(a,

Druhé torzeni véty Weierstrassovy je existencni, které ndam davd jistotu, Ze ma smysl hledat maxima a minima.
Neftikd vsak nic o tom, jak dané body nalezneme.
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Obrézek 8.6: Ilustrace Weierstrassovy véty.

Véta 8.3.2. (Bolzanova - Weierstrassova véta) Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a, b)
a f(a) # f(b), pak funkce f nabyvi na intervalu (a,b) vsech hodnot mezi f(a) a f(b). Jingmi slovy plati, Ze pro
libovolné ¢islo y € (f(a), f(b)) existuje ¢islo x € (a,b) takové, Ze f(x) = y.

Véta 8.3.3. (Bolzanova véta) Nechf funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a, b) takovd, Ze plati f(a)- f(b) < 0.
Pak existuje alespoii jeden bod x € (a,b) pro néjZ plati f(x) = 0 (viz obr. ?2).

Obrazek 8.7: Ilustrace Bolzanovy véty.

Poznamka 8.3.1. Bolzanova véta je pfimym dusledkem véty Bolzano - Weierstrassovy a zajisfuje ndm
pfi splnéni uvedenych podminek existenci nulového bodu. Jde o postacujici podminku, tedy pokud
neni splnéna, nemiiZeme s jistotou fici, Ze nulové body funkce neexistuji (viz nasledujici ptiklad).

Priklad 8.3.1. Zjistéte, zda nasledujici funkce maji v intervalu (-2, 2) nulovy bod.
1. fry=2a2®—x
2. g:y=2%>-1

Regent: 8.3.1.

1. Vypotitejme hodnoty funkce v krajnich bodech: f(—2) = —6a f(2) = 6, tedy f(—2)- f(2) = —36 <
0 a podle Bolzanovy véty musi existovat alespoti jeden nulovy bod z. Velmi jednoduchou tpravou
zjistime, Ze hledané redlné nulové body jsou dokonce tfi (f : y = 23 — 2 = x(z — 1)(z + 1) = 0, pro
xr1 = —1,1‘2 = 0,.133 = 1).

2. Vypotitejme hodnoty funkce v krajnich bodech: g(—2) = 3 a g(2) = 3, tedy g(—2) - g(2) =3 > 0
a Bolzanova véta ndm nic nefekne. Pfesto je ziejmé, Ze grafem funkce g je parabola s vrcholem
(minimem) v bodeé [0, —1]. Musi tedy protinat osu o, ve dvou bodech 1 = —1 a x5 = 1, které patii
do naseho intervalu. &

Uvedeny ptiklad po nds poZadoval pouze diikaz existence nulového bodu. Vétsinou ale pottebujeme nejen
védet, Ze nulovy bod existuje, ale je nutné znit i jeho Ciselnou hodnotu, byt jen p¥ibliznou. Popiseme si nyni
postup, ktergm Ize ciselnou hodnotu nulového bodu nalézt. Tento postup se nazyjvi metoda piileni intervalu -
bisekce.

Necht jsou splnény podminky Bolzanovy véty na intervalu (a,b). Vezmeme nyni prostvedni bod tohoto intervalu

c=2 ;— b a ur¢ime jeho funkcni hodnotu f(c). Pokud f(c) = 0, nasli jsme nulovy bod. Pokud ne, nahradime
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interval (a, b) intervalem (a, c) nebo {c, b) podle toho, pro kteryj budou splnény podminky Bolzanovy véty. Postup
budeme opakovat do té doby, dokud nenalezneme ptesnou hodnotu nulového bodu, nebo pokud délka intervalu
nebude mensi neZ ndmi predem stanovend presnost.

Pozndmka 8.3.2. Samoziejmé neni nutné intervaly pouze pilit. Lze volit ¢ v libovolném poméru délek
pfislusnych intervalti, pro néz postup k nalezeni nulového bodu bude rychlej$i. My jsme volili postup,
ktery 1ze jednoduse popsat.

Ptiklad 8.3.2. Najdéte nulovy bod funkce f(z) = 23—z —1naintervalu (1, 2) s pfesnosti na desetitisiciny.

Regeni: 8.3.2. PouZijeme pravé popsanou metodu bisekce. Vysledky nagich propo¢tii budeme zapisovat
do prehledné tabulky.

atb f) = f(a)
a b c=— fe) —
1 2 1,5 0,875 0,5
1 1,5 1,25 —0,2969 0,25
1,25 | 1,5 1,375 | 0,2246 0,125
1,25 | 1,375 | 1,3125 | —0,0515| 0,0625
1,3125 | 1,375 | 1,3438 | 0,0828 | 0,0313

1,3125 | 1,3438 | 11,3282 | 0,0149 0,0157
1,3125 | 1,3282 | 1,3204 | —0,0183 | 0,0079
1,3204 | 1,3282 | 1,3243 | —0,0018 | 0,0039

1,3243 | 1,3282 | 1,3263 | 0,0068 0,002
1,3243 | 1,3263 | 1,3253 | 0,0025 0,001
1,3243 | 1,3253 | 1,3248 0,0005

Priblizny vysledek je tedy 1, 3248 s chybou 0.0005. &

Véta 8.3.4. (O hodnotdch spojité funkce) Nechf funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b) a v (a,b) nemd
Zddné nulové body, pak bud Vx € (a,b) je f(z) > 0 nebo Va € (a,b) je f(x) < 0.

Ptiklad 8.3.3. Na mnozZiné redlnych &isel feSme nerovnici (22 — 1)(z% — 9) > 0.

Reseni: 8.3.3. Ulohy tohoto typu jsou nam jiz dtivérné znamé a setkéavali jsme se nimi od zékladni skoly.
Je ovSem dileZité si uvédomit, Ze nase feSeni je zaloZeno na vlastnosti spojité funkce na mnoziné a zna-
losti predchozi véty.

Uvazujme funkci f(z) = (2% — 1)(z? — 9). Nejprve najdeme nulové body funkce f, zfejmé piijde o &isla
—3,—1,1, 3. Na zakladeé spojitosti funkce f, mtZeme vyuZit tvrzeni pfedchozi véty tak, Ze rozdélime de-
fini¢ni obor funkce na disjunktni intervaly (—oo, —3), (-3, —1), (=1, 1), (1, 3), (3, 00). V téchto intervalech
je funkce spojitd a neobsahuje Zadné dalsi nulové body, musi tedy v jednotlivych intervalech nabyvat
bud jen kladnych hodnot nebo jen zépornych hodnot. K tomu, abychom uré&ili znaménko hodnot v jed-
notlivych intervalech, tedy staci vybrat si libovolny bod intervalu a vSechny ostatni body budou nabyvat
hodnot se stejnym znaménkem. napf. z intervalu (1, 3) vybereme bod z = 2. Plati f(2) = —15 < Oa
funkce je na tomto intervalu zadporna. Vysledky zapiseme do piehledné tabulky:

r€ | (—00,-3) [ (=3,-1) [ (-1,1) [ (1,3) [ (3,0)
f(z) >0 <0 >0 <0 >0

Véta 8.3.5. (O spojitosti inverzni funkce) Necht funkce f je spojitd a ryze monoténni na intervalu I. Pak f=* je
spojitd na f(I).
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