Kapitola 9

Derivace funkce

Vedle pojmu limity, o které jiZ byla zminka, pat¥i mezi zdkladni stavebni proky diferencidlniho a integrilniho poctu
pojem derivace. Pomoci ni [ze naptiklad elegantnim zpiisobem vysettovat priibéh funkce, hledat extrémni hodnoty,
¢i okamZitou rychlost zmeény dané veliciny. Velky vyznam derivace ocenime také ve fyzice nebo geometrii. Dife-
rencidlni pocet zavedli témeér soucasné anglicky fyzik a matematik Isaac Newton a némecky filosof a matematik
Gottfried Wilhelm Leibniz.

Hlavnim cilem této kapitoly bude zavést pojem derivace a s nim souvisejici pouZivanou symboliku. UkdZeme
zde pravidla a techniky vijpoCtu derivaci pocinaje elementdrnimi funkcemi a konce derivaci funkce sloZené.

UkadZeme si dile prakticky viznam derivace a jeji nenahraditelnou funkci p#i feseni matematickiyjch a praktickich

problémii. Po prostudovini kapitoly byste méli byt schopni vypocitat derivaci kaZdé elementdrni funkce.

9.1 Derivace funkce v bodé
@ Rychlost, tetna

K zavedeni pojmu derivace vedly predevsim tilohy typu stanovit okamZitou rychlost pfimocarého pohybu hmotného
bodu, ¢i napsat rovnici tecny ke grafu libovolné redlné funkce v daném bodé.

[ Uloha o rychlosti
Nasim tikolem je zjistit okamZitou rychlost auta. Pedpoklidejme pohyb auta po primé drize
s = (1) ©.1)

v zdvislosti na case t (viz obrdzek ??). Oznacme As pririistek drahy s za dobu At od okamZiku spusténi stopek to
do okamZiku to + At. Potom
As = f(to + At) — f(to)- (9.2)

Obréazek 9.1: Isaac Newton
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Obrazek 9.2: Gottfried Wilhelm Leibniz

Podil
_ Qs f(to+ A1) — f(t)
At At
znaci priimérnou rychlost pohybu auta v casovém tiseku od to do to + At. Budeme-li ddle neomezené zmensovat
At aZ k 0, prejde priimérnd rychlost v na okamZitou rychlost v. Je tedy
f(to + At) — f(to)

. 5 .
A A T AT A 049

(9.3)

v

s(4) 4

5'(30:' =

Obrazek 9.3: Graf funkce s = s(t).

Pozndmka 9.1.1. Pfedchozi tiloha vedla na vypocet okamzité rychlosti. Nemusime se ovSem omezovat
pouze na pohyb bodu (auta). Rychlost mizeme chédpat také jako tempo zmény (riistu) obecné libo-
volné velitiny z4vislé na ¢ase, takze mizeme sledovat napiiklad tempo ristu dtichodii v CR, rychlost
ristu cen urcité komodity ¢i tempo klesani statniho deficitu. Jestlize napfiklad s = s(t) znamend pocet
obyvatel urcité oblasti v ¢ase ¢ méfeném v rocich, pak rychlost ristu poctu obyvatel (nebo rychlost
klesani, obecné mira zmény) bude také urcena ptedchozim zptisobem a lze ji vyjadfit mirou nebo jed-
notkou analogickou k jednotce rychlosti pohybu néjakého objektu: pocet obyvatel za rok, nebo obecnéji
pocet obyvatel za ¢asovou jednotku. Klicem ke stanoveni tempa zmény bude urceni strmosti stoupani
nebo klesani grafu pfislusné funkce; zméfime to pomoci strmosti te¢ny ke grafu funkce, tudiz pomoci
smérnice takové te¢ny. To bude obsahem naSich dalsich tvah.
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Obrazek 9.4: Te¢na ke grafu funkce.

Uloha o teéné

Méme za tkol najit rovnici te¢ny v bodé T'[zg, f(xo)] ke grafu spojité funkce y = f(x) (viz obrdzek ??).

Rovnici te¢ny jako rovnici pfimky lze ur¢it napfiklad ve smérnicovém tvaru pomoci bodu, u nas 7',
a jeji smérnici k; = tg o. Nyni se nabizi otdzka, jak takovou smérnici najit. Zvolme si na grafu funkce
libovolny bod S[z¢ + Az, f(zo+ Ax)] pro Az # 0 poblizbodu T (S # T'). Pak pfimka T'S je jisté setnou
grafu funkce, ozna¢me ji jako s, a jeji smérnici ozna¢me k,; bude ks = tg f5.

Co by se stalo, kdybychom bod S stéle pfibliZovali po grafu funkce k bodu T'? Ur¢ité by se ménila
smeérnice se¢ny, aZ by v limitnim p¥ipadé, kdy by vzdalenost Az mezi body T a S byla libovolné mala,
se¢na by prechdzela v te¢nu ¢, a pro smérnici k; této te¢ny bude k; = AlimO ks. (Oba body by prakticky
splynuly v jeden a vytvorfili bychom pfimku, kterd ma s danym grafem spole¢ny pravé jeden bod, tedy
tetnu.) V jazyce matematiky bude nase tivaha vypadat ndsledovneé:

f(wo + Az) — f(x0)

. Ay
N v Y VI )

f(@o + Az) — f(zo)
Az
y = f(z) vdaném bodé Tz, f(x] vyFeSena: hledand rovnice te¢ny ¢ ve smérnicovém tvaru je

Pokud Alim = k; existuje a je kone¢n4, je tiloha o urceni te¢ny ¢ ke grafu funkce
xr—

t:y— f(wo) = ke (x— o). (9.6)
Pokud porovname vztahy ?? a ??, zjistime, Ze aZ na oznaceni nezndmych jsou naprosto totozné.
Tedy po matematické strance tyto dvé tdlohy vedou na problém urceni stejné limity a vzhledem k jeji
dtilezitosti dostala tato limita specidlni ndzev derivace funkce v bodé. Velmi Casto se v jejim vypoctu
vyuziva také substituce v limité: klademe x = x9 + h, tedy h = 2 — x¢ (neboli pfirtistek Az pro =
bude nyni oznacen jako h). Pak vztah pro smérnici te¢ny dostava tvar:
f(zo 4+ h) — f(xo)

ke = lim ; : 9.7)

A nyni jizZ mGzeme pfistoupit k definici derivace funkce v bodé.

Definice 9.1.1. Rikdme, Ze funkce md v bodé xy € D(f) derivaci, je-li definovand v okoli bodu z a existuje-

li limita lim flxo + h}z — f(z0)

- Tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé x a znacime ji f'(zo) nebo
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d
% (oznaceni zavedené G.W.Leibnizem, jehoZ vyhodu si vysvétlime pozdéji). Proto

9.8)

Flo + 1) — flo)
h

Poznimka 9.1.2. Definice tedy pfipousti také nevlastni limity. Pokud ur¢ujeme rovnici te¢ny grafu dané
funkce v daném bodé, musime se na zdkladé definice smérnice pfimky omezit na kone¢nou limitu.

Vypocet derivace funkce pomoci definice
Ptiklad 9.1.1. Pomoci definice najdéme derivaci funkce f : f(z) = 22 v bodé 2o = 3.

Reeni: 9.1.1. Potitame podle definice:

+h)— 3+ h)?—32
£(3) = lim f(xo ) — f(0o) :hm( +h) _
h—0 h h—0
9+ 6h+h?>—9 h(6+ h
:lim—:limg:lim(6+h):6.&
h—0 h h—0 h h—0
9+ 6h+h?>—9

Poznamenejme, Ze operace kraceni nebo déleni zlomku redlnym cislem h neznamend

h
9+ 6h+h*—9
h
a o Cisle h se na zdkladé definice limity pfedpoklada (viz kapitolu o limitach funkci), Ze se sice neome-

zené pfiblizuje k nule, nicméné pokazdé je rtizné od nuly: h # 0. Proto lze korektné psat

déleni nulou, coz by byl neptipustny krok: toto déleni vystupuje pod znakem limity }lin})

9+6h+h*—9 6h + h?
lim = lim = lim (6 + h).
h—0 h h—0 h h—0

Tuto argumentaci "o krdceni v limité”uvedenou v kapitole o limitdch lze uplatnit také v jinych
prikladech.

Vypocet derivace funkce pomoci definice
Pfiklad 9.1.2. Pomoci definice najdéme derivaci funkce f : f(z) = v/x vbodé z € D(f).

Re$eni: 9.1.2. Potitame podle definice:

oy = g LD I) VTRV VTR VE VTV
R h i I h \/ﬁq-\f

Citatele a také jmenovatele zlomku jsme nasobili stejnym ¢islem, vztah rovnosti zistava v platnosti;
v Citateli pokracujeme roznasobenim neboli Gpravou na rozdil ¢tvercti. Po zruSeni « a krdceni » méme:

i vz +h \f Vr+h+x . x+h—zx 1 &
h—0 h Vithtvz h0h-(Vaihtz) 2V

Vypocet derivace funkce pomoci definice
P¥iklad 9.1.3. Pomoci definice najdéme derivaci funkce f : f(x) = e® v bodé z,.

Resenti: 9.1.3. Potitejme podle definice:




Coemeh —1) et —1
= lim =" lim —— =e¢

o
h—0 h h—0 h

Pozndmka 9.1.3. V poslednim kroku jsme vyuZili znalosti specialni limity %ir% c

[0 Geometricka interpretace derivace funkce v bodé

Na zac¢atku kapitoly jsme hledali te¢nu ke grafu funkce uréené pfedpisem y = f(z) v bodé T'[xo, yo]
a dospéli jsme k zavéru, Ze pro smérnici te¢ny plati vztah ??, coZ je zaroven definice derivace funkce v
bodé. Zopakujme, Ze lze tedy pséat k; = f'(xo) a kone¢né pro rovnici te¢ny ke grafu funkce y = f(x) v
bodé T'[z, yo] plati:

y—yo = f'(x0) - (x — z0) 9.9)

Z predchozich tvah plyne jesté jeden velmi dileZity poznatek. JelikoZ derivace funkce v bodé je
rovna smérnici te¢ny v tomto bodé, mlizeme ¥ici, Ze pokud je smérnice kladn4, resp. zaporna, je te¢na v
tomto bodeé rostouci, resp. klesajici pfimka (vZdy se divdme zleva doprava) (obrazek ??).

Bod dotyku je sou¢asné bodem grafu funkce, takZe mtizeme nasi tivahu shrnout do nésledujici véty.

Véta 9.1.1. Md-li funkce f v kaZdém bod€ intervalu (a,b) kladnou, resp. zdpornou derivaci, je v tomto intervalu
rostouct, resp. klesajici.

50 Sy Ny

Sy 0 Six) <0 Fix)» 0 iz <0

Fostonct klesajict FosieLCE kelezajict

S
b e e

Obrézek 9.5: Vyznam znaménka prvni derivace.

Po nastudovani pfedchozich odstavcti tedy teoreticky umime najit te¢nu ke grafu funkce v libo-
volném bodé. (Samoziejmé musi v tomto bodé existovat vlastni neboli kone¢nd limita.) Ddle umime roz-
poznat, ve kterych intervalech defini¢niho oboru funkce kles4 ¢&i roste. Zvladnuti rozpoznani takovych
vlastnosti funkci je nezbytné pro tspésné zvladnuti problému vysetiit priibéh funkce, coz je stéZejni
tloha diferencidlniho poctu. Zbyva tedy prevést teorii do praxe a vyzkouset si feSeni konkrétnich tloh.
Zatim umime derivovat pouZitim definice derivace. Ponechme proto ukdzkové ptiklady az na dobu,
kdy nam derivace libovolné funkce nebude délat problémy.
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9.2 Derivace funkce na mnoziné

@ Derivace jako nova funkce

Nechf je funkce f definovdna na mnoziné M C R. Oznatme M;, M; C M jako mnoZinu vsech &isel,
v nichZ m4 tato funkce derivaci, a pfedpokladejme M; # . Potom muZeme na mnoziné M; definovat
funkci g : M; — R vztahem g(x) = f'(z) prox € M;.

Poznamka 9.2.1. Pfedchozi tivaha znamend, Ze z defini¢niho oboru funkce f vybereme jen ty hodnoty =
(a vytvofime z nich mnoZzinu M, ), ve kterych existuje limita definujici derivaci funkce v bodé . MnoZina
M se tak stane defini¢nim oborem nové funkce g(x). Naptiklad funkce f : y = |z| s defini¢énim oborem
D(f) = R nema derivaci v bodé z = 0. Proto lze uvazovat o mnoziné M;, na které naopak existuje
derivace funkce absolutni hodnota, jako M; = R — {0}.

df

Funkci g(x) pak nazveme derivaci funkce f na mnoZiné M; a zna&ime ji jako f’' nebo e
€Z

Pozndmka 9.2.2. Derivace funkce v bodé je tedy ¢islo, ale derivace funkce na mnoZziné je opét funkce.
Jeji hodnoty jsou tvofeny jednotlivymi hodnotami derivace ptivodni funkce pro = € M.

Poznamka 9.2.3. Uvédomme si, Ze derivace funkce v bodé je definovana jako limita a tedy jako limita
ma vSechny vlastnosti plynouci z této definice; uvedli jsme je v pfedchozich kapitolach. Musi existovat
také souvislost mezi existenci derivace funkce v bodé a spojitosti funkce v tomto bodé. Jde o analogickou
souvislost, kterou jsme se zabyvali u spojitosti funkce v bod€ a existenci jeji limity v tomto bodég, ale
derivace je také limita, proto tato otdzka je na misté. Uved me bez diikazu tvrzeni:

Véta 9.2.1. Md-li funkce f v bodé xo derivaci, je v tomto bodé spojitd.

Doposud jsme ukézali vypocet derivace funkce pomoci definice. Tabulka ?? uvadi vzorce pro de-
rivace nékterych elementarnich funkci; tyto vzorce lze také odvodit na zakladé definice derivace jako
limity.

Zakladni pravidla pro pocitani derivaci uvedeme formou véty. Dtikazy jsou zaloZeny na vlastnostech
limit.

Véta 9.2.2. JestliZe funkce u(x), v(x) maji v bodé xy derivaci, md v bodé ¢ derivaci i soucet, rozdil a soucin

funkei u(x), v(z) a pro v(x) # 0 i podil ZEQ a plati:
derivace souctu: (utv) =u +v
derivace rozdilu: (u—v) =u -
derivace soucinu: (uwv) = vw'v + uw’
/ [
derivace podilu (u) = M (9.10)
v v
1\’ v’
derivace specidlntho podilu: <v) =

Derivace souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu elementarnich funkci

Piiklad 9.2.1. Nasleduji ukdzkové pifiklady: uréeme derivaci funkce y v libovolném bodé jejtho de-
fini¢niho oboru:

1.y=0,522-5x4+6 2y=z*-—22+1 3.y=6x3cosx
2

4.y=zxlnzx 5y= 6.y::r;2—x—3

z—1

Reseni:9.2.1. 1. PouZijeme pravidla z tabulky a pravidla pro derivace souétu (rozdilu), ndsobku.
y' =0,522%71) —5(1)+0=a—5.
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Funkce f | Derivace f' Podminky platnosti
c 0 x € (—00, 00)
x 1 x € (—00, )
x™ na" 1 x € (—o00, ), n€R
1 1
- =z x € (—o0, 0) U (0, c0)
e’ e’ x € (—00, 00)
a® a*lna x € (=00, 00),a >0
1
Inx - x € (0, 00)
x
1 ! € (0, ),a>0,a #1
0g, T x 00),a a
Ba zlna e ’
sin x cos & x € (—00, )
cos x —sinx x € (—00, 00)
1
t 2+ km ke Z
g COS2 T T # 71—/ + kT, k€
1
cotgx —— r#km ke Z
sin® x
1
arcsing | —— re(—1,1)
(1—a?)
1
arccosx | —————= |z € (-1, 1)
(1—=?)
/ ! € ( )
arctgr | ———~ x € (=00, 00
TS ’

Tabulka 9.1: Derivace elementirnich funkci

Cy = 4xt — 2227 40 = 423 — 22,

. Tato funkce je sou¢inem dvou elementarnich funkei v = 62® a v = cos z, proto vyuZijeme vztahu
pro derivaci sou¢inu (uv)’. Abychom mohli dosadit do pfislusného vztahu, vypoéteme si nejprve
v’ av’. Mame v’ = 1822, v’ = —sinx a po dosazeni dostavame:

y = (wv) = u'v+uw' = 18x% cosx + 623 (—sinx).

. Obdobné jako v predchozim piikladé pouZijeme vztah pro derivaci sou¢inu, kde v = z, v = Inz,

1 1
u’z1av'=E.Paky’zl-lna:—&—x;:lnx—i—l.

. Jiz zadani piikladu napovid4, Ze se jedna o zlomek, musime tedy pouzit vztahu pro derivaci
podilu. Opét si ozna&ime: &itatel u = 22, v = z — 1. Pak budeme mit v’ = 2z,v' = 1av? = (x — 1)%.
Po dosazeni dostaneme:

v

v? B (x—1)2 C(z— 1)2'

, (u)l wo—uw'  (2u(xr—1))—(2®-1) 2% -2z
y = =

. Funkce v zadéni je nyni sou¢tem dvou clend, z nichZ jeden je zlomek. Budeme derivovat soucet, v
ném na druhy aplikujeme vztah pro derivaci zlomku. Tedy:

0-2%) — (1322 — 322 3
X X X
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Derivace sloZené funkce

V praktickych tlohach se samoziejmé nesetkdvame pouze s elementarnimi funkcemi, nybrz se zde

objevuje sloZitéjsi argument, ¢i nékolik funkci sloZenych do sebe. Existuji dalsi pravidla pro derivace
funkci utvofenych pravé timto zptisobem; uvadi je ndsledujici véta.

Véta 9.2.3. JestliZe funkce z = g(x) md derivaci v bodé xq a jestliZe funkce y = f(z) md derivaci v bodé
zo = g(xo), md sloZend funkce y = f(g(x)) derivaci v bodé x a plati

(f(9(@)))omay = f'(9(20)) - 9 (20). ©.11)

Poznamka 9.2.4. MoZn4, Ze predchozi tvrzeni zptisobi najednou zmatek. Vime v8ak, Ze kazd4 sloZzend
funkce je vytvofena pomoci nékolika funkci, které jsou vloZeny postupné jedna do dalsi - sloZzenou
funkci tedy tvofi konecny fetézec funkci zacinajici vnitfni funkci aZz po tu posledni, vnéjsi funkci. Z
této struktury sloZené funkce vyplyva postup pifi jejim derivovani, ktery je obsahem tvrzeni pfedchozi
véty: nejprve vezmeme vnéjsi funkci, tu derivujeme jako funkci jednoduchého argumentu, a pak po-
krac¢ujeme nédsobenim derivaci vnitfni funkce. Nékdy se tomuto pravidlu derivovani sloZzené funkce
fikd také fetézové pravidlo. Véta uvadi tedy jeho princip pro derivovani sloZené funkce tvaru f(g(x)),
ale z tohoto principu lze snadno nahlédnout zobecnéni i pro vice vloZenych funkci: vZdy postupujeme
od vnéjsi funkcee, tu derivujeme tak, jako by byla jednoduchého argumentu; pak postupujeme dovnitf
a derivujeme dalsi funkce, aZz se dostaneme k posledni, vnitini funkci, kterd jiz neni sloZend; jednot-
livé derivace vynasobime. Derivaci sloZené funkce si miizeme pfedstavit jako loupani cibule. Nejprve
sloupneme prvni vrstvu, pak druhou, tfeti a tak dale aZ se dostaneme k samému stfedu nebo jadru.

Uvedeme jesté ptiklad, ktery vysvétli, proc je fetézové pravidlo pravé tvaru soucinu derivaci jednot-
livych slozek sloZené funkce.

Predpoklddejme, Ze poptavka D(p) po urtitém zboZi zavisi na jeho cené p a Ze tato cena p zavisi na
Case - jak je obvyklé, cena se s Casem meéni a obvykle roste v Case: 1ze psat p = p(t) neboli cena zboZi
je funkci ¢asu. Proto celkové - prostfednictvim zédvislosti p = p(t) - poptdavka zédvisi az na Case jako
slozend funkce: D = D(t) = D(p(t)). Pfedpoklddejme nyni naptiklad, Ze jednotkova cena naseho zbozi
vzroste za jednotku ¢asu 1,2-ndsobné a Ze poptavka na takovou zménu v jednotkové cené zbozi reaguje
80 procentnim poklesem prodeje zboZi (ve vhodnych jednotkach: baleni, kusech a pod.) K jaké zméne
- poklesu poptdvky za ¢asovou jednotku tedy dochazi: uvedené zmény se ndsobi, tj. poptdvka klesne
mirou, kterd je sou¢inem 1,2 - 0,8 = 0, 96 neboli ma hodnotu 96 procent velikosti ptivodni poptavky.

Nyni si ukazme piiklad.

Vypocet derivace sloZené funkce
Pfiklad 9.2.2. Vypocteme derivaci funkce v libovolném bodé jejtho defini¢ntho oboru:
1y=(z°+23+1)8
2. y = sin?(z? + 3)

4
3=y

Re$eni:9.2.2. 1. U prvni funkce vidime okamZité podle zavorek, Ze jsou do sebe vloZeny pouze dvé
funkce. Vnéjsi funkce je Sestd mocnina argumentu v zavorce, vnitini funkce pak pfimo ta funkce
v zévorce, kterou si mtizeme oznadit tieba » = 2(z) = 2° + 23 + 1.

V kapitole ?? jsme zavedli oznaceni derivace uZzivané Leibnizem, nyni si vysvétlime jeho vyhody.
. d s . . . .

V prvé fadé je ze zlomku % okamZzité vidét, jak derivace vznikla, tedy derivovali jsme y podle

nezavislé proménné x. Druhou vyhodu zdpisu zlomkem vyuZivame pfi derivaci sloZenych funkci.

V tomto piiklad€ jsme pouzili vyjadieni y = y(z) = y(z(z)), hledame tedy derivaci y podle z:

dy

y:%7
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d
ale y je funkci z. Pokud bereme el jako “klasicky”zlomek, mtiZeme jej rozsifit o nase dz:

dx

g _dy e
dr dz dx
Leibnizovo praktické oznaceni ndm dédva navod, jak pocitat derivace slozené funkce, a je v ném
obsaZeno i to oznaceni jako “fetézové pravidlo”. V nagem ptipadé ma funkce tvar y = z%; derivaci
pak miizeme vyjadfit nasledovneé:

/

dy dz
v = 65 (et 4+ 322+ 0) = 6(2° + 2® + 1)° (52 + 322 1 0).

==
2. Druha funkce je ponékud slozitéjsi, pro lepsi zjisténi struktury sloZené funkce je nékdy vhodné
pfedpis funkce pfezévorkovat: (sin(z? + 3))?. Tato funkce je sloZen4 ze t¥i funkci; z druhé mocniny
(y = (2)?), z goniometrické funkce sinus (z = sint) a kvadratické funkce (t = 2% + 3), a to v tomto

Mo s

uvedeném poradi od vnéjsi k vnitini. Jeji derivace je proto:

, dy dy dz dt

- = <, . = . . = 1 2 . 2 . = . g1 2
e e o T 2z - cost - (2z) = 2sin(z® + 3) - cos(x® + 3) - 2x = 2z - sin(2z° + 6).

3. Na prvni pohled neni tento piiklad typickou tlohou na derivaci slozené funkce. V odstavci
vénovaném derivaci souctu, rozdilu, sou¢inu a podilu funkci jsme derivaci pocitali podle vzorce
pro derivaci podilu. Déle jsme se zminili, Ze pokud je v &itateli zlomku pouze konstanta, 1ze deri-

5 = 4(1 — x) 2, coZ je tvar sloZené funkce a

4
(1—-x)

vaci pocitat jednodussim zptisobem. Tedy: y =
jeji derivace je:
8

!/ o _x—s._ _ —xigzi,-
O R e L

V zédvéru kapitoly ?? jsme diskutovali problém vyjadfeni te¢ny grafu funkce v libovolném bodé 7" a

2y

s nim spojené vyhledavani intervald, kde funkce roste ¢i klesa. Urcit vlastnost funkce “je rostouci”, “je

klesajici”mtizeme obecnéji nahradit slovy “vysetfete monotonii funkce”.

Nyni ukdZeme feSeni praktickych tdloh, v nichZ je tikolem najit te¢nu, pfipadné vysetfit monotonii
funkce.

Ulohy o teénach 1
P¥iklad 9.2.3. Najdéte rovnici te¢ny ke grafu funkce y = f(z) v bodé T'[xo, yo].
1. y=a2-2z, T[4,7]
2. y=2cosz, T[0, 7]
Reseni:9.2.3. 1. Podle vztahu ?? pro rovnici te¢ny ¢ grafu funkce y = f(z) v bodé T'[z¢, yo] madme
t:y—yo=f(z0)(z — 0).

Proto je pro nalezeni rovnice te¢ny nutnd znalost smérnice k, = f'(x¢) a bodu dotyku T'[x¢, yo].
V zaddni je ovSem uvedena pouze z-ova soufadnice bodu dotyku T, je proto nutné nejprve najit
y-ovou soufadnici, coZ neni nic jiného, neZ ur¢it funkéni hodnotu funkce f pro zg = 4. Tedy

Yo = f(zo) = f(4) =4>—-2-4=38
a pro smérnici k; plati
ki = f'(z0) = (22 — 2),—4 = 6.
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Obréazek 9.6: Ilustrativni obrazek te¢ny v bodé, pro ktery plati f'(z1) = 0.

Po dosazeni do vztahu ?? dostdvame rovnici te¢ny

t:y—8=6-(zr—4) neboli t:y =6z — 16.

2. UkaZme si nyni na tomto prikladu vlastnost, kterd bude pro dalsi itvahy naprosto nezbytnd. Opét
budeme hledat te¢nu ke grafu funce. Obdobné jako v minulé tloze nejprve dopocitdme y-ovou
soufadnici bodu dotyku a poté pomoci derivace i smérnici te¢ny v tomto bodé:

yo = f(0) =cos0 =1, proto k; = (cosz),_, = —sin0=0.

Po dosazeni do vztahu (1.8) ziskdme rovnici te¢ny:
y—1=0-(x—0)neboli y=1. &

Te¢na je tedy pfimka rovnobéznd s osou o, a prochdzi bodem [0, 1]. Pro ilustraci uvddime obecny
obrazek ?? takové situace.

Zjistili jsme jednu zajimavou skute¢nost: pokud derivace v bodé dotyku je rovna 0, pak je te¢na
rovnobézna s osou o, a graf funkce v tomto bodé miiZe, ale nemusi dosahovat své maximalni resp. mi-
nimdlni hodnoty (svého extrému). Jinymi slovy fe¢eno pokud je derivace funkce v bodé T nenulové,
funkce zde nemtize dosahnout maximalni resp. minimdlni hodnoty. Tato tivaha ndm p¥inesla novy po-
znatek; zndme nyni nutnou podminku pro existenci extrému funkce: je to podminka

f'(x0) =0 (9.12)

Poznamka 9.2.5. Jde pouze o nutnou, nikoliv postacujici podminku. Co to znamena: nap¥. funkce y = 23

nemd v bodé T'[0, 0] extrém a p¥itom je jeji derivace v bodé x = 0 nulova. Vyuziti ziskaného poznatku
uvidime v dalsi kapitole (Optimalizace).

V mnoha praktickych tlohéch se setkavame s jinym typem tloh, kde hledame rovnici te¢ny ke grafu
funkce, ale nezndme ani jednu soufadnici dotykového bodu. Mame ale jiné informace; napfiklad vime,
Ze dand te¢na mé

e mit smérnici rovnu konkrétni hodnoté,
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® 5 0s0u o, svirat dany thel «,

e byt rovnobéZzna se zadanou pfimkou p,

¢ byt kolma na zadanou piimkou p.

Ukazme si na pfikladech, jak fesit vyse zminéné tlohy.

Ulohy o te¢nach 2

Ptiklad 9.2.4. Je ddna funkce f : y = 22% + = — 1. Na grafu funkce y = f(z) uréeme bod T'[zg, yo] tak,
aby:

W N

4

. te¢na v bodé T’ méla smérnici k; = 5;
. te¢na v bodé T méla smérovy thel a = 60°;
. te¢na v bodé T byla rovnobéznd s pfimkouyp : y —x — 10 = 0;

. te¢na v bodé T byla kolmd k pfimce p : y = 1 — 3z.

Reseni: 9.2.4. Hlavni myslenkou postupt feseni téchto tloh zGstéva: potfebujeme najit smérnici te¢ny
ke grafu funkce a ta je rovna derivaci funkce v bodé.

1

. Pokud ma mit te¢na smérnici k; = 5, Ize jeji smérnici najit jako derivaci funkce v bodé dotyku,
tedy
flz) =22 +2—1) =4z +1=5.

Odtud z = 1. Nyni jiz vime, Ze z-ova soufadnice bodu dotyku je rovna 1 a sta¢i pouze dohledat
y-ovou soufadnici jako funkéni hodnotu yo = f(1) = 2.
Kone¢né hledany bod je T'[1, 2].

. Pokud si uvédomime, Ze pro smérnici k pfimky ve smérnicovém tvaruy = k - « + ¢, tedy i pro
te¢nu, plati k£ = tg o, mlZzeme zadani pfeformulovat: hleddme bod T tak, aby te¢na prochazejici

PR

timto bodem méla smérnici k; = tg 60° = /3. Takovy piiklad jsme jiz pred chvili feili.

Ma byt
V3-—1 3

7y0:_i'

f'(z) =4z +1 =3, odkud z =

4 4

Hledanym bodem je T’ [ﬁ—l 7;] .

. Nutnou a postacujici podminkou rovnobéZznosti dvou p¥imek je rovnost jejich smérnic. Pro vétsi
pfehlednost pfevedeme obecny tvar pfimky p na smérnicovy tvarp : y = = + 10 a mame k, = 1.
Opét tedy fesime stejnou tlohu:

fl(x) =22 +2x—1) =4 +1 =1, odkud z¢ =0, yo = f(0) = 1.
Bodem dotyku je T'[0, 1].
. Nutnou a postacujici podminkou kolmosti dvou pfimek ¢, p je:

t L p tehdy ajen tehdy, jestlize k; -k, = —1

(symbolem ¢ L p se zapisuje kolmost pfimek ¢, p). V nasem piipadé je k, = —3 a podle
1
pfedchoziho vztahu musi byt pro smérnici te¢ny kolmé na pfimku p splnéno k; = 3 Odtud
plyne:
1 1 10

fllz)y=2* +x—1) =4 +1= 3 proto xy = g W= f(0)=——-
Hledanym bodemje T [-%, -] - &

9

74



Monotonie

P¥iklad 9.2.5. Uzitim derivace funkce y = f(z) uréeme intervaly, ve kterych je dand funkce rostouci,
resp. klesajici:

1. y=22%—22-8xr+4
1
2. y= —
Y 9U+x

Reseni: 9.2.5. Pfipometime, Ze funkce je rostouci, resp. klesajici v bodé pravé tehdy, kdyz je derivace v
tomto bodé kladnad, resp. zaporna. Tedy body, v nichZ derivace méni znaménko, pro nds budou dtilezité.
Aby se tak stalo, musi hodnota derivace funkce v bodé “p¥ejit ptes nulu”. ProtoZe jde o vyznamnou
mnozinu bodi, ziskala specidlni nazev. Body, v nichZ f'(x) = 0, nazyvame staciondrni (také kritické) body.
Samozfejmé musime vzit v tivahu i body, které nejsou v defini¢nim oboru funkce f a f’, nebof v nich
nelze vylou¢it zménu monotonie funkce.

1. Kvtli uréeni staciondrnich bodi vypocitejme derivaci funkce a poloZme ji rovnou nule: mame
fl(x) = (22 — 2? — 8z +4) =622 — 20 — 8 = 0.

. . 4 ..
VyteSenim kvadratické rovnice ziskame dvé hodnoty 1 = —1, 2o = 3 Defini¢nim oborem dané

funkce jsou vsechna redlna ¢isla, proto zistavaji oba body podezielé ze zmény monotonie. Cely
defini¢ni obor D( f) mtizeme rozdélit na tii intervaly:

4

=, 00| .

3

(=00, —1); <—1, g) ;

V jednotlivych intervalech se jiZ znaménko prvni derivace neméni, proto v nich funkce stéle roste
nebo klesa. Posta¢i vybrat libovolnou hodnotu = z kazdého intervalu a podle znaménka prvni
derivace v x rozhodnout, zda tam funkce roste ¢i klesa. V prvnim intervalu zvolime napfiklad

r = —2 = f'(—2) = 20 > 0, tedy na intervalu (—oo, —1) funkce roste. Z druhého intervalu
vybereme hodnotu = 0 => f/(0) = —8 < 0, funkce je na intervalu (-1, 3) klesajici. Konetné
pro tfeti interval zvolme z = 2 = f/(2) = 12 > 0, proto funkce je na intervalu (3, co) opét
rostouci.

2. Ted bez slovniho doprovodu.

, 1)’ 1
y=lz+-] =1-—5=0.
X X

Derivace neni definovand v bodé x; = 0. Po Gpraveé rovnice ziskame stacionarni body

To = 1, T3 = —1.
Pokud je bodii vice, byva vhodné nakreslit si redlnou osu a jednotlivé hodnoty zapsat ve spravném
pofadi (od nejmensi k nejvétsi, zleva doprava) a znaménko derivace funkce v bodé z kazdého

takto vzniklého intervalu naznacit rostouci ¢i klesajici Sipkou jako na obrazku ??. Dand funkce je
rostouci na intervalech (—oco, —1), (1, 0o) a klesajici na intervalech (-1, 0), (0, 1). &
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9.3 Monotonie a extrémy

V predchozich odstavcich jsme se postupné setkdvali s pojmy stacionarni bod, monotonie a lokalni
extrém. Pristupovali jsme k nim tak, aby byly ¢tenafi pfedevsim srozumitelné a mnohdy se stalo, Ze
korektni zapisy a definice byly zatlateny do pozadi. Vzhledem k dtilezitosti pfedchoziho textu pro
néasledujici kapitoly, si nabyté poznatky nyni shrneme a doplnime (jiZ naprosto korektnim zptisobem).
Ptipravime si tak veskeré ndstroje potifebné k feSeni stéZejniho problému uciva tohoto semestru - pro
vySetfovani pribéhu funkce.

Definice 9.3.1. Bod z¢ nazyvame staciondrnim bodem funkce f, existuje-li f/(x¢) aje-li f'(zo) = 0.
Definice 9.3.2. Rikame, e funkce f : R — R je rostouci v bodé a € R pravé tehdy, kdy? existuje
P(a) C D(f) takové, ze
Vz € P (a): f(x) < f(a)aVz € P (a): f(z) > f(a).

Obdobné mtzeme definovat pojmy klesajici, neklesajict a nerostouct.
Pozndmka 9.3.1. P~ (a), resp. P~ (a) znadi levé, resp. pravé prstencové okoli bodu a.
Definice 9.3.3. Rikdame, e funkce f : R — Rméd vbodéa € R

1. ostré lokdlni maximum pravé tehdy, kdyz existuje P(a) C D(f) takové, Ze Vx € P(a) : f(x) < f(a)

2. ostré lokdlni minimum praveé tehdy, kdyz existuje P(a) C D(f) takové, ze Vz € P(a) : f(z) > f(a)

Pokud zaménime ostré nerovnosti za neostré, dostaneme definici pro lokdlni maximum, resp. lokdlni
minimum. Obecné mluvime o lokdlnich extrémech.

Mame tedy zadefinovany nejdtilezitéjsi pojmy a nyni si uvedeme nékolik vét, které ndm pomo-
hou jednoduse zjistovat, na kterych intervalech je funkce rostouci (klesajici), resp. jak dohledat lokalni

extrémy téchto funkci.

Véta 9.3.1. (Postacujici podminka pro lokdlni monotonii) Nechf f : R — R, a € R a existuje f'(a) € R*.
Pak

1. je-li f'(a) >0, je f v a rostouci,

2. je-li f'(a) < 0, je f v a klesajict.
Véta 9.3.2. (Nutnd podminka pro lokdlni extrém - véta Fermatova) Nechf f : R — R, a € R a existuje
f'(a) € R*. Md-li funkce f v bodé a extrém, pak f’(a) = 0.

Pfedchozi tvrzeni nam sice zajisfuje podminku, za které by mohl nastat v bodé extrém, nic ndm vsak
nefikd, zda tam opravdu nastane. Je dobré si uvédomit smér pfedchozich dvou tvrzeni (implikaci):

kladna (zdpornd) derivace v bodé = funkce v bodé roste (klesa)

extrém v bodé = nulova derivace v bodé.

Obrécené to neplati, coZ si ukdZeme na prikladé. Uvazujme funkci
fry=2z3zeR

v bodé z = 0. Derivace f'(z) = 322 a tedy f’(0) = 0, pfitom v libovolném levém okoli nuly plati:
Vo € P~(0) : f(z) < f(0) a v libovolném pravém okoli nuly plati: Vo € P*(0) : f(z) > f(0). Tedy v
bodé z = 0 neni extrém, pfestoze f/(0) = 0 a navic je tam rostouci, i kdyZz neplati f'(0) > 0. Déle by nds
mohla zneklidnit informace, Ze extrému muiZze nabyt funkce v bod¢, v némz derivace viibec neexistuje.
Pro ilustraci nemusime chodit daleko. Velmi zndmd funkce f : y = |z| naSe obavy spliiuje. Tato funkce
nemd v bodé = 0 derivaci, md zde pouze jednostranné derivace (jednostranné limity) f* = —1 a
fi = 1. Pfitom vime, Ze ma v tomto bodé minimum (Vo € P(0) : f(x) > 0).

Bylo by tedy Zadouci poznat néjaké kritérium, které by ndm nejen zarucilo, Ze v daném bodé extrém
nastane, ale také ndm objasnilo, o jaky extrém se bude jednat (maximum nebo minimum), nebo-li
hledame postacujici podminku pro existenci maxima, resp. minima.

Abychom ji mohli vyslovit, je nutné poznat, jak se chova funkce nejen v daném bodé, ale také v jeho
okoli (intervalu). Vyslovme dal$i uZite¢nou vétu.
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Véta 9.3.3. (O monotonii na intervalu) Nechf f : R — R, je spojitd na intervalu I a nechf v kaZdém onitinim
bodé intervalu 1 existuje derivace, pak plati:

1. Funkce f je na intervalu I rostouci (klesajici), privé kdyz pro vsechny vnitini body x je f'(x) > 0
(f'(z) <0).

2. Funkce f je na intervalu I neklesajici (nerostouci), pravé kdyz pro vSechny vnitini body x je f'(x) > 0

(f'(z) <0).
3. Je-li f'(x) = 0 pro kaZdy vnitini bod intervalu I, je f konstantni na L.

Jak jiz bylo feteno znaménkovd zména prvni derivace ovliviiuje monotonii funkce. Zaméfme se
konec¢né na body (stacionarni body), v nichZ k této zméné dochdzi. Velmi vystizny nézev pro staciondrni
body je téz “body podezielé z extrému”.

Véta 9.3.4. (Postacujici podminky pro lokdlni maximum) Nechf f : R — R, je spojitd v bod¢ a € R. Pak
1. Je-li f rostouci na P~ (a) a klesajici na P*(a), pak f md v bodé a ostré lokdlni maximum.
2. Je-liVx € P~(a) : f'(z) > 0aVa € Pt(a): f'(x) <0, pak f md v bodé a ostré lokilni maximum.
Véta 9.3.5. (Postacujici podminky pro lokdlni minimum) Nechf f : R — R, je spojitd v bodé a € R. Pak
1. Je-li f klesajici na P~ (a) a rostouci na P (a), pak f md v bodé a ostré lokdlni minimum.
2. Je-liVz € P~(a) : f'(z) <0aVz € P*(a): f'(x) > 0, pak f md v bodé a ostré lokdlni minimum.

Doposud jsem pracovali pouze s prvni derivaci funkce, mnohdy pro nas bude vyhodné ur¢it i dru-
hou, tfeti a obecné n-tou derivaci. Definujme ji tedy.

Definice 9.3.4. Derivaci

budeme nazyvat druhou derivaci funkce f v bodé .

vy

Indukci pak mtiZeme zavést derivace vyssich radd.

Definice 9.3.5. Nechf f : R — R md vlastni derivaci f("~1), n € N v n&akém okoli bodu z, z defini¢niho
oboru D(f). Pak definujeme n-tou derivaci funkce v bodé z jako

F () = (£ (o).
Dile klademe f(©) = f.

Uved'me jesté posledni tvrzeni, které ndm mnohdy muZe pomoci rozhodnout o monotonii &
extrému v bodé v piipadé, kdy prvnich n — 1 derivaci v bodé je nulovych.

Véta 9.3.6. Nechf f : R — R,a € Raexistujen € N,n > 1 takové, Ze f'(a) = f"(a) = ... = f®D(a) =0
a f0 = 0. Pak

1. Je-lin sudéa f™ >0, pak f md v bodé a ostré lokdlni minimum.
2. Je-linsudéa f <0, pak f md v bodé a ostré lokdlni maximum.
3. Je-linlichéa ™ > 0, pak f je v bodé a rostouct.
4. Je-linlichéa f™ < 0, pak f je v bodé a klesajict.

Poznamka 9.3.2. Pfedchozi véta ndm ukazuje mimo jiné zptisob klasifikace extrém, aniZ bychom mu-
seli vysetfovat znaménko prvni derivace. Staci tedy najit body podezielé z extrému a spocitat druhou
derivaci v téchto bodech. Pokud bude zdporn4, jednd se o ostré lokdlni maximum, pokud bude kladna,
muiZzeme ho prohldsit za ostré lokalni minimum.

Ktery ze zptisobti klasifikace extrému zvolime, zaleZ{ na nés, resp. na situaci (Je jednodussi dosazo-
vat dvé hodnoty do prvni derivace, nebo vypoéitat hodnotu druhé derivace ve staciondrnim bodé?). V
néasledujicich pfikladech vyuZijme oba postupy.
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Uvedeme zde jesté jednodussi a ucelen€jsi zapis postacujici podminky pro lokalni extrémy.
Véta 9.3.7. Nechf f'(xo) = 0 a nechf existuje v bodé x druhd derivace.

1. Je-li f"(xg) < 0, md funkce f v bodé xq ostré lokdlni maximum.

2. Je-li f"(x0) > 0, md funkce f v bodé x( ostré lokdlni minimum.

Vsechny vyse uvedené poznatky si ilustrujme na funkci y = z® — 2 (viz. obrazek ??), kde vidite i jeji

prvni a druhou derivaci!

a{ |
\ ||
'y = 6x
\ N )’
\ i
S
; Al ] I I
AN
\yj| /
Ig—/ fiy=3x*-2
|
/
I 5l
f(x)=x3—2x"

Obrézek 9.7: Funkce a jeji derivace

Ptiklad 9.3.1. VySetfete monotonii a klasifikujte extrémy funkce f : y = (22 — 1)*

Reseni: 9.3.1. Nejprve najdeme staciondrni body (body podezielé z extrému), tedy body pro které je
splnéna nutnd podminka pro existenci extrému f’(z) = 0.

Py = (@ DY = 4@ - 1) 20 =0

Podle pravidla, Ze sou¢in se rovnd nule pravé tehdy, kdyzZ alesponl jeden ze ¢lenti souinu se rovna
nule, ndm vychazi: + = —1 nebo x = 0 nebo 2 = 1. Rozdélime redlnou osu na ctyfi intervaly:
(—o0,—1), (—1,0), (0,1) a (1,00). Zvolime libovolnou hodnotu z kazdého intervalu a podle véty ??

uréime znaménko prvni derivace v kazdém intervalu.
Pfehledné zndzornéni vidite v tabulce. Tedy funkce f klesa na intervalech (—oo, —1), (0, 1) a roste na

intervalech (—1, 0), (1, o). Navic z tabulky plyne, ze v bodech [—1, 0] a [1, 0] je ostré lokdlni minimum a
v bodé [0, 1] ostré lokdlni maximum.

N MIN | / | MAX | \, |MIN| /
)

Pfiklad 9.3.2. VySetiete monotonii a klasifikujte extrémy funkce f : y = 2 + —15

Reseni: 9.3.2. Nejprve najdeme stacionarni body (body podezielé z extrému).

1 x2—4x—|—3_(m—3)($—1)_0

L N Pt ERy Py

78



Body podeztelé z extrému jsou z = 1 nebo z = 3. Extrémy zkusime najit druhou metodou pomoci
hodnot druhé derivace. Nejprve vyjadiime druhou derivaci:

non Qe —4)(x—-2)—(r—-3)(x—-1)2(x—-2) 2
f(z) = (z —2) - (x—2)3

Po dosazeni bodt podezfelych z extrému dostdvame: f”(1) = —2 < 0, resp. f”(3) = 2 > 0 a podle véty
?? pro x = 1 mé funkce lokdlni maximum, resp. pro = 3 lokdlni minimum. Intervaly monotonie pak
doplnime z nésledujici tivahy. Pokud m4 funkce v bodé [1, 0] lokalni maximum, pak pfed timto bodem
musela riist a za nim klesat (pro minimum samoziejmé naopak). Nésledujici tabulka pak nase tvahy
sumarizuje.

Poznamka 9.3.3. P¥i konstrukci tabulky nesmime zapomenout na hodnoty mimo defini¢ni obory a hod-
noty, v nichZ derivace neexistuje.

(oo, 1) | [1,0] | (1,2) |z=2](2,3)] [3,4] | (3,00)

o x| v |

P¥iklad 9.3.3. VysSetfete monotonii a klasifikujte extrémy funkce f : y = (2% — 1)3
Resenti: 9.3.3. Obdobné jako v prvnim piikladé i zde najdeme nulové body prvni derivace funkce f:
oy =((2* = 1% =32*-1)?-22 =0,

neboli 2 = —1 nebo z = 0 nebo x = 1. Po vypoctu libovolnych hodnot funkce v jednotlivych intervalech
vychdzi: funkce f klesa na intervalech (—o0,0) a roste na intervalech (0, o) (viz. nasledujici tabulka).
Extrémy zkusime najit opét druhou metodou, tedy pomoci hodnot druhé derivace. Nejprve vyjadiime
druhou derivaci:

() = 6(x® — 1)2x - 22 +3(z% —1)*-2 =242 - (2% — 1) + 6(2* — 1)? = (2® — 1)(3022 — 6).

Po dosazeni bodti podezielych z extrému dostdvame: f”/(£1) = 0. Timto zptisobem tak nelze rozhod-
nout a musime se vrétit ke zkoumdani znaménkovych zmén prvni derivace, ovéem pro f”(+£0) =6 > 0,
tedy v bodé z = 0 funkce nabyva svého lokdlniho minima. Vzhledem k absenci jinych znaménkovy
zmeén se jednd o jediny extrém funkce.

(o0, —1) | [-1,0] | (=1,0) | [0,—1] | (0,1) | [1,0] | (1,00)

\ bl 1T

1
Pfiklad 9.3.4. Vysetfete monotonii a klasifikujte extrémy funkce y = 1 + 2z + ;8

Reseni: 9.3.4.

18 18
f’:y’:(l—&-Qm—l—;)':Q—?:O — 22°=18 — 2=-3Va=3.
Pti déleni redlné osy si musime dat pozor na jednu dileZitou véc. Nestadi ji rozdélit pouze body —3 a 3,
musime ji jesté doplnit doplnit o ¢islo 0. Divod je nasnadé: podle véty ?? musi byt funkce v jednotlivych
intervalech spojitd. Nase funkce vSak md v intervalu (—3, 3) bod nespojitosti « = 0.
Funkce f klesd na intervalech (—3,0), (0, 3) a roste na intervalech (—oo, —3), (3, c0). Lokdlntho minima
nabyva funkce v bodé x = 3 a lokdlniho maxima v bodé « = —3, (viz. nasledujici tabulka).

(—00,=3) [ [-3,1] | (=3,0) | 2=0](0,3) | [3,7] | (3,0)

/! MAX N . | MIN /!
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9.3.1 Véty o stfedni hodnoté
Véta 9.3.8. (Rolleova véta) Nechf funkce f md ndsledujici vlastnosti:
1. Je spojitd na uzavieném intervalu (a,b).
2. Ma derivaci na otevfeném intervalu (a, b).
3. Plati f(a) = f(b).
Potom v otevieném intervalu (a, b) existuje aspori jeden bod x takovy, Ze
F(@) = 0.

Pozndmka 9.3.4. Véta Rolleova sama zarucuje pouze existenci aspon jednoho takového bodu, ne-
umoZnuje ndm vSak ani tento bod urcit, ani stanovit pocet takovych bod. Geometricky vyznam Rolle-
ovy véty mutZete vidét na obrazku viz ?? .

Obrazek 9.8: Geometricka interpretace Rolleovy véty
Z Rolleovy véty plyne dalsi diilezita véta:
Véta 9.3.9. (Cauchyova véta) Nechf funkce f,g ma ndsledujici vlastnosti:
1. Jsou spojité na uzavieném intervalu (a, b).
2. Maji derivace na otevieném intervalu (a, b).
3. Plati ¢’ (x) # 0 na(a,b).
Potom v otevieném intervalu (a, b) existuje aspori jeden bod x takovy, Ze

f(biii(a) ~ f(a).
Vyznamnym zvlastnim pfipadem Cauchyovy véty je véta Lagrangeova, kterd se pouziva nejcastéji.
Véta 9.3.10. (Lagrangeova véta) Nechf funkce f md ndsledujici vlastnosti:
1. Je spojitd na uzavieném intervalu {(a, b).

2. M derivaci na otevieném intervalu (a,b).

Potom v otevieném intervalu (a, b) existuje aspoti jeden bod x takovy, Ze

[0~ f@) 1@,

g(b) —gla)  ¢'(x)

Geometricky vyznam Lagrangeovy véty ilustruje obrazek ??.
Lagrangeova véta ma nékteré vyznamné diisledky, které zde uvedeme.

Véta 9.3.11. Nechf funkce f vyhovuje podminkam Lagrangeovy véty a navic af f'(x) # 0 pro vsechna x € (a,b).
Potom je funkce f prostd na (a,b).
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Obrézek 9.9: Geometricka interpretace Lagrangeovy véty

Véta 9.3.12. Funkce f je konstantni na intervalu x € (a,b), pravé kdyz ma v tomto intervalu derivaci a plati
f'(z) = 0 pro vSechna x € (a,b).

Véta, kterou se pravé chystame vyslovit, na prvni pohled nemd nic spole¢ného s pfedchazejicimi
informacemi, nicméné vyuZziva derivaci a pro jeji diikaz je nezbytnd Cauchyova véta. Velmi ndm pomaha
pfi hledéni limity podild dvou funkci.

Véta 9.3.13. (I'Hospitalovo pravidlo [¢ti: lopitalovo pravidlo]) Nechf f,g: R — R,a € R*. Nechf existuje

!
tim L) 4
e g ()
a nechf je splnéna jedna z ndsledujicich podminek
1. lim f(z) = lim g(z) =0,
2. lim |g(z)| = oo.
oo o) ]
Pak existuje lim —— a plati
ot gle) 7
f(z) f'(x)

= A.

lim = lim
e—a g(x)  a—a g'(x)

Poznamka 9.3.5. je tfeba si uvédomit, ze pokud pocitdme limitu zlomku pomoci tohoto pravidla, deri-
vujeme Citatele a jmenovatele zv1ast, nikoliv jako zlomek!!!

3
2
Priklad 9.3.5. Vypogitejte limitu lim -+

T— 00 Inz

. o) . . ;
ReSeni: 9.3.5. Po dosazeni oo do funkce, dostivame tvar P ktery vyhovuje druhé podmince

3 2

2 5 3 2

I'Hospitalova pravidla. lim 96—&—1733—1— = lim vt
T — 00 nr T— 00

T = lim 22 + 22 = 00. &
z

in4
Piklad 9.3.6. Vypocitejte limitu lim SH; °

< 0
Reseni: 9.3.6. Po dosazeni 0 do funkce, dostdvame tvar o ktery vyhovuje prvni podmince I'Hospitalova

in4 4cos4
pravidla. lir% SH; Y~ lim cols T4

x—0

Piiklad 9.3.7. Vypocitejte limitu lim 2 -Inz.

z—0
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Resent: 9.3.7. Pokud si vyzkousime dosadit do funkce &isla blizké nule zprava, blizime se tvaru 0 - —oc,

ktery neni definovan. M{iZzeme si ale pomoci Gipravou. lim z-Inz = lim &2,
z—07F z—0t =

Zkusme dosadit ted. Najednou se dostévame ke tvaru =2, ktery vyhovuje druhé podmince

I'Hospitalova pravidla. lim 3% = lim ,il = lim —z=0.&

rz—0t = z—0+ 2 r—0t

9.4 Konvexni a konkavni funkce
Konvexni a konkavni funkce

Uvazujme obecnou funkci f(x) (viz. obrdzek ??). Zvolime-li na grafu funkce tfi rtzné body P, =
[1, f(z1)], P2 = [z2, f(z2)], Ps = [x3, f(x3)] takové, Ze 1 < =3 < x3. Vidime, Ze bod P, lezi pod
primkou P, Ps.

fixy) @ == === === ———— (

-
x @ — —
6 — —
g —————— = — =
x

15

Obréazek 9.10: Graf konvexni funkce

(Maé-li ptfimka P, Ps rovnici y = kx + ¢, pak vyrok ” P, lezi pod pfimkou P, Ps”znamend, Ze P lezi
v poloroviné {(z,y) € R%y < kx + ¢}. Vzhledem k nasim znalostem z kapitoly “Elementarni funkce”,
najdeme velmi snadno rovnici pfimky P; P;. Uvedeme ji zde, ale doporucujeme ¢tendfi, aby si vypocet
flas) — f(21)

T3 — I1
zameénit = za < a obecny bod o soufadnicich [z, y] za nd$ P» = [z2, f(x2)]). Analogickou tvahu lze
provést pro bod leZici nad pfimkou.

provedl sam. y = f(x1) + (x — x1). Pokud bod P, md leZet pod touto pfimkou, staci

Tato tivaha nés vede k nésledujici definici:
Definice 9.4.1. Nechf f je definovéna na intervalu I. Rikdme, Ze funkce f je na intervalu I
1. ryze konvexni pravé tehdy, kdyZ pro libovolnou trojici z1, 2,23 € I, 21 < 22 < 23 plati

N f(x3) — f(z1)

xr3 — I1

flz2) < f(z1) (2 — x1). (9.13)

2. ryze konkavni pravé tehdy, kdyZ pro libovolnou trojici 1, 2,23 € I, 1 < 22 < x3 plati

N f(z3) = f(z1)

xr3 — T1

f(@2) > f(x1) (x2 — x1). (9.14)

Abychom poznali, zda je konkrétni funkce na intervalu konvexni, resp. konkavni bylo by podle de-
finice nutné ové&Fit platnost vztahti ?? resp. ?? pro libovolnou trojici bod, coZ je velmi naro&né. Uved me
si proto vétu, kterd ndm da navod, jak ovéfit konvexnost, resp. konkdvnost mnohem jednoduseji pomoci
znaménka druhé derivace.

Véta 9.4.1. (O kovexnosti a konkdvnosti funkce na intervalu) Nechf je f spojitd na intervalu I a nechf v kazdém
vnitinim bodé tohoto intervalu existuje druhd derivace. Pak
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1. Je-li f"(x) > 0 v kaZdém vnitinim bodé x intervalu I, je f ryze konvexni na I.
2. Je-li f"(x) < 0 v kazdém vnitinim bodé x intervalu I, je f ryze konkdvni na I.
3. Je-li f"(x) = 0 v kaZdém vnitinim bodé x intervalu 1, je f linedrni na L

Stejné jako spolu tizce souvisi monotonie a extrémy, mtizeme i zde najit souvislost konvexnosti
(konkéavnosti) a bodu, kde se tyto dvé vlastnosti méni. Bod, kde se konvexnost méni na konkavnost
nebo naopak nazveme inflexnim bodem.

Véta 9.4.2. (Nutni podminka pro existenci inflexniho bodu) Je-li bod x¢ inflexnim bodem funkce f a ma-li funkce
v tomto bodé vlastni druhou derivaci, pak f"(x¢) = 0.

Piiklad 9.4.1. Vysetiete konvexnost a konkdvnost funkee f : (x — 1)% a urcete inflexni body.

Reseni: 9.4.1. Konkavnost resp. konvexnost funkce ndm ur€uje znaménko druhé derivaci, vyjadfeme si

ji-
Y =(@-17°) =3(x-1)7

y'= B -1 =6(-1).
Opét vyuZijeme véty ?? a rozdélime redlnou osu dle nulovych bodt druhé derivace.
y" = (3(x — 1)?)’ = 6(z — 1) = 0, nebo-lix = 1.

Z obou intervalt (—o0,1), (1, 00) vybereme libovolnd ¢isla = a urime pro né znaménka druhé derivace
(volimez =0axz=2): f(0)=—6a f'(2) =6.

Dle véty ?? je funkce f v intervalu (—oo, 1) ryze konkdvni a v intervalu (1, co) ryze konvexni. Bod [1, 0]
je inflexnim bodem.

(—0071) ‘ [170] ‘ (1700)

e

Priklad 9.4.2. VySetfete konvexnost a konkdvnost funkce f : y =

128 urcete inflexni body.
x

Reseni: 9.4.2. Analogicky prvnimu p¥ipadu vyjadfime druhou derivaci a poloZime ji rovnu nule.

, _(1+x2)—x(2x)_ 1—a?
f(@) = 1+ 22)? - (1+ 222

g (F20)(1+2%)? - (1—2”)2(1+ 220 22° -6
f (I) = (1_1_1,2)4 - (1+$2)3 -

Posledni zlomek se rovnd nule, pravé kdyZ se rovné nule &itatel (223 — 62 = 0). Dostdvame tfi nu-
lové body druhé derivace funkce f: 2 = —v/3,2 = 0,2 = /3. V jednotlivych intervalech vypotitime
znaménka hodnot jejich bodé. V intervalech (—oc,—v/3),(0,v/3) je funkce konkdvni a v intervalech

(—/3,0), (v/3,0) je konvexni. Vechny tfi body [—v/3, ’T‘/g], [0, 0], [%?] jsou tak body inflexni.
(=00, —v3) | [-V3, =% | (=v3,0) | 10,0] | (0.v3) | [V3,*?] | (v3,00)

~ | B -~ | B| ~ | B | <
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9.5 Asymptota

Voo

Pri vySetfovani pribéhu funkce a pfedevsim pro presnéjsi kresleni jejtho grafu je dobré, znat primky,
kterym se graf funkce v okoli nékterych zajimavych bodt podobd (Zjednodusené feteno asymptota je
pfimka, ke které se graf funkce bliZi, ale nikdy se ji nedotkne).

Definice 9.5.1. (Asymptota bez smérnice - ABS) Nechf f : R — R. P¥imka p : z = a se nazyva asymptota
bez smérnice (svisld asymptota) f v bodé a € R, jestlize
lim f(z) = oo nebo lim+ f(z) = £o0.
Definice 9.5.2. (Asymptota se smérnici - ASS) Necht f : R — R. Pfimka p : y = kx + ¢,z € R se nazyva
asymptota se smérnici (asymptota v £o0) funkce f , jestlize
tim_[f(x) — (kz + )] = 0.

Véta 9.5.1. (O asymptoté se smérnici) Linedrni funkce p : y = kx + ¢,z € R je asymptotou se smérnici
(asymptota v oo), pravé kdyz

o k= lim 1% kiek er.

r—oo I

o ¢ = lim [f(z) — kx], kde g € R.
Tr—0o0
Podobna véta plati také pro asymptotu v —oo a pii feSeni pfiklad na ni nesmime zapomenout.
PouZiti pfedchozich odstavcii si ukdZeme na piikladech.

3
Priklad 9.5.1. Najdéte asymptoty funkce f : y = . °

(x 1)
Resenti: 9.5.1. Nejprve vySetiime asymptoty bez smérnice (ABS). Funkce f neni definovana v bodech

2 =0ax = 1. Po dosazeni z = 0 dostdvdme tvar 3, mtizeme tedy aplikovat I’'Hospitalovo pravidlo:

3 3.%'2

T
lim —— = lim =0
x—0 x(:c — 1) z—0 233‘ -1

Asymptota neexistuje. Po dosazen{ z = 1 dostdvame tvar 1, uréime tedy jednostranné limity, abychom
odhalili chovani funkce v levém, resp. pravém okoli bodu z = 1.

z3 3

lim — =— lim —— = 0.
B x(x —1) o o1t z(x —1) >

Dle definice ??, v bodé = = 1 tak existuje asymptota bez smérnice pravé o rovnici a; : « = 1. Hledejme
nyni symptoty se smérnici (ASS). Pokud existuji, musime najit kone¢né ¢islo k, resp. q, které pfedstavuje
smeérnici, resp. kvocient asymptoty. Uréeme ptislusné limity.

3

x
by = tim L) gy 2D
r—o0 I T—00 €
3
2= Jim 5~ = Jim e =1
Kone¢né limity existuji, proto existuje i ASS s rovnicias : y = x + 1.
Obdobné hleddme limitu pro x — —oo:
23
k3 = lim LA lim vz —1) =1,



3
gs = lim [f(z)—k-z] = lim [

T——00 T—00 x(aj — 1)

—1-2]=1.

Opét vyslo konetné k i ¢, ovSem jsou stejné jako pro z — oo, tedy udavaji stejnou asymptotu, proto ji
zde jiz uvadét nemusime.
Graf funkce spolu s asymptotami vidite na obrazku ??.

o

a;:x=1

3

Obrazek 9.11: Asymptoty funkce f : y = ﬁ

Piiklad 9.5.2. Najdéte asymptoty funkce g : y = 22 - 277.

Reseni: 9.5.2. Analogicky prvnimu ptikladu hledejme nejprve ABS.

ABS:

Funkce je spojitd v celém defini¢nim oboru (—oo, o), proto zde ABS nemohou existovat. Tuto informaci
si zapamutujme, protoZe ndm p¥i komplexnim vysetfovani priibéhu funkce ulehéi praci.

Pokud D(f) = R, nemohou existovat ABS!!!

ASS:

VySetteme chovani funkce v £oo.

Pro oo:
. i x2-2_$l1. a? — lim =2y L =0
V= Jim e S i o = Jim o 2 lim s =0
. 2 ge g oy z? o 20 2 _
@ = m o727 = 000] = o = i s M e o e

ASS mé rovnici a; = 0. Vratme se jesté k tpravam limit:
e pro ki jsme pouzili tpravu:
1
(1) prepis 27* = 5
(2) I'Hospitalovo pravidlo
e pro ¢; jsme aplikovali 'Hospitalovo pravidlo dvakréat za sebou (ovéfte se sami oprdvnénost jeho
vyuZziti).
Pro —oo:
.’E2 L9~z

ky = lim = lim z-27" = 00; ASS v —o0 neexistuje.
r— —00 x r— 00
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Obréazek 9.12: Asymptoty funkce f : y = 2?-27°

9.6 Prubéh funkce

V pfedchozich kapitoldch jsme postupné ziskavali znalosti a dovednosti, které nyni vyuZzijeme pro kom-
plexni vySetfeni pribéhu funkce. Uved' me si nyni postup, ktery budeme vyuZivat pti feseni problému
typu: VySettete pribéh funkce. Obecné neni postup zdvazny, pfesto se jej v dalsim budeme drzet.
1. Z predpisu funkce y = f(x)
o ur¢ime defini¢ni obor funkce, pfip. nulové body
o urcime paritu funkce (suda resp. licha)

e rozhodneme o spojitosti funkce v defini¢nim oboru
2. Vypocitdme prvni derivaci funkce

o urcime defini¢ni obor derivace, p¥ip. nulové body derivace (body podezielé z extrému)
e urcime intervaly monotonie (roste resp. klesd)

o Kklasifikujeme extrémy
3. Vypotitdme druhou derivaci

o uréime intervaly konkdvnosti resp. konvexnosti funkce

o urcime inflexni body

4. Sestavime tabulku dosavadnich informaci o funkci (neni nezbytné, ale je uzite¢né pro prehlednost
a kone¢ny néakres funkce), p¥ip. uré¢ime hodnoty funkce ve vyzna¢nych bodech (extrémy, inflexni
body).

5. Ur¢ime rovnice asymptot (ABS, ASS), pokud existuji.

6. Nakreslime graf funkce.

Poznamka 9.6.1. Pokud zjistime, Ze funkce je sud4, resp. lichd, nemusime vySetfovat funkci na celém
defini¢nim oboru. Stadi ji vySetfit bud na (oo, 0) nebo na (0, ) a v opa¢né poloroviné se funkce bude
chovat symetricky.

P¥iklad 9.6.1. Urgete priibéh funkce f : y = 8z3(z — 1) a zakreslete jeji graf.

Reseni: 9.6.1. Jde o polynomickou funkci, o které vime, Ze je spojitd a definitnim oborem jsou

vSechna redlnd &isla (D(f) = R), tedy nemiiZe mit asymptoty bez smérnice. Ovéfime paritu:
f(=x) = 8(—2)3[(—x) — 1] = —823(—x — 1) # f(x) # —f(x). Funkce tak neni ani sud4 ani licha.
Prejdéme k prvni derivaci.

y = 242 (x — 1) + 82 = 8x%(4x — 3).
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Ta je definovana a spojitd také na celé ose, najdeme tedy body podezielé z extrému.

y' = 242%(x — 1) + 823 = 82%(4z — 3) = 0, pravé kdyz z = 0 nebo x = z Rozdélime &iselnou osu dle

téchto bodi a budeme zkoumat monotonii a zaroven hledat lokalni extrémy.

(=00,0) | [0,0] | (0.%) | [§, =55 | (§.00)

N N | MIN |

Zjistili jsme, Ze funkce klesé na (—oc,0) a (0, 2), roste na (2, co) a lokalni minimum nastava v bodé
[%7 - %]

Obdobné si budeme pocinat s druhou derivaci, kde ovSsem nebudeme vySetfovat monotonii a
extrém, ale konvexnost (konkavnost) a inflexni body. Ta je definovana a spojita také na celé ose.

y" = 162(4x — 3) + 82%(4) = 48z(2x — 1).
1
y" = 16x(4x — 3) + 82%(4) = 48x(2z — 1) = 0 pravé kdyZ = = 0 nebo z = 3

(=00,0) | [0,0] | {0,3) | [5.—3] | (5.00)

- B | ~ | IB

~—

Zjistili jsme, Ze funkce je konvexni na (—o0,0) a (%, 0c), konkdvni na (0, ) a inflexni body jsou

A 2 2
[07 0}7 [5’ _5]'
Hledejme asymptoty se smérnici:

k= lim 82%(z — 1) = oo.

r—00

Stejné tak pro x — —oo, proto ASS také neexistuji. Ziskané poznatky zapiSeme do tabulky:

[ (=00,0) [[0,00 ] (0,3) [ 5, =31 [ G DB -5 G
Iz N N N MIN Vs
7 - IB ~ IB - -

Trednickou na dortu je nakreslit graf funkce viz. ??.

Obrézek 9.13: Graf funkce f : y = 823(z — 1)
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Priklad 9.6.2. Urcete priibéh funkce f : y = CEQZ_ 7@ zakreslete jeji graf.

Resenti: 9.6.2. Defini¢nim oborem funkce y = jsou vSechna reédlna ¢isla, kromé z = £1. Tyto body

? —1
jsou také jedinymi body nespojitosti. Ovéiime paritu funkce: f(—z) = y = (7@% = f(x). Funkce
splituje podminky pro funkci sudou, postaéi tedy, kdyz budeme vysettovat jeji prubéh naptiklad v
intervalu (0, c0) (na opacné strané redlné osy se bude chovat symetricky s osou symetrie totoZnou s
osou y).

0—-4 .
ﬁ. Bod podezfely z extrému (nulovy bod prvni derivace) je pouze
22—
z = 0. Ciselnou osu rozdélime na intervaly dle nulovych bodii prvni derivace a bodt, v kterych nenf
prvni derivace definovana (omezime se jen na (0, 0)).

Prvni derivace je y' =

Derivace nabyva zapornych hodnot (klesa) na obou intervalech (0, 1) a (1, 00). Dle symetrie tak musi
na intervalech (—oo, —1) a (—1,0) rtst. V bodé = = 0 dochdzi ke znaménkové zméné prvni derivace (+
na —), tedy [0, —2] je lokdIni maximum.

(o0, —1) | z=—-1| (=1,0) | [0,0] | (0,1) | =1 (1,00)

, LI N

—4(a” — 1)% + 4a2(2” — 1)2 122° 4 4
Druha derivace y’ = (@ () 2+ lg; 4(1: )2 =1 Qx —;)3 se nerovnd nule pro zddna = € R,
xr — xr —

a proto nemohou existovat ani inflexni body a zmény v konvexnosti, resp. konkdvnosti mohou nastat
pouze v bodech, pro které neni druhd derivace definovana. Kladnych hodnot (konvexni) nabyva druha
derivace na intervalu (1, 00) (vzhledem k symetrii na (—oo, —1)), zdpornych (konkavni) pak na (0, 1),
(vzhledem k symetrii na (—1,0)).

(oo, —1) [z=-1|(-1,1) |a=1] (1,00)

~— ~~ ~—

2
ABS: lim — 1= % lim

r—1— 7 — rz—1t 1’2 -1 -
Opét s prihlédnutim k symetrii funkce jsme objevili dvé asymototy bez smérnice. a1 : v = —laas : z =1
2
2 2
ASS: k= lim Z=1 —p, g= lim — — 0z = 0.
r—+o00 x rz—+oo ¢ — 1

Asymptotou se smérnici je pfimka a3 : y = 0.
Nasleduje tabulka s kompletnimi informacemi a graf funkce ??.

fil(coo,—1) | z=-1 [(=L0)] [0,0] [(0,1)] =z=1 (1, 0)
1 Va J MAX | \, \
f” — —~ —~ —
AS | az:y=0|a:x=—1 az:r=1|az:y=0
[ )
Priklad 9.6.3. VySetfete priibéh funkce f : y = xQﬁ_ 12 zakreslete jejf graf.
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Obrazek 9.14: Graf funkce f : y =

— X
(—x)* +1
funkci lichou a stejné jako v pfedchozim piikladu, staci vySetfovat pouze interval (0, co). Prvni derivace

;L 1+a2% -z 2z _ —2?+1
y = (x2+1)2 = (x2+1)2
intervalu (0, 00), zjistime, Ze funkce je rostouci na (0, 1) a klesajici na (1, c0). Opét ze symetrie (tentokrat
podle pocatku) plyne, Ze funkce musi rist také na intervalu (—1, 0) a klesat na (—oc, —1). Najdeme zde
lok4lni minimum v bodé [—1, —1] a lokdlni maximum v bodé [1, 1].

Reeni: 9.6.3. Funkce je spojitd na R, nemtiZe tak mit ABS. f(—x) = —f(x),jednd se tedy o

= 0, pravé kdyz x = £1. VySetiime-li znaménka prvni derivace na

(—OO,—l) ‘ [_17_%] ‘ (_1,1) ‘ [15%] ‘ (1,00)

N MIN | /| MAX|

—2zx(1422)? - (1 - 2221 + 2?2z  22° —
z(l+27)" — (1 -27)2(1 +27)2z i 6"’?’,Body podezielé z inflexe

Druhd derivace je y" =

1 +2?) T (1+a?)
(nulové body druhé derivace) musi spliovat podminku 223 — 62 = 2z(z? — 3) = 0. Jsou to body
r = —/3,x = 0,2 = /3. Po zji§téni znaménka druhé derivace a znalosti symetrie ndm vychazi, Ze

funkce je konvexni na (—/3,0) a (3,00) a konkdvni na (—oco, —v/3) a (0,/3). Inflexni body jsou pak

[+V/3, i?], [0,0].

(=00, —v/3) | [=v3,— ] | (=v3,0) | 0,0] | (0,v3) | [v3, %3] | (3,00)

e

T
ASS k= lim 2+l _0  g= lim —o— — 0z =0.
z— =400 x z—*too £ + 1

Nalezli jsme ASS o rovnici y = 0. Nésleduje tabulka (vzhledem k velikosti je rozdélena na dvé ¢asti na
sebe navazujici) s kompletnimi informacemi a graf funkce ??.
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fiol (oo, —vB) | [-V3, -1 [ (-v3,-1) | [-1, -] | (-1,0)
I N N MIN Va

AS | ASSy=0

Fr 00 [0 ] L3 10,3 | [VE Y]] (3,0
1 /| MAX \ N\
f": ] IB | ~ ~ IB -
AS ASSy =0
N
T T T T 9 T T T T
3 -2 1 0 1 2 3 4
N

z
2 +1

Obrézek 9.15: Graf funkce f : y =

&

Ptiklad 9.6.4. Vysetfete priibéh funkce f : y = 2% - e~ * a zakreslete jeji graf.

Resenti: 9.6.4. Funkce je spojitd na R, nemiize tak mit ABS. f(—z) = (—2)? - e® # +f(z), funkce nenf
ani suda ani lichd. Prvni derivace 2ze™" — 2%~ = e "(2z — 2?) = 0, pravé kdyZ z = 0 nebo z = 2.
Nasledujici obrazek ukazuje intervaly monotonie a lokdlni minimum v bodé [0, 0], resp. lokalni maxi-

mum v bodé [2, 4¢?].
(—00,0) | [0,0] | (0,2) | [2,4€?] | (2,00)

\ MIN | 7~ | MAX AN
Druhé derivace je ¢y = (2 — 2z)e™® — (2 — 2%)e™* = e *(2? — 4z + 2). Body podezielé z inflexe
pak vychazeji [2 — v/2, (6 — 4v/2) - €Y% 2 a [2 + V2, (6 + 4v/2) - e~ V272]. V intervalech (—c0,2 — v/2) a
(2 + /2, 00) nabyva druha derivace kladnych hodnot, funkce je konvexni a v intervalu (2 — /2,2 + v/2)
hodnot zdpornych, je tedy konkdvni.

(00,2 =v2) | 2-V2,f2-V2)] | 2-V2,2+V2) | 2+ V2, f2+V2)] | 2+ V2, )

~— IB —~ IB N2
ASS:
2, ,—x 2 1
k1 = lim c - lim v lim — = — =0,
r—00 x rz—oo I - et T—00 € r—oo et



2
T 2z 2
¢ = lim ——0z= lim — = lim — =0.
z—o0 eT r—o0 e¥ r—o00 €T
Nasli jsme asymptotu se smérnici a; : y = 0. U obou limit jsem vyuZili I'Hospitalova pravidla.
Podivejme se jesté k —oo: ks = lim ””2% = lim z-e™® = —oo. Druha asymptota neexistuje.
r— —0Q r— —0Q

Nasleduje tabulka s kompletnimi informacemi (opét je z d@ivodt velikosti rozdélena) a graf funkce

??.

fr](=00,0) | 0,0] | (0,2-v2) | 2-V2,f(2-V2)] | (2-V2,2) | [2,4¢’] | (2,2+V2)
f AN MIN e e MAX N
1" — - IB ~ ~
AS

fi [ 2+vV2, f2+v2)] [ 242,00

f! N\

e IB -

AS ASSy =0

Obrézek 9.16: Graf funkce f : y = 22 - ™7
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