
Kapitola 9

Derivace funkce

Vedle pojmu limity, o které již byla zmı́nka, patřı́ mezi základnı́ stavebnı́ prvky diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu
pojem derivace. Pomocı́ nı́ lze napřı́klad elegantnı́m způsobem vyšetřovat průběh funkce, hledat extrémnı́ hodnoty,
či okamžitou rychlost změny dané veličiny. Velký význam derivace ocenı́me také ve fyzice nebo geometrii. Dife-
renciálnı́ počet zavedli téměř současně anglický fyzik a matematik Isaac Newton a německý filosof a matematik
Gottfried Wilhelm Leibniz.

Hlavnı́m cı́lem této kapitoly bude zavést pojem derivace a s nı́m souvisejı́cı́ použı́vanou symboliku. Ukážeme
zde pravidla a techniky výpočtu derivacı́ počı́naje elementárnı́mi funkcemi a konče derivacı́ funkce složené.

Ukážeme si dále praktický význam derivace a jejı́ nenahraditelnou funkci při řešenı́ matematických a praktických
problémů. Po prostudovánı́ kapitoly byste měli být schopni vypočı́tat derivaci každé elementárnı́ funkce.

9.1 Derivace funkce v bodě
Rychlost, tečna

K zavedenı́ pojmu derivace vedly předevšı́m úlohy typu stanovit okamžitou rychlost přı́močarého pohybu hmotného
bodu, či napsat rovnici tečny ke grafu libovolné reálné funkce v daném bodě.

Úloha o rychlosti
Našı́m úkolem je zjistit okamžitou rychlost auta. Předpokládejme pohyb auta po přı́mé dráze

s = f(t) (9.1)

v závislosti na čase t (viz obrázek ??). Označme ∆s přı́růstek dráhy s za dobu ∆t od okamžiku spuštěnı́ stopek t0
do okamžiku t0 + ∆t. Potom

∆s = f(t0 + ∆t)− f(t0). (9.2)

Obrázek 9.1: Isaac Newton
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Obrázek 9.2: Gottfried Wilhelm Leibniz

Podı́l

v =
∆s
∆t

=
f(t0 + ∆t)− f(t0)

∆t
(9.3)

značı́ průměrnou rychlost pohybu auta v časovém úseku od t0 do t0 + ∆t. Budeme-li dále neomezeně zmenšovat
∆t až k 0, přejde průměrná rychlost v na okamžitou rychlost v0. Je tedy

v0 = lim
∆t→0

∆s
∆t

= lim
∆t→0

f(t0 + ∆t)− f(t0)
∆t

· (9.4)

Obrázek 9.3: Graf funkce s = s(t).

Poznámka 9.1.1. Předchozı́ úloha vedla na výpočet okamžité rychlosti. Nemusı́me se ovšem omezovat
pouze na pohyb bodu (auta). Rychlost můžeme chápat také jako tempo změny (růstu) obecně libo-
volné veličiny závislé na čase, takže můžeme sledovat napřı́klad tempo růstu důchodů v ČR, rychlost
růstu cen určité komodity či tempo klesánı́ státnı́ho deficitu. Jestliže napřı́klad s = s(t) znamená počet
obyvatel určité oblasti v čase t měřeném v rocı́ch, pak rychlost růstu počtu obyvatel (nebo rychlost
klesánı́, obecně mı́ra změny) bude také určena předchozı́m způsobem a lze ji vyjádřit mı́rou nebo jed-
notkou analogickou k jednotce rychlosti pohybu nějakého objektu: počet obyvatel za rok, nebo obecněji
počet obyvatel za časovou jednotku. Klı́čem ke stanovenı́ tempa změny bude určenı́ strmosti stoupánı́
nebo klesánı́ grafu přı́slušné funkce; změřı́me to pomocı́ strmosti tečny ke grafu funkce, tudı́ž pomocı́
směrnice takové tečny. To bude obsahem našich dalšı́ch úvah.
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Obrázek 9.4: Tečna ke grafu funkce.

Úloha o tečně

Máme za úkol najı́t rovnici tečny v bodě T [x0, f(x0)] ke grafu spojité funkce y = f(x) (viz obrázek ??).

Rovnici tečny jako rovnici přı́mky lze určit napřı́klad ve směrnicovém tvaru pomocı́ bodu, u nás T ,
a jejı́ směrnicı́ kt = tg α. Nynı́ se nabı́zı́ otázka, jak takovou směrnici najı́t. Zvolme si na grafu funkce
libovolný bod S[x0 + ∆x, f(x0 + ∆x)] pro ∆x 6= 0 poblı́ž bodu T (S 6= T ). Pak přı́mka TS je jistě sečnou
grafu funkce, označme ji jako s, a jejı́ směrnici označme ks; bude ks = tg β.

Co by se stalo, kdybychom bod S stále přibližovali po grafu funkce k bodu T ? Určitě by se měnila
směrnice sečny, až by v limitnı́m přı́padě, kdy by vzdálenost ∆x mezi body T a S byla libovolně malá,
sečna by přecházela v tečnu t, a pro směrnici kt této tečny bude kt = lim

∆x→0
ks. (Oba body by prakticky

splynuly v jeden a vytvořili bychom přı́mku, která má s daným grafem společný právě jeden bod, tedy
tečnu.) V jazyce matematiky bude naše úvaha vypadat následovně:

kt = lim
∆x→0

ks = lim
∆x→0

∆y
∆x

= lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)
∆x

· (9.5)

Pokud lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)
∆x

= kt existuje a je konečná, je úloha o určenı́ tečny t ke grafu funkce

y = f(x) v daném bodě T [x0, f(x0] vyřešena: hledaná rovnice tečny t ve směrnicovém tvaru je

t : y − f(x0) = kt · (x− x0). (9.6)

Pokud porovnáme vztahy ?? a ??, zjistı́me, že až na označenı́ neznámých jsou naprosto totožné.
Tedy po matematické stránce tyto dvě úlohy vedou na problém určenı́ stejné limity a vzhledem k jejı́
důležitosti dostala tato limita speciálnı́ název derivace funkce v bodě. Velmi často se v jejı́m výpočtu
využı́vá také substituce v limitě: klademe x = x0 + h, tedy h = x − x0 (neboli přı́růstek ∆x pro x
bude nynı́ označen jako h). Pak vztah pro směrnici tečny dostává tvar:

kt = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

· (9.7)

A nynı́ již můžeme přistoupit k definici derivace funkce v bodě.

Definice 9.1.1. Řı́káme, že funkce má v bodě x0 ∈ D(f) derivaci, je-li definovaná v okolı́ bodu x0 a existuje-

li limita lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

· Tuto limitu nazýváme derivacı́ funkce f v bodě x0 a značı́me ji f ′(x0) nebo
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dy

dx
(označenı́ zavedené G.W.Leibnizem, jehož výhodu si vysvětlı́me později). Proto

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

· (9.8)

Poznámka 9.1.2. Definice tedy připouštı́ také nevlastnı́ limity. Pokud určujeme rovnici tečny grafu dané
funkce v daném bodě, musı́me se na základě definice směrnice přı́mky omezit na konečnou limitu.

Výpočet derivace funkce pomocı́ definice

Přı́klad 9.1.1. Pomocı́ definice najděme derivaci funkce f : f(x) = x2 v bodě x0 = 3.

Řešenı́: 9.1.1. Počı́táme podle definice:

f ′(3) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

= lim
h→0

(3 + h)2 − 32

h
=

= lim
h→0

9 + 6h+ h2 − 9
h

= lim
h→0

h(6 + h)
h

= lim
h→0

(6 + h) = 6. ♣

Poznamenejme, že operace krácenı́ nebo dělenı́ zlomku
9 + 6h+ h2 − 9

h
reálným čı́slem h neznamená

dělenı́ nulou, což by byl nepřı́pustný krok: toto dělenı́ vystupuje pod znakem limity lim
h→0

9 + 6h+ h2 − 9
h

a o čı́sle h se na základě definice limity předpokládá (viz kapitolu o limitách funkcı́), že se sice neome-
zeně přibližuje k nule, nicméně pokaždé je různé od nuly: h 6= 0. Proto lze korektně psát

lim
h→0

9 + 6h+ h2 − 9
h

= lim
h→0

6h+ h2

h
= lim
h→0

(6 + h).

Tuto argumentaci ”o krácenı́ v limitě”uvedenou v kapitole o limitách lze uplatnit také v jiných
přı́kladech.

Výpočet derivace funkce pomocı́ definice

Přı́klad 9.1.2. Pomocı́ definice najděme derivaci funkce f : f(x) =
√
x v bodě x ∈ D(f).

Řešenı́: 9.1.2. Počı́táme podle definice:

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= lim
h→0

√
x+ h−

√
x

h
= lim
h→0

√
x+ h−

√
x

h
·
√
x+ h+

√
x

√
x+ h+

√
x

;

čitatele a také jmenovatele zlomku jsme násobili stejným čı́slem, vztah rovnosti zůstává v platnosti;
v čitateli pokračujeme roznásobenı́m neboli úpravou na rozdı́l čtverců. Po zrušenı́ x a krácenı́ h máme:

lim
h→0

√
x+ h−

√
x

h
·
√
x+ h+

√
x

√
x+ h+

√
x

= lim
h→0

x+ h− x
h · (
√
x+ h+

√
x)

=
1

2
√
x
· ♣

Výpočet derivace funkce pomocı́ definice

Přı́klad 9.1.3. Pomocı́ definice najděme derivaci funkce f : f(x) = ex v bodě x0.

Řešenı́: 9.1.3. Počı́tejme podle definice:

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

= lim
h→0

(e)x0+h − ex0

h
= lim
h→0

ex0eh − ex0

h
=
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= lim
h→0

ex0(eh − 1)
h

= ex0 lim
h→0

eh − 1
h

= ex0 .

♣

Poznámka 9.1.3. V poslednı́m kroku jsme využili znalosti speciálnı́ limity lim
h→0

eh − 1
h

= 1.

Geometrická interpretace derivace funkce v bodě

Na začátku kapitoly jsme hledali tečnu ke grafu funkce určené předpisem y = f(x) v bodě T [x0, y0]
a dospěli jsme k závěru, že pro směrnici tečny platı́ vztah ??, což je zároveň definice derivace funkce v
bodě. Zopakujme, že lze tedy psát kt = f ′(x0) a konečně pro rovnici tečny ke grafu funkce y = f(x) v
bodě T [x0, y0] platı́:

y − y0 = f ′(x0) · (x− x0) (9.9)

Z předchozı́ch úvah plyne ještě jeden velmi důležitý poznatek. Jelikož derivace funkce v bodě je
rovna směrnici tečny v tomto bodě, můžeme řı́ci, že pokud je směrnice kladná, resp. záporná, je tečna v
tomto bodě rostoucı́, resp. klesajı́cı́ přı́mka (vždy se dı́váme zleva doprava) (obrázek ??).

Bod dotyku je současně bodem grafu funkce, takže můžeme naši úvahu shrnout do následujı́cı́ věty.

Věta 9.1.1. Má-li funkce f v každém bodě intervalu (a, b) kladnou, resp. zápornou derivaci, je v tomto intervalu
rostoucı́, resp. klesajı́cı́.

Obrázek 9.5: Význam znaménka prvnı́ derivace.

Po nastudovánı́ předchozı́ch odstavců tedy teoreticky umı́me najı́t tečnu ke grafu funkce v libo-
volném bodě. (Samozřejmě musı́ v tomto bodě existovat vlastnı́ neboli konečná limita.) Dále umı́me roz-
poznat, ve kterých intervalech definičnı́ho oboru funkce klesá či roste. Zvládnutı́ rozpoznánı́ takových
vlastnostı́ funkcı́ je nezbytné pro úspěšné zvládnutı́ problému vyšetřit průběh funkce, což je stěžejnı́
úloha diferenciálnı́ho počtu. Zbývá tedy převést teorii do praxe a vyzkoušet si řešenı́ konkrétnı́ch úloh.
Zatı́m umı́me derivovat použitı́m definice derivace. Ponechme proto ukázkové přı́klady až na dobu,
kdy nám derivace libovolné funkce nebude dělat problémy.
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9.2 Derivace funkce na množině
Derivace jako nová funkce

Necht’ je funkce f definována na množině M ⊂ R. Označme M1, M1 ⊂ M jako množinu všech čı́sel,
v nichž má tato funkce derivaci, a předpokládejme M1 6= ∅. Potom můžeme na množině M1 definovat
funkci g : M1 → R vztahem g(x) = f ′(x) pro x ∈ M1.

Poznámka 9.2.1. Předchozı́ úvaha znamená, že z definičnı́ho oboru funkce f vybereme jen ty hodnoty x
(a vytvořı́me z nich množinuM1), ve kterých existuje limita definujı́cı́ derivaci funkce v bodě x. Množina
M1 se tak stane definičnı́m oborem nové funkce g(x). Napřı́klad funkce f : y = |x| s definičnı́m oborem
D(f) = R nemá derivaci v bodě x = 0. Proto lze uvažovat o množině M1, na které naopak existuje
derivace funkce absolutnı́ hodnota, jako M1 = R− {0}.

Funkci g(x) pak nazveme derivacı́ funkce f na množině M1 a značı́me ji jako f ′ nebo
df

dx
·

Poznámka 9.2.2. Derivace funkce v bodě je tedy čı́slo, ale derivace funkce na množině je opět funkce.
Jejı́ hodnoty jsou tvořeny jednotlivými hodnotami derivace původnı́ funkce pro x ∈M1.

Poznámka 9.2.3. Uvědomme si, že derivace funkce v bodě je definována jako limita a tedy jako limita
má všechny vlastnosti plynoucı́ z této definice; uvedli jsme je v předchozı́ch kapitolách. Musı́ existovat
také souvislost mezi existencı́ derivace funkce v bodě a spojitostı́ funkce v tomto bodě. Jde o analogickou
souvislost, kterou jsme se zabývali u spojitosti funkce v bodě a existencı́ jejı́ limity v tomto bodě, ale
derivace je také limita, proto tato otázka je na mı́stě. Uved’me bez důkazu tvrzenı́:

Věta 9.2.1. Má-li funkce f v bodě x0 derivaci, je v tomto bodě spojitá.

Doposud jsme ukázali výpočet derivace funkce pomocı́ definice. Tabulka ?? uvádı́ vzorce pro de-
rivace některých elementárnı́ch funkcı́; tyto vzorce lze také odvodit na základě definice derivace jako
limity.

Základnı́ pravidla pro počı́tánı́ derivacı́ uvedeme formou věty. Důkazy jsou založeny na vlastnostech
limit.

Věta 9.2.2. Jestliže funkce u(x), v(x) majı́ v bodě x0 derivaci, má v bodě x0 derivaci i součet, rozdı́l a součin

funkcı́ u(x), v(x) a pro v(x) 6= 0 i podı́l
u(x)
v(x)

a platı́:

derivace součtu: (u+ v)′ = u′ + v′

derivace rozdı́lu: (u− v)′ = u′ − v′
derivace součinu: (uv)′ = u′v + uv′

derivace podı́lu
(
u

v

)′
=
u′v − uv′

v2

derivace speciálnı́ho podı́lu:
(

1
v

)′
= − v

′

v2

(9.10)

Derivace součtu, rozdı́lu, součinu a podı́lu elementárnı́ch funkcı́

Přı́klad 9.2.1. Následujı́ ukázkové přı́klady: určeme derivaci funkce y v libovolném bodě jejı́ho de-
finičnı́ho oboru:

1. y = 0, 5x2 − 5x+ 6 2. y = x4 − x2 + 1 3. y = 6x3 cosx

4. y = x lnx 5. y =
x2

x− 1
6. y = x2 − 1

x3

Řešenı́: 9.2.1. 1. Použijeme pravidla z tabulky a pravidla pro derivace součtu (rozdı́lu), násobku.
y′ = 0, 5(2x2−1)− 5(1) + 0 = x− 5.
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Funkce f Derivace f ′ Podmı́nky platnosti

c 0 x ∈ (−∞, ∞)
x 1 x ∈ (−∞, ∞)
xn nxn−1 x ∈ (−∞, ∞), n ∈ R
1
x

− 1
x2 x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, ∞)

ex ex x ∈ (−∞, ∞)
ax ax ln a x ∈ (−∞, ∞), a > 0

lnx
1
x

x ∈ (0, ∞)

loga x
1

x ln a
x ∈ (0, ∞), a > 0, a 6= 1

sinx cosx x ∈ (−∞, ∞)
cosx − sinx x ∈ (−∞, ∞)

tg x
1

cos2 x
x 6= π/2 + kπ, k ∈ Z

cotgx − 1
sin2 x

x 6= kπ, k ∈ Z

arcsinx
1√

(1− x2)
x ∈ (−1, 1)

arccosx − 1√
(1− x2)

x ∈ (−1, 1)

arctg x
1

(1 + x2)
x ∈ (−∞, ∞)

Tabulka 9.1: Derivace elementárnı́ch funkcı́

2. y′ = 4x4−1 − 2x2−1 + 0 = 4x3 − 2x.

3. Tato funkce je součinem dvou elementárnı́ch funkcı́ u = 6x3 a v = cosx, proto využijeme vztahu
pro derivaci součinu (uv)′. Abychom mohli dosadit do přı́slušného vztahu, vypočteme si nejprve
u′ a v′. Máme u′ = 18x2, v′ = − sinx a po dosazenı́ dostáváme:

y′ = (uv)′ = u′v + uv′ = 18x2 cosx+ 6x3(− sinx).

4. Obdobně jako v předchozı́m přı́kladě použijeme vztah pro derivaci součinu, kde u = x, v = lnx,

u′ = 1 a v′ =
1
x

. Pak y′ = 1 · lnx+ x
1
x

= lnx+ 1.

5. Již zadánı́ přı́kladu napovı́dá, že se jedná o zlomek, musı́me tedy použı́t vztahu pro derivaci
podı́lu. Opět si označı́me: čitatel u = x2, v = x− 1. Pak budeme mı́t u′ = 2x, v′ = 1 a v2 = (x− 1)2.
Po dosazenı́ dostaneme:

y′ =

(
u

v

)′
=
u′v − uv′

v2 =
(2x(x− 1))− (x2 · 1)

(x− 1)2 =
x2 − 2x
(x− 1)2 ·

6. Funkce v zadánı́ je nynı́ součtem dvou členů, z nichž jeden je zlomek. Budeme derivovat součet, v
něm na druhý aplikujeme vztah pro derivaci zlomku. Tedy:

y′ = 2x−
(0 · x3)− (1 · 3x2)

x6 = 2x−
− 3x2

x6 = 2x+
3
x4 · ♣
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Derivace složené funkce
V praktických úlohách se samozřejmě nesetkáváme pouze s elementárnı́mi funkcemi, nýbrž se zde

objevuje složitějšı́ argument, či několik funkcı́ složených do sebe. Existujı́ dalšı́ pravidla pro derivace
funkcı́ utvořených právě tı́mto způsobem; uvádı́ je následujı́cı́ věta.

Věta 9.2.3. Jestliže funkce z = g(x) má derivaci v bodě x0 a jestliže funkce y = f(z) má derivaci v bodě
z0 = g(x0), má složená funkce y = f(g(x)) derivaci v bodě x0 a platı́

(f(g(x)))′x=x0
= f ′(g(x0)) · g′(x0). (9.11)

Poznámka 9.2.4. Možná, že předchozı́ tvrzenı́ způsobı́ najednou zmatek. Vı́me však, že každá složená
funkce je vytvořena pomocı́ několika funkcı́, které jsou vloženy postupně jedna do dalšı́ - složenou
funkci tedy tvořı́ konečný řetězec funkcı́ začı́najı́cı́ vnitřnı́ funkcı́ až po tu poslednı́, vnějšı́ funkci. Z
této struktury složené funkce vyplývá postup při jejı́m derivovánı́, který je obsahem tvrzenı́ předchozı́
věty: nejprve vezmeme vnějšı́ funkci, tu derivujeme jako funkci jednoduchého argumentu, a pak po-
kračujeme násobenı́m derivacı́ vnitřnı́ funkce. Někdy se tomuto pravidlu derivovánı́ složené funkce
řı́ká také řetězové pravidlo. Věta uvádı́ tedy jeho princip pro derivovánı́ složené funkce tvaru f(g(x)),
ale z tohoto principu lze snadno nahlédnout zobecněnı́ i pro vı́ce vložených funkcı́: vždy postupujeme
od vnějšı́ funkce, tu derivujeme tak, jako by byla jednoduchého argumentu; pak postupujeme dovnitř
a derivujeme dalšı́ funkce, až se dostaneme k poslednı́, vnitřnı́ funkci, která již nenı́ složená; jednot-
livé derivace vynásobı́me. Derivaci složené funkce si můžeme představit jako loupánı́ cibule. Nejprve
sloupneme prvnı́ vrstvu, pak druhou, třetı́ a tak dále až se dostaneme k samému středu nebo jádru.

Uvedeme ještě přı́klad, který vysvětlı́, proč je řetězové pravidlo právě tvaru součinu derivacı́ jednot-
livých složek složené funkce.

Předpokládejme, že poptávka D(p) po určitém zbožı́ závisı́ na jeho ceně p a že tato cena p závisı́ na
čase - jak je obvyklé, cena se s časem měnı́ a obvykle roste v čase: lze psát p = p(t) neboli cena zbožı́
je funkcı́ času. Proto celkově - prostřednictvı́m závislosti p = p(t) - poptávka závisı́ až na čase jako
složená funkce: D = D(t) = D(p(t)). Předpokládejme nynı́ napřı́klad, že jednotková cena našeho zbožı́
vzroste za jednotku času 1,2-násobně a že poptávka na takovou změnu v jednotkové ceně zbožı́ reaguje
80 procentnı́m poklesem prodeje zbožı́ (ve vhodných jednotkách: balenı́, kusech a pod.) K jaké změne
- poklesu poptávky za časovou jednotku tedy docházı́: uvedené změny se násobı́, tj. poptávka klesne
mı́rou, která je součinem 1, 2 · 0, 8 = 0, 96 neboli má hodnotu 96 procent velikosti původnı́ poptávky.

Nynı́ si ukažme přı́klad.

Výpočet derivace složené funkce

Přı́klad 9.2.2. Vypočteme derivaci funkce v libovolném bodě jejı́ho definičnı́ho oboru:

1. y = (x5 + x3 + 1)6

2. y = sin2(x2 + 3)

3. y = 4
(1−x)2

Řešenı́: 9.2.2. 1. U prvnı́ funkce vidı́me okamžitě podle závorek, že jsou do sebe vloženy pouze dvě
funkce. Vnějšı́ funkce je šestá mocnina argumentu v závorce, vnitřnı́ funkce pak přı́mo ta funkce
v závorce, kterou si můžeme označit třeba z = z(x) = x5 + x3 + 1.

V kapitole ?? jsme zavedli označenı́ derivace užı́vané Leibnizem, nynı́ si vysvětlı́me jeho výhody.

V prvé řadě je ze zlomku
dy

dx
okamžitě vidět, jak derivace vznikla, tedy derivovali jsme y podle

nezávislé proměnné x. Druhou výhodu zápisu zlomkem využı́váme při derivaci složených funkcı́.
V tomto přı́kladě jsme použili vyjádřenı́ y = y(z) = y(z(x)), hledáme tedy derivaci y podle x:

y′ =
dy

dx
,

71



ale y je funkcı́ z. Pokud bereme
dy

dx
jako ”klasický”zlomek, můžeme jej rozšı́řit o naše dz:

y′ =
dy

dx
=
dy

dz
·
dz

dx
.

Leibnizovo praktické označenı́ nám dává návod, jak počı́tat derivace složené funkce, a je v něm
obsaženo i to označenı́ jako ”řetězové pravidlo”. V našem přı́padě má funkce tvar y = z6; derivaci
pak můžeme vyjádřit následovně:

y′ =
dy

dz
·
dz

dx
= 6z5 · (5x4 + 3x2 + 0) = 6(x5 + x3 + 1)5(5x4 + 3x2 + 0).

2. Druhá funkce je poněkud složitějšı́, pro lepšı́ zjištěnı́ struktury složené funkce je někdy vhodné
předpis funkce přezávorkovat: (sin(x2 +3))2. Tato funkce je složená ze třı́ funkcı́; z druhé mocniny
(y = (z)2), z goniometrické funkce sinus (z = sin t) a kvadratické funkce (t = x2 + 3), a to v tomto
uvedeném pořadı́ od vnějšı́ k vnitřnı́. Jejı́ derivace je proto:

y′ =
dy

dx
=
dy

dz
· dz
dt
· dt
dx

= 2z · cos t · (2x) = 2 sin(x2 + 3) · cos(x2 + 3) · 2x = 2x · sin(2x2 + 6).

3. Na prvnı́ pohled nenı́ tento přı́klad typickou úlohou na derivaci složené funkce. V odstavci
věnovaném derivaci součtu, rozdı́lu, součinu a podı́lu funkcı́ jsme derivaci počı́tali podle vzorce
pro derivaci podı́lu. Dále jsme se zmı́nili, že pokud je v čitateli zlomku pouze konstanta, lze deri-

vaci počı́tat jednoduššı́m způsobem. Tedy: y =
4

(1− x)2 = 4(1− x)−2, což je tvar složené funkce a

jejı́ derivace je:

y′ = 4(−2)(1− x)−3 · (−1) = 8(1− x)−3 =
8

(1− x)3 · ♣

V závěru kapitoly ?? jsme diskutovali problém vyjádřenı́ tečny grafu funkce v libovolném bodě T a
s nı́m spojené vyhledávánı́ intervalů, kde funkce roste či klesá. Určit vlastnost funkce ”je rostoucı́”, ”je
klesajı́cı́”můžeme obecněji nahradit slovy ”vyšetřete monotonii funkce”.

Nynı́ ukážeme řešenı́ praktických úloh, v nichž je úkolem najı́t tečnu, přı́padně vyšetřit monotonii
funkce.

Úlohy o tečnách 1

Přı́klad 9.2.3. Najděte rovnici tečny ke grafu funkce y = f(x) v bodě T [x0, y0].

1. y = x2 − 2x, T [4, ?]

2. y = 2 cosx, T [0, ?]

Řešenı́: 9.2.3. 1. Podle vztahu ?? pro rovnici tečny t grafu funkce y = f(x) v bodě T [x0, y0] máme

t : y − y0 = f ′(x0)(x− x0).

Proto je pro nalezenı́ rovnice tečny nutná znalost směrnice kt = f ′(x0) a bodu dotyku T [x0, y0].
V zadánı́ je ovšem uvedena pouze x-ová souřadnice bodu dotyku T , je proto nutné nejprve najı́t
y-ovou souřadnici, což nenı́ nic jiného, než určit funkčnı́ hodnotu funkce f pro x0 = 4. Tedy

y0 = f(x0) = f(4) = 42 − 2 · 4 = 8

a pro směrnici kt platı́
kt = f ′(x0) = (2x− 2)x=4 = 6.
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Obrázek 9.6: Ilustrativnı́ obrázek tečny v bodě, pro který platı́ f ′(x1) = 0.

Po dosazenı́ do vztahu ?? dostáváme rovnici tečny

t : y − 8 = 6 · (x− 4) neboli t : y = 6x− 16.

2. Ukažme si nynı́ na tomto přı́kladu vlastnost, která bude pro dalšı́ úvahy naprosto nezbytná. Opět
budeme hledat tečnu ke grafu funce. Obdobně jako v minulé úloze nejprve dopočı́táme y-ovou
souřadnici bodu dotyku a poté pomocı́ derivace i směrnici tečny v tomto bodě:

y0 = f(0) = cos 0 = 1, proto kt = (cosx)′x=0 = − sin 0 = 0.

Po dosazenı́ do vztahu (1.8) zı́skáme rovnici tečny:

y − 1 = 0 · (x− 0) neboli y = 1. ♣

Tečna je tedy přı́mka rovnoběžná s osou ox a procházı́ bodem [0, 1]. Pro ilustraci uvádı́me obecný
obrázek ?? takové situace.

Zjistili jsme jednu zajı́mavou skutečnost: pokud derivace v bodě dotyku je rovna 0, pak je tečna
rovnoběžná s osou ox a graf funkce v tomto bodě může, ale nemusı́ dosahovat své maximálnı́ resp. mi-
nimálnı́ hodnoty (svého extrému). Jinými slovy řečeno pokud je derivace funkce v bodě T nenulová,
funkce zde nemůže dosáhnout maximálnı́ resp. minimálnı́ hodnoty. Tato úvaha nám přinesla nový po-
znatek; známe nynı́ nutnou podmı́nku pro existenci extrému funkce: je to podmı́nka

f ′(x0) = 0 (9.12)

Poznámka 9.2.5. Jde pouze o nutnou, nikoliv postačujı́cı́ podmı́nku. Co to znamená: např. funkce y = x3

nemá v bodě T [0, 0] extrém a přitom je jejı́ derivace v bodě x = 0 nulová. Využitı́ zı́skaného poznatku
uvidı́me v dalšı́ kapitole (Optimalizace).

V mnoha praktických úlohách se setkáváme s jiným typem úloh, kde hledáme rovnici tečny ke grafu
funkce, ale neznáme ani jednu souřadnici dotykového bodu. Máme ale jiné informace; napřı́klad vı́me,
že daná tečna má

• mı́t směrnici rovnu konkrétnı́ hodnotě,
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• s osou ox svı́rat daný úhel α,

• být rovnoběžná se zadanou přı́mkou p,

• být kolmá na zadanou přı́mkou p.

Ukažme si na přı́kladech, jak řešit výše zmı́něné úlohy.

Úlohy o tečnách 2

Přı́klad 9.2.4. Je dána funkce f : y = 2x2 + x − 1. Na grafu funkce y = f(x) určeme bod T [x0, y0] tak,
aby:

1. tečna v bodě T měla směrnici kt = 5;

2. tečna v bodě T měla směrový úhel α = 600;

3. tečna v bodě T byla rovnoběžná s přı́mkou p : y − x− 10 = 0;

4. tečna v bodě T byla kolmá k přı́mce p : y = 1− 3x.

Řešenı́: 9.2.4. Hlavnı́ myšlenkou postupů řešenı́ těchto úloh zůstává: potřebujeme najı́t směrnici tečny
ke grafu funkce a ta je rovna derivaci funkce v bodě.

1. Pokud má mı́t tečna směrnici kt = 5, lze jejı́ směrnici najı́t jako derivaci funkce v bodě dotyku,
tedy

f ′(x) = (2x2 + x− 1)′ = 4x+ 1 = 5.

Odtud x0 = 1. Nynı́ již vı́me, že x-ová souřadnice bodu dotyku je rovna 1 a stačı́ pouze dohledat
y-ovou souřadnici jako funkčnı́ hodnotu y0 = f(1) = 2.
Konečně hledaný bod je T [1, 2].

2. Pokud si uvědomı́me, že pro směrnici k přı́mky ve směrnicovém tvaru y = k · x + q, tedy i pro
tečnu, platı́ k = tg α, můžeme zadánı́ přeformulovat: hledáme bod T tak, aby tečna procházejı́cı́
tı́mto bodem měla směrnici kt = tg 600 =

√
3. Takový přı́klad jsme již před chvı́lı́ řešili.

Má být

f ′(x) = 4x+ 1 =
√

3, odkud x0 =

√
3− 1
4

, y0 = −
3
4
·

Hledaným bodem je T
[√

3−1
4 , − 3

4

]
·

3. Nutnou a postačujı́cı́ podmı́nkou rovnoběžnosti dvou přı́mek je rovnost jejich směrnic. Pro většı́
přehlednost převedeme obecný tvar přı́mky p na směrnicový tvar p : y = x + 10 a máme kp = 1.
Opět tedy řešı́me stejnou úlohu:

f ′(x) = (2x2 + x− 1)′ = 4x+ 1 = 1, odkud x0 = 0, y0 = f(0) = 1.

Bodem dotyku je T [0, 1].

4. Nutnou a postačujı́cı́ podmı́nkou kolmosti dvou přı́mek t, p je:

t ⊥ p tehdy a jen tehdy, jestliže kt · kp = −1

(symbolem t ⊥ p se zapisuje kolmost přı́mek t, p). V našem přı́padě je kp = −3 a podle

předchozı́ho vztahu musı́ být pro směrnici tečny kolmé na přı́mku p splněno kt =
1
3
· Odtud

plyne:

f ′(x) = (2x2 + x− 1)′ = 4x+ 1 =
1
3
, proto x0 = −

1
6
, y0 = f(0) = −

10
9
·

Hledaným bodem je T
[
− 1

6 , −
10
9

]
· ♣
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Monotonie

Přı́klad 9.2.5. Užitı́m derivace funkce y = f(x) určeme intervaly, ve kterých je daná funkce rostoucı́,
resp. klesajı́cı́:

1. y = 2x3 − x2 − 8x+ 4

2. y = x+
1
x

Řešenı́: 9.2.5. Připomeňme, že funkce je rostoucı́, resp. klesajı́cı́ v bodě právě tehdy, když je derivace v
tomto bodě kladná, resp. záporná. Tedy body, v nichž derivace měnı́ znaménko, pro nás budou důležité.
Aby se tak stalo, musı́ hodnota derivace funkce v bodě ”přejı́t přes nulu”. Protože jde o významnou
množinu bodů, zı́skala speciálnı́ název. Body, v nichž f ′(x) = 0, nazýváme stacionárnı́ (také kritické) body.
Samozřejmě musı́me vzı́t v úvahu i body, které nejsou v definičnı́m oboru funkce f a f ′, nebot’ v nich
nelze vyloučit změnu monotonie funkce.

1. Kvůli určenı́ stacionárnı́ch bodů vypočı́tejme derivaci funkce a položme ji rovnou nule: máme

f ′(x) = (2x3 − x2 − 8x+ 4)′ = 6x2 − 2x− 8 = 0.

Vyřešenı́m kvadratické rovnice zı́skáme dvě hodnoty x1 = −1, x2 =
4
3

. Definičnı́m oborem dané

funkce jsou všechna reálná čı́sla, proto zůstávajı́ oba body podezřelé ze změny monotonie. Celý
definičnı́ obor D(f) můžeme rozdělit na tři intervaly:

(−∞, −1);
(
−1,

4
3

)
;

(
4
3
, ∞

)
.

V jednotlivých intervalech se již znaménko prvnı́ derivace neměnı́, proto v nich funkce stále roste
nebo klesá. Postačı́ vybrat libovolnou hodnotu x z každého intervalu a podle znaménka prvnı́
derivace v x rozhodnout, zda tam funkce roste či klesá. V prvnı́m intervalu zvolı́me napřı́klad
x = −2 =⇒ f ′(−2) = 20 > 0, tedy na intervalu (−∞, −1) funkce roste. Z druhého intervalu
vybereme hodnotu x = 0 =⇒ f ′(0) = −8 < 0, funkce je na intervalu

(
−1, 4

3

)
klesajı́cı́. Konečně

pro třetı́ interval zvolme x = 2 =⇒ f ′(2) = 12 > 0, proto funkce je na intervalu
(

4
3 , ∞

)
opět

rostoucı́.

2. Ted’ bez slovnı́ho doprovodu.

y′ =

(
x+

1
x

)′
= 1−

1
x2 = 0.

Derivace nenı́ definovaná v bodě x1 = 0. Po úpravě rovnice zı́skáme stacionárnı́ body

x2 = 1, x3 = −1.

Pokud je bodů vı́ce, bývá vhodné nakreslit si reálnou osu a jednotlivé hodnoty zapsat ve správném
pořadı́ (od nejmenšı́ k největšı́, zleva doprava) a znaménko derivace funkce v bodě z každého
takto vzniklého intervalu naznačit rostoucı́ či klesajı́cı́ šipkou jako na obrázku ??. Daná funkce je
rostoucı́ na intervalech (−∞, −1), (1, ∞) a klesajı́cı́ na intervalech (−1, 0), (0, 1). ♣
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9.3 Monotonie a extrémy

V předchozı́ch odstavcı́ch jsme se postupně setkávali s pojmy stacionárnı́ bod, monotonie a lokálnı́
extrém. Přistupovali jsme k nim tak, aby byly čtenáři předevšı́m srozumitelné a mnohdy se stalo, že
korektnı́ zápisy a definice byly zatlačeny do pozadı́. Vzhledem k důležitosti předchozı́ho textu pro
následujı́cı́ kapitoly, si nabyté poznatky nynı́ shrneme a doplnı́me (již naprosto korektnı́m způsobem).
Připravı́me si tak veškeré nástroje potřebné k řešenı́ stěžejnı́ho problému učiva tohoto semestru - pro
vyšetřovánı́ průběhu funkce.

Definice 9.3.1. Bod x0 nazýváme stacionárnı́m bodem funkce f , existuje-li f ′(x0) a je-li f ′(x0) = 0.

Definice 9.3.2. Řı́káme, že funkce f : R → R je rostoucı́ v bodě a ∈ R právě tehdy, když existuje
P (a) ⊂ D(f) takové, že

∀x ∈ P−(a) : f(x) < f(a)a∀x ∈ P+(a) : f(x) > f(a).

Obdobně můžeme definovat pojmy klesajı́cı́, neklesajı́cı́ a nerostoucı́.

Poznámka 9.3.1. P−(a), resp. P−(a) značı́ levé, resp. pravé prstencové okolı́ bodu a.

Definice 9.3.3. Řı́káme, že funkce f : R→ R má v bodě a ∈ R

1. ostré lokálnı́ maximum právě tehdy, když existuje P (a) ⊂ D(f) takové, že ∀x ∈ P (a) : f(x) < f(a)

2. ostré lokálnı́ minimum právě tehdy, když existuje P (a) ⊂ D(f) takové, že ∀x ∈ P (a) : f(x) > f(a)

Pokud zaměnı́me ostré nerovnosti za neostré, dostaneme definici pro lokálnı́ maximum, resp. lokálnı́
minimum. Obecně mluvı́me o lokálnı́ch extrémech.

Máme tedy zadefinovány nejdůležitějšı́ pojmy a nynı́ si uvedeme několik vět, které nám pomo-
hou jednoduše zjišt’ovat, na kterých intervalech je funkce rostoucı́ (klesajı́cı́), resp. jak dohledat lokálnı́
extrémy těchto funkcı́.

Věta 9.3.1. (Postačujı́cı́ podmı́nka pro lokálnı́ monotonii) Necht’ f : R→ R, a ∈ R a existuje f ′(a) ∈ R∗.
Pak

1. je-li f ′(a) > 0, je f v a rostoucı́,

2. je-li f ′(a) < 0, je f v a klesajı́cı́.

Věta 9.3.2. (Nutná podmı́nka pro lokálnı́ extrém - věta Fermatova) Necht’ f : R → R, a ∈ R a existuje
f ′(a) ∈ R∗. Má-li funkce f v bodě a extrém, pak f ′(a) = 0.

Předchozı́ tvrzenı́ nám sice zajišt’uje podmı́nku, za které by mohl nastat v bodě extrém, nic nám však
neřı́ká, zda tam opravdu nastane. Je dobré si uvědomit směr předchozı́ch dvou tvrzenı́ (implikacı́):

kladná (záporná) derivace v bodě⇒ funkce v bodě roste (klesá)

extrém v bodě⇒ nulová derivace v bodě.

Obráceně to neplatı́, což si ukážeme na přı́kladě. Uvažujme funkci

f : y = x3, x ∈ R

v bodě x = 0. Derivace f ′(x) = 3x2 a tedy f ′(0) = 0, přitom v libovolném levém okolı́ nuly platı́:
∀x ∈ P−(0) : f(x) < f(0) a v libovolném pravém okolı́ nuly platı́: ∀x ∈ P+(0) : f(x) > f(0). Tedy v
bodě x = 0 nenı́ extrém, přestože f ′(0) = 0 a navı́c je tam rostoucı́, i když neplatı́ f ′(0) > 0. Dále by nás
mohla zneklidnit informace, že extrému může nabýt funkce v bodě, v němž derivace vůbec neexistuje.
Pro ilustraci nemusı́me chodit daleko. Velmi známá funkce f : y = |x| naše obavy splňuje. Tato funkce
nemá v bodě x = 0 derivaci, má zde pouze jednostranné derivace (jednostranné limity) f ′− = −1 a
f ′+ = 1. Přitom vı́me, že má v tomto bodě minimum (∀x ∈ P (0) : f(x) > 0).

Bylo by tedy žádoucı́ poznat nějaké kritérium, které by nám nejen zaručilo, že v daném bodě extrém
nastane, ale také nám objasnilo, o jaký extrém se bude jednat (maximum nebo minimum), nebo-li
hledáme postačujı́cı́ podmı́nku pro existenci maxima, resp. minima.
Abychom ji mohli vyslovit, je nutné poznat, jak se chová funkce nejen v daném bodě, ale také v jeho
okolı́ (intervalu). Vyslovme dalšı́ užitečnou větu.
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Věta 9.3.3. (O monotonii na intervalu) Necht’ f : R→ R, je spojitá na intervalu I a necht’ v každém vnitřnı́m
bodě intervalu I existuje derivace, pak platı́:

1. Funkce f je na intervalu I rostoucı́ (klesajı́cı́), právě když pro všechny vnitřnı́ body x je f ′(x) > 0
(f ′(x) < 0).

2. Funkce f je na intervalu I neklesajı́cı́ (nerostoucı́), právě když pro všechny vnitřnı́ body x je f ′(x) ≥ 0
(f ′(x) ≤ 0).

3. Je-li f ′(x) = 0 pro každý vnitřnı́ bod intervalu I, je f konstantnı́ na I.

Jak již bylo řečeno znaménková změna prvnı́ derivace ovlivňuje monotonii funkce. Zaměřme se
konečně na body (stacionárnı́ body), v nichž k této změně docházı́. Velmi výstižný název pro stacionárnı́
body je též ”body podezřelé z extrému”.

Věta 9.3.4. (Postačujı́cı́ podmı́nky pro lokálnı́ maximum) Necht’ f : R→ R, je spojitá v bodě a ∈ R. Pak

1. Je-li f rostoucı́ na P−(a) a klesajı́cı́ na P+(a), pak f má v bodě a ostré lokálnı́ maximum.

2. Je-li ∀x ∈ P−(a) : f ′(x) > 0 a ∀x ∈ P+(a) : f ′(x) < 0, pak f má v bodě a ostré lokálnı́ maximum.

Věta 9.3.5. (Postačujı́cı́ podmı́nky pro lokálnı́ minimum) Necht’ f : R→ R, je spojitá v bodě a ∈ R. Pak

1. Je-li f klesajı́cı́ na P−(a) a rostoucı́ na P+(a), pak f má v bodě a ostré lokálnı́ minimum.

2. Je-li ∀x ∈ P−(a) : f ′(x) < 0 a ∀x ∈ P+(a) : f ′(x) > 0, pak f má v bodě a ostré lokálnı́ minimum.

Doposud jsem pracovali pouze s prvnı́ derivacı́ funkce, mnohdy pro nás bude výhodné určit i dru-
hou, třetı́ a obecně n-tou derivaci. Definujme ji tedy.

Definice 9.3.4. Derivaci

(f ′)′(x0) = lim
h→0

f ′(x0 + h)− f ′(x0)
h

budeme nazývat druhou derivacı́ funkce f v bodě x0.

Indukcı́ pak můžeme zavést derivace vyššı́ch řádů.

Definice 9.3.5. Necht’ f : R→ R má vlastnı́ derivaci f (n−1), n ∈ N v nějakém okolı́ bodu x0 z definičnı́ho
oboru D(f). Pak definujeme n-tou derivaci funkce v bodě x0 jako

f (n)(x0) = (f (n−1))′(x0).

Dále klademe f (0) = f .

Uved’me ještě poslednı́ tvrzenı́, které nám mnohdy může pomoci rozhodnout o monotonii či
extrému v bodě v přı́padě, kdy prvnı́ch n− 1 derivacı́ v bodě je nulových.

Věta 9.3.6. Necht’ f : R → R, a ∈ R a existuje n ∈ N, n ≥ 1 takové, že f ′(a) = f ′′(a) = . . . = f (n−1)(a) = 0
a f (n) 6= 0. Pak

1. Je-li n sudé a f (n) > 0, pak f má v bodě a ostré lokálnı́ minimum.

2. Je-li n sudé a f (n) < 0, pak f má v bodě a ostré lokálnı́ maximum.

3. Je-li n liché a f (n) > 0, pak f je v bodě a rostoucı́.

4. Je-li n liché a f (n) < 0, pak f je v bodě a klesajı́cı́.

Poznámka 9.3.2. Předchozı́ věta nám ukazuje mimo jiné způsob klasifikace extrémů, aniž bychom mu-
seli vyšetřovat znaménko prvnı́ derivace. Stačı́ tedy najı́t body podezřelé z extrému a spočı́tat druhou
derivaci v těchto bodech. Pokud bude záporná, jedná se o ostré lokálnı́ maximum, pokud bude kladná,
můžeme ho prohlásit za ostré lokálnı́ minimum.
Který ze způsobů klasifikace extrému zvolı́me, záležı́ na nás, resp. na situaci (Je jednoduššı́ dosazo-
vat dvě hodnoty do prvnı́ derivace, nebo vypočı́tat hodnotu druhé derivace ve stacionárnı́m bodě?). V
následujı́cı́ch přı́kladech využijme oba postupy.
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Uvedeme zde ještě jednoduššı́ a ucelenějšı́ zápis postačujı́cı́ podmı́nky pro lokálnı́ extrémy.

Věta 9.3.7. Necht’ f ′(x0) = 0 a necht’ existuje v bodě x0 druhá derivace.

1. Je-li f ′′(x0) < 0, má funkce f v bodě x0 ostré lokálnı́ maximum.

2. Je-li f ′′(x0) > 0, má funkce f v bodě x0 ostré lokálnı́ minimum.

Všechny výše uvedené poznatky si ilustrujme na funkci y = x3−2x (viz. obrázek ??), kde vidı́te i jejı́
prvnı́ a druhou derivaci!

Obrázek 9.7: Funkce a jejı́ derivace

Přı́klad 9.3.1. Vyšetřete monotonii a klasifikujte extrémy funkce f : y = (x2 − 1)4

Řešenı́: 9.3.1. Nejprve najdeme stacionárnı́ body (body podezřelé z extrému), tedy body pro které je
splněna nutná podmı́nka pro existenci extrému f ′(x) = 0.

f ′ : y′ = ((x2 − 1)4)′ = 4(x2 − 1)3 · 2x = 0

Podle pravidla, že součin se rovná nule právě tehdy, když alespoň jeden ze členů součinu se rovná
nule, nám vycházı́: x = −1 nebo x = 0 nebo x = 1. Rozdělı́me reálnou osu na čtyři intervaly:
(−∞,−1), (−1, 0), (0, 1) a (1,∞). Zvolı́me libovolnou hodnotu z každého intervalu a podle věty ??
určı́me znaménko prvnı́ derivace v každém intervalu.
Přehledné znázorněnı́ vidı́te v tabulce. Tedy funkce f klesá na intervalech (−∞,−1), (0, 1) a roste na
intervalech (−1, 0), (1,∞). Navı́c z tabulky plyne, že v bodech [−1, 0] a [1, 0] je ostré lokálnı́ minimum a
v bodě [0, 1] ostré lokálnı́ maximum.

(−∞,−1) [−1, 0] (−1, 0) [0, 1] (0, 1) [1, 0] (1,∞)

↘ MIN ↗ MAX ↘ MIN ↗
♣

Přı́klad 9.3.2. Vyšetřete monotonii a klasifikujte extrémy funkce f : y = x+ 1
x−2

Řešenı́: 9.3.2. Nejprve najdeme stacionárnı́ body (body podezřelé z extrému).

f ′ : y′ = 1− 1
(x− 2)2

=
x2 − 4x+ 3

(x− 2)2
=

(x− 3)(x− 1)
(x− 2)2

= 0.
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Body podezřelé z extrému jsou x = 1 nebo x = 3. Extrémy zkusı́me najı́t druhou metodou pomocı́
hodnot druhé derivace. Nejprve vyjádřı́me druhou derivaci:

f ′′(x) =
(2x− 4)(x− 2)− (x− 3)(x− 1)2(x− 2)

(x− 2)4
=

2
(x− 2)3

.

Po dosazenı́ bodů podezřelých z extrému dostáváme: f ′′(1) = −2 < 0, resp. f ′′(3) = 2 > 0 a podle věty
?? pro x = 1 má funkce lokálnı́ maximum, resp. pro x = 3 lokálnı́ minimum. Intervaly monotonie pak
doplnı́me z následujı́cı́ úvahy. Pokud má funkce v bodě [1, 0] lokálnı́ maximum, pak před tı́mto bodem
musela růst a za nı́m klesat (pro minimum samozřejmě naopak). Následujı́cı́ tabulka pak naše úvahy
sumarizuje.

Poznámka 9.3.3. Při konstrukci tabulky nesmı́me zapomenout na hodnoty mimo definičnı́ obory a hod-
noty, v nichž derivace neexistuje.

(−∞, 1) [1, 0] (1, 2) x = 2 (2, 3) [3, 4] (3,∞)

↗ MAX ↘ ↘ MIN ↗
♣

Přı́klad 9.3.3. Vyšetřete monotonii a klasifikujte extrémy funkce f : y = (x2 − 1)3

Řešenı́: 9.3.3. Obdobně jako v prvnı́m přı́kladě i zde najdeme nulové body prvnı́ derivace funkce f :

f ′ : y′ = ((x2 − 1)3)′ = 3(x2 − 1)2 · 2x = 0,

neboli x = −1 nebo x = 0 nebo x = 1. Po výpočtu libovolných hodnot funkce v jednotlivých intervalech
vycházı́: funkce f klesá na intervalech (−∞, 0) a roste na intervalech (0,∞) (viz. následujı́cı́ tabulka).
Extrémy zkusı́me najı́t opět druhou metodou, tedy pomocı́ hodnot druhé derivace. Nejprve vyjádřı́me
druhou derivaci:

f ′′(x) = 6(x2 − 1)2x · 2x+ 3(x2 − 1)2 · 2 = 24x2 · (x2 − 1) + 6(x2 − 1)2 = (x2 − 1)(30x2 − 6).

Po dosazenı́ bodů podezřelých z extrému dostáváme: f ′′(±1) = 0. Tı́mto způsobem tak nelze rozhod-
nout a musı́me se vrátit ke zkoumánı́ znaménkových změn prvnı́ derivace, ovšem pro f ′′(±0) = 6 > 0,
tedy v bodě x = 0 funkce nabývá svého lokálnı́ho minima. Vzhledem k absenci jiných znaménkový
změn se jedná o jediný extrém funkce.

(−∞,−1) [−1, 0] (−1, 0) [0,−1] (0, 1) [1, 0] (1,∞)

↘ ↘ MIN ↗ ↗
♣

Přı́klad 9.3.4. Vyšetřete monotonii a klasifikujte extrémy funkce y = 1 + 2x+
18
x

Řešenı́: 9.3.4.

f ′ : y′ = (1 + 2x+
18
x

)′ = 2−
18
x2 = 0 → 2x2 = 18 → x = −3 ∨ x = 3.

Při dělenı́ reálné osy si musı́me dát pozor na jednu důležitou věc. Nestačı́ ji rozdělit pouze body −3 a 3,
musı́me ji ještě doplnit doplnit o čı́slo 0. Důvod je nasnadě: podle věty ?? musı́ být funkce v jednotlivých
intervalech spojitá. Naše funkce však má v intervalu (−3, 3) bod nespojitosti x = 0.
Funkce f klesá na intervalech (−3, 0), (0, 3) a roste na intervalech (−∞,−3), (3,∞). Lokálnı́ho minima
nabývá funkce v bodě x = 3 a lokálnı́ho maxima v bodě x = −3, (viz. následujı́cı́ tabulka).

(−∞,−3) [−3, 1] (−3, 0) x = 0 (0, 3) [3, 7] (3,∞)

↗ MAX ↘ ↘ MIN ↗
♣
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9.3.1 Věty o střednı́ hodnotě

Věta 9.3.8. (Rolleova věta) Necht’ funkce f má následujı́cı́ vlastnosti:

1. Je spojitá na uzavřeném intervalu 〈a, b〉.

2. Má derivaci na otevřeném intervalu (a, b).

3. Platı́ f(a) = f(b).

Potom v otevřeném intervalu (a, b) existuje aspoň jeden bod x takový, že

f ′(x) = 0.

Poznámka 9.3.4. Věta Rolleova sama zaručuje pouze existenci aspoň jednoho takového bodu, ne-
umožňuje nám však ani tento bod určit, ani stanovit počet takových bodů. Geometrický význam Rolle-
ovy věty můžete vidět na obrázku viz ?? .

Obrázek 9.8: Geometrická interpretace Rolleovy věty

Z Rolleovy věty plyne dalšı́ důležitá věta:

Věta 9.3.9. (Cauchyova věta) Necht’ funkce f, g má následujı́cı́ vlastnosti:

1. Jsou spojité na uzavřeném intervalu 〈a, b〉.

2. Majı́ derivace na otevřeném intervalu (a, b).

3. Platı́ g′(x) 6= 0 na(a, b).

Potom v otevřeném intervalu (a, b) existuje aspoň jeden bod x takový, že

f(b)− f(a)
b− a

= f ′(x).

Významným zvláštnı́m přı́padem Cauchyovy věty je věta Lagrangeova, která se použı́vá nejčastěji.

Věta 9.3.10. (Lagrangeova věta) Necht’ funkce f má následujı́cı́ vlastnosti:

1. Je spojitá na uzavřeném intervalu 〈a, b〉.

2. Má derivaci na otevřeném intervalu (a, b).

Potom v otevřeném intervalu (a, b) existuje aspoň jeden bod x takový, že

f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

=
f ′(x)
g′(x)

= 0.

Geometrický význam Lagrangeovy věty ilustruje obrázek ??.
Lagrangeova věta má některé významné důsledky, které zde uvedeme.

Věta 9.3.11. Necht’ funkce f vyhovuje podmı́nkám Lagrangeovy věty a navı́c at’ f ′(x) 6= 0 pro všechna x ∈ (a, b).
Potom je funkce f prostá na 〈a, b〉.
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Obrázek 9.9: Geometrická interpretace Lagrangeovy věty

Věta 9.3.12. Funkce f je konstantnı́ na intervalu x ∈ (a, b), právě když má v tomto intervalu derivaci a platı́
f ′(x) = 0 pro všechna x ∈ (a, b).

Věta, kterou se právě chystáme vyslovit, na prvnı́ pohled nemá nic společného s předcházejı́cı́mi
informacemi, nicméně využı́vá derivacı́ a pro jejı́ důkaz je nezbytná Cauchyova věta. Velmi nám pomáhá
při hledánı́ limity podı́lů dvou funkcı́.

Věta 9.3.13. (l’Hospitalovo pravidlo [čti: lopitalovo pravidlo]) Necht’ f, g : R→ R, a ∈ R∗. Necht’ existuje

lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

= A

a necht’ je splněna jedna z následujı́cı́ch podmı́nek

1. lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0,

2. lim
x→a
|g(x)| =∞.

Pak existuje lim
x→a

f(x)
g(x)

a platı́

lim
x→a

f(x)
g(x)

= lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

= A.

Poznámka 9.3.5. je třeba si uvědomit, že pokud počı́táme limitu zlomku pomocı́ tohoto pravidla, deri-
vujeme čitatele a jmenovatele zvlášt’, nikoliv jako zlomek!!!

Přı́klad 9.3.5. Vypočı́tejte limitu lim
x→∞

x3 + 2x+ 5
lnx

.

Řešenı́: 9.3.5. Po dosazenı́ ∞ do funkce, dostáváme tvar
∞
∞ , který vyhovuje druhé podmı́nce

l’Hospitalova pravidla. lim
x→∞

x3 + 2x+ 5
lnx

= lim
x→∞

3x2 + 2
1
x

= lim
x→∞

x3 + 2x =∞. ♣

Přı́klad 9.3.6. Vypočı́tejte limitu lim
x→0

sin 4x
x

.

Řešenı́: 9.3.6. Po dosazenı́ 0 do funkce, dostáváme tvar
0
0

, který vyhovuje prvnı́ podmı́nce l’Hospitalova

pravidla. lim
x→0

sin 4x
x

= lim
x→0

4 cos 4x
1

= 4. ♣

Přı́klad 9.3.7. Vypočı́tejte limitu lim
x→0+

x · lnx.
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Řešenı́: 9.3.7. Pokud si vyzkoušı́me dosadit do funkce čı́sla blı́zké nule zprava, blı́žı́me se tvaru 0 · −∞,
který nenı́ definován. Můžeme si ale pomoci úpravou. lim

x→0+
x · lnx = lim

x→0+

ln x
1
x

.

Zkusme dosadit ted’. Najednou se dostáváme ke tvaru −∞
∞ , který vyhovuje druhé podmı́nce

l’Hospitalova pravidla. lim
x→0+

ln x
1
x

= lim
x→0+

1
x
−1
x2

= lim
x→0+

−x = 0. ♣

9.4 Konvexnı́ a konkávnı́ funkce
Konvexnı́ a konkávnı́ funkce

Uvažujme obecnou funkci f(x) (viz. obrázek ??). Zvolı́me-li na grafu funkce tři různé body P1 =
[x1, f(x1)], P2 = [x2, f(x2)], P3 = [x3, f(x3)] takové, že x1 < x2 < x3. Vidı́me, že bod P2 ležı́ pod
přı́mkou P1P3.

Obrázek 9.10: Graf konvexnı́ funkce

(Má-li přı́mka P1P3 rovnici y = kx + q, pak výrok ”P2 ležı́ pod přı́mkou P1P3”znamená, že P2 ležı́
v polorovině {(x, y) ∈ R2; y < kx + q}. Vzhledem k našim znalostem z kapitoly ”Elementárnı́ funkce”,
najdeme velmi snadno rovnici přı́mky P1P3. Uvedeme ji zde, ale doporučujeme čtenáři, aby si výpočet

provedl sám. y = f(x1) +
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
(x − x1). Pokud bod P2 má ležet pod touto přı́mkou, stačı́

zaměnit = za < a obecný bod o souřadnicı́ch [x, y] za náš P2 = [x2, f(x2)]). Analogickou úvahu lze
provést pro bod ležı́cı́ nad přı́mkou.

Tato úvaha nás vede k následujı́cı́ definici:

Definice 9.4.1. Necht’ f je definována na intervalu I. Řı́káme, že funkce f je na intervalu I

1. ryze konvexnı́ právě tehdy, když pro libovolnou trojici x1, x2, x3 ∈ I, x1 < x2 < x3 platı́

f(x2) < f(x1) +
f(x3)− f(x1)

x3 − x1

(x2 − x1). (9.13)

2. ryze konkávnı́ právě tehdy, když pro libovolnou trojici x1, x2, x3 ∈ I, x1 < x2 < x3 platı́

f(x2) > f(x1) +
f(x3)− f(x1)

x3 − x1

(x2 − x1). (9.14)

Abychom poznali, zda je konkrétnı́ funkce na intervalu konvexnı́, resp. konkávnı́ bylo by podle de-
finice nutné ověřit platnost vztahů ?? resp. ?? pro libovolnou trojici bodů, což je velmi náročné. Uved’me
si proto větu, která nám dá návod, jak ověřit konvexnost, resp. konkávnost mnohem jednodušeji pomocı́
znaménka druhé derivace.

Věta 9.4.1. (O kovexnosti a konkávnosti funkce na intervalu) Necht’ je f spojitá na intervalu I a necht’ v každém
vnitřnı́m bodě tohoto intervalu existuje druhá derivace. Pak
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1. Je-li f ′′(x) > 0 v každém vnitřnı́m bodě x intervalu I, je f ryze konvexnı́ na I.

2. Je-li f ′′(x) < 0 v každém vnitřnı́m bodě x intervalu I, je f ryze konkávnı́ na I.

3. Je-li f ′′(x) = 0 v každém vnitřnı́m bodě x intervalu I, je f lineárnı́ na I.

Stejně jako spolu úzce souvisı́ monotonie a extrémy, můžeme i zde najı́t souvislost konvexnosti
(konkávnosti) a bodu, kde se tyto dvě vlastnosti měnı́. Bod, kde se konvexnost měnı́ na konkávnost
nebo naopak nazveme inflexnı́m bodem.

Věta 9.4.2. (Nutná podmı́nka pro existenci inflexnı́ho bodu) Je-li bod x0 inflexnı́m bodem funkce f a má-li funkce
v tomto bodě vlastnı́ druhou derivaci, pak f ′′(x0) = 0.

Přı́klad 9.4.1. Vyšetřete konvexnost a konkávnost funkce f : (x− 1)3 a určete inflexnı́ body.

Řešenı́: 9.4.1. Konkávnost resp. konvexnost funkce nám určuje znaménko druhé derivaci, vyjádřeme si
ji.

y′ = ((x− 1)3)′ = 3(x− 1)2,

y′′ = (3(x− 1)2)′ = 6(x− 1).

Opět využijeme věty ?? a rozdělı́me reálnou osu dle nulových bodů druhé derivace.

y′′ = (3(x− 1)2)′ = 6(x− 1) = 0,nebo-lix = 1.

Z obou intervalů (−∞, 1), (1,∞) vybereme libovolná čı́sla x a určı́me pro ně znaménka druhé derivace
(volı́me x = 0 a x = 2): f ′′(0) = −6 a f ′′(2) = 6.
Dle věty ?? je funkce f v intervalu (−∞, 1) ryze konkávnı́ a v intervalu (1,∞) ryze konvexnı́. Bod [1, 0]
je inflexnı́m bodem.

(−∞, 1) [1, 0] (1,∞)

_ IB ^
♣

Přı́klad 9.4.2. Vyšetřete konvexnost a konkávnost funkce f : y =
x

1 + x2 a určete inflexnı́ body.

Řešenı́: 9.4.2. Analogicky prvnı́mu přı́padu vyjádřı́me druhou derivaci a položı́me ji rovnu nule.

f ′(x) =
(1 + x2)− x(2x)

(1 + x2)2 =
1− x2

(1 + x2)2 ,

f ′′(x) =
(−2x)(1 + x2)2 − (1− x2)2(1 + x2)2x

(1 + x2)4 =
2x3 − 6x
(1 + x2)3 = 0.

Poslednı́ zlomek se rovná nule, právě když se rovná nule čitatel (2x3 − 6x = 0). Dostáváme tři nu-
lové body druhé derivace funkce f : x = −

√
3, x = 0, x =

√
3. V jednotlivých intervalech vypočı́táme

znaménka hodnot jejich bodů. V intervalech (−∞,−
√

3), (0,
√

3) je funkce konkávnı́ a v intervalech
(−
√

3, 0), (
√

3,∞) je konvexnı́. Všechny tři body [−
√

3, −
√

3
4 ], [0, 0], [√,

√
3

4 ] jsou tak body inflexnı́.

(−∞,−
√

3) [−
√

3, −
√

3
4 ] (−

√
3, 0) [0, 0] (0,

√
3) [

√
3,
√

3
4 ] (

√
3,∞)

_ IB ^ IB _ IB ^
♣
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9.5 Asymptota

Při vyšetřovánı́ průběhu funkce a předevšı́m pro přesnějšı́ kreslenı́ jejı́ho grafu je dobré, znát přı́mky,
kterým se graf funkce v okolı́ některých zajı́mavých bodů podobá (Zjednodušeně řečeno asymptota je
přı́mka, ke které se graf funkce blı́žı́, ale nikdy se ji nedotkne).

Definice 9.5.1. (Asymptota bez směrnice - ABS) Necht’ f : R→ R. Přı́mka p : x = a se nazývá asymptota
bez směrnice (svislá asymptota) f v bodě a ∈ R, jestliže

lim
x→a−

f(x) = ±∞ nebo lim
x→a+

f(x) = ±∞.

Definice 9.5.2. (Asymptota se směrnicı́ - ASS) Necht’ f : R→ R. Přı́mka p : y = kx+ q, x ∈ R se nazývá
asymptota se směrnicı́ (asymptota v ±∞) funkce f , jestliže

lim
x→±∞

[f(x)− (kx+ q)] = 0.

Věta 9.5.1. (O asymptotě se směrnicı́) Lineárnı́ funkce p : y = kx + q, x ∈ R je asymptotou se směrnicı́
(asymptota v∞), právě když

• k = lim
x→∞

f(x)
x

, kde k ∈ R.

• q = lim
x→∞

[f(x)− kx], kde q ∈ R.

Podobná věta platı́ také pro asymptotu v −∞ a při řešenı́ přı́kladů na ni nesmı́me zapomenout.
Použitı́ předchozı́ch odstavců si ukážeme na přı́kladech.

Přı́klad 9.5.1. Najděte asymptoty funkce f : y =
x3

x(x− 1)
.

Řešenı́: 9.5.1. Nejprve vyšetřı́me asymptoty bez směrnice (ABS). Funkce f nenı́ definována v bodech
x = 0 a x = 1. Po dosazenı́ x = 0 dostáváme tvar 0

0 , můžeme tedy aplikovat l’Hospitalovo pravidlo:

lim
x→0

x3

x(x− 1)
= lim
x→0

3x2

2x− 1
= 0.

Asymptota neexistuje. Po dosazenı́ x = 1 dostáváme tvar 1
0 , určı́me tedy jednostranné limity, abychom

odhalili chovánı́ funkce v levém, resp. pravém okolı́ bodu x = 1.

lim
x→1−

x3

x(x− 1)
= −∞, lim

x→1+

x3

x(x− 1)
=∞.

Dle definice ??, v bodě x = 1 tak existuje asymptota bez směrnice právě o rovnici a1 : x = 1. Hledejme
nynı́ symptoty se směrnicı́ (ASS). Pokud existujı́, musı́me najı́t konečné čı́slo k, resp. q, které představuje
směrnici, resp. kvocient asymptoty. Určeme přı́slušné limity.

k2 = lim
x→∞

f(x)
x

= lim
x→∞

x3

x(x− 1)
x

= 1,

q2 = lim
x→∞

[f(x)− k · x] = lim
x→∞

[
x3

x(x− 1)
− 1 · x] = 1.

Konečné limity existujı́, proto existuje i ASS s rovnicı́ a2 : y = x+ 1.
Obdobně hledáme limitu pro x→ −∞:

k3 = lim
x→−∞

f(x)
x

= lim
x→∞

x3

x(x− 1)
x

= 1,
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q3 = lim
x→−∞

[f(x)− k · x] = lim
x→∞

[
x3

x(x− 1)
− 1 · x] = 1.

Opět vyšlo konečné k i q, ovšem jsou stejné jako pro x → ∞, tedy udávajı́ stejnou asymptotu, proto ji
zde již uvádět nemusı́me.
Graf funkce spolu s asymptotami vidı́te na obrázku ??.

Obrázek 9.11: Asymptoty funkce f : y =
x3

x(x− 1)

♣

Přı́klad 9.5.2. Najděte asymptoty funkce g : y = x2 · 2−x.

Řešenı́: 9.5.2. Analogicky prvnı́mu přı́kladu hledejme nejprve ABS.
ABS:
Funkce je spojitá v celém definičnı́m oboru (−∞,∞), proto zde ABS nemohou existovat. Tuto informaci
si zapamutujme, protože nám při komplexnı́m vyšetřovánı́ průběhu funkce ulehčı́ práci.
Pokud D(f) = R, nemohou existovat ABS!!!
ASS:
Vyšetřeme chovánı́ funkce v ±∞.

Pro∞:

k1 = lim
x→∞

x2 · 2−x

x

1= lim
x→∞

x2

x · 2x
= lim
x→∞

x

2x
2= lim
x→∞

1
2x · ln 2

= 0,

q1 = lim
x→∞

[x2 · 2−x − 0 · x] = lim
x→∞

x2

2x
= lim
x→∞

2x
2x · ln 2

= lim
x→∞

2
2x · ln 2 · ln 2

= 0.

ASS má rovnici a1 = 0. Vrat’me se ještě k úpravám limit:

• pro k1 jsme použili úpravu:

(1) přepis 2−x =
1
2x

(2) l’Hospitalovo pravidlo

• pro q1 jsme aplikovali l’Hospitalovo pravidlo dvakrát za sebou (ověřte se sami oprávněnost jeho
využitı́).

Pro −∞:

k2 = lim
x→−∞

x2 · 2−x

x
= lim
x→∞

x · 2−x =∞; ASS v −∞ neexistuje.

♣

85



Obrázek 9.12: Asymptoty funkce f : y = x2 · 2−x

9.6 Průběh funkce

V předchozı́ch kapitolách jsme postupně zı́skávali znalosti a dovednosti, které nynı́ využijeme pro kom-
plexnı́ vyšetřenı́ průběhu funkce. Uved’me si nynı́ postup, který budeme využı́vat při řešenı́ problému
typu: Vyšetřete průběh funkce. Obecně nenı́ postup závazný, přesto se jej v dalšı́m budeme držet.

1. Z předpisu funkce y = f(x)

• určı́me definičnı́ obor funkce, přı́p. nulové body

• určı́me paritu funkce (sudá resp. lichá)

• rozhodneme o spojitosti funkce v definičnı́m oboru

2. Vypočı́táme prvnı́ derivaci funkce

• určı́me definičnı́ obor derivace, přı́p. nulové body derivace (body podezřelé z extrému)

• určı́me intervaly monotonie (roste resp. klesá)

• klasifikujeme extrémy

3. Vypočı́táme druhou derivaci

• určı́me intervaly konkávnosti resp. konvexnosti funkce

• určı́me inflexnı́ body

4. Sestavı́me tabulku dosavadnı́ch informacı́ o funkci (nenı́ nezbytné, ale je užitečné pro přehlednost
a konečný nákres funkce), přı́p. určı́me hodnoty funkce ve význačných bodech (extrémy, inflexnı́
body).

5. Určı́me rovnice asymptot (ABS, ASS), pokud existujı́.

6. Nakreslı́me graf funkce.

Poznámka 9.6.1. Pokud zjistı́me, že funkce je sudá, resp. lichá, nemusı́me vyšetřovat funkci na celém
definičnı́m oboru. Stačı́ ji vyšetřit bud’ na (∞, 0〉 nebo na 〈0,∞) a v opačné polorovině se funkce bude
chovat symetricky.

Přı́klad 9.6.1. Určete průběh funkce f : y = 8x3(x− 1) a zakreslete jejı́ graf.

Řešenı́: 9.6.1. Jde o polynomickou funkci, o které vı́me, že je spojitá a definičnı́m oborem jsou
všechna reálná čı́sla (D(f) = R), tedy nemůže mı́t asymptoty bez směrnice. Ověřı́me paritu:
f(−x) = 8(−x)3[(−x) − 1] = −8x3(−x − 1) 6= f(x) 6= −f(x). Funkce tak nenı́ ani sudá ani lichá.
Přejděme k prvnı́ derivaci.

y′ = 24x2(x− 1) + 8x3 = 8x2(4x− 3).
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Ta je definovaná a spojitá také na celé ose, najdeme tedy body podezřelé z extrému.

y′ = 24x2(x − 1) + 8x3 = 8x2(4x − 3) = 0, právě když x = 0 nebo x =
3
4

. Rozdělı́me čı́selnou osu dle

těchto bodů a budeme zkoumat monotonii a zároveň hledat lokálnı́ extrémy.

(−∞, 0) [0, 0] (0, 3
4 ) [ 3

4 ,−
27
32 ] ( 3

4 ,∞)

↘ ↘ MIN ↗

Zjistili jsme, že funkce klesá na (−∞, 0) a (0, 3
4 ), roste na ( 3

4 ,∞) a lokálnı́ minimum nastává v bodě
[ 3
4 ,−

27
32 ].

Obdobně si budeme počı́nat s druhou derivacı́, kde ovšem nebudeme vyšetřovat monotonii a
extrém, ale konvexnost (konkávnost) a inflexnı́ body. Ta je definovaná a spojitá také na celé ose.

y′′ = 16x(4x− 3) + 8x2(4) = 48x(2x− 1).

y′′ = 16x(4x− 3) + 8x2(4) = 48x(2x− 1) = 0 právě když x = 0 nebo x =
1
2

.

(−∞, 0〉 [0, 0] 〈0, 1
2 〉 [ 1

2 ,−
1
2 ] 〈 12 ,∞)

^ IB _ IB ^

Zjistili jsme, že funkce je konvexnı́ na (−∞, 0〉 a ( 1
2 ,∞), konkávnı́ na 〈0, 1

2 〉 a inflexnı́ body jsou
[0, 0], [ 1

2 ,−
1
2 ].

Hledejme asymptoty se směrnicı́:
k1 = lim

x→∞
8x3(x− 1) =∞.

Stejně tak pro x→ −∞, proto ASS také neexistujı́. Zı́skané poznatky zapı́šeme do tabulky:

f : (−∞, 0) [0, 0] (0, 1
2 ) [ 1

2 ,−
1
2 ] ( 1

2 ,
3
4 ) [ 3

4 ,−
27
32 ] ( 3

4 ,∞)

f ′ : ↘ ↘ ↘ MIN ↗

f ′′ ^ IB _ IB ^ ^

Třešničkou na dortu je nakreslit graf funkce viz. ??.

Obrázek 9.13: Graf funkce f : y = 8x3(x− 1)

♣
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Přı́klad 9.6.2. Určete průběh funkce f : y =
2

x2 − 1
a zakreslete jejı́ graf.

Řešenı́: 9.6.2. Definičnı́m oborem funkce y =
2

x2 − 1
jsou všechna reálná čı́sla, kromě x = ±1. Tyto body

jsou také jedinými body nespojitosti. Ověřı́me paritu funkce: f(−x) = y =
2

(−x)2 − 1
= f(x). Funkce

splňuje podmı́nky pro funkci sudou, postačı́ tedy, když budeme vyšetřovat jejı́ průběh napřı́klad v
intervalu 〈0,∞) (na opačné straně reálné osy se bude chovat symetricky s osou symetrie totožnou s
osou y).

Prvnı́ derivace je y′ =
0− 4x

(x2 − 1)2 . Bod podezřelý z extrému (nulový bod prvnı́ derivace) je pouze

x = 0. Čı́selnou osu rozdělı́me na intervaly dle nulových bodů prvnı́ derivace a bodů, v kterých nenı́
prvnı́ derivace definována (omezı́me se jen na 〈0,∞)).

Derivace nabývá záporných hodnot (klesá) na obou intervalech (0, 1) a (1,∞). Dle symetrie tak musı́
na intervalech (−∞,−1) a (−1, 0) růst. V bodě x = 0 docházı́ ke znaménkové změně prvnı́ derivace (+
na −), tedy [0,−2] je lokálnı́ maximum.

(−∞,−1) x = −1 (−1, 0) [0, 0] (0, 1) x = 1 (1,∞)

↗ ↗ MAX ↘ ↘

Druhá derivace y′′ =
− 4(x2 − 1)2 + 4x2(x2 − 1)2x

(x2 − 1)4 =
12x2 + 4
(x2 − 1)3 se nerovná nule pro žádná x ∈ R,

a proto nemohou existovat ani inflexnı́ body a změny v konvexnosti, resp. konkávnosti mohou nastat
pouze v bodech, pro které nenı́ druhá derivace definována. Kladných hodnot (konvexnı́) nabývá druhá
derivace na intervalu 〈1,∞) (vzhledem k symetrii na (−∞,−1〉), záporných (konkávnı́) pak na 〈0, 1〉,
(vzhledem k symetrii na 〈−1, 0〉).

(−∞,−1〉 x = −1 〈−1, 1〉 x = 1 〈1,∞)

^ _ ^

ABS: lim
x→1−

2
x2 − 1

= −∞, lim
x→1+

2
x2 − 1

=∞.

Opět s přihlédnutı́m k symetrii funkce jsme objevili dvě asymototy bez směrnice. a1 : x = −1 a a2 : x = 1

ASS: k = lim
x→±∞

2
x2 − 1
x

= 0, q = lim
x→±∞

2
x2 − 1

− 0x = 0.

Asymptotou se směrnicı́ je přı́mka a3 : y = 0.
Následuje tabulka s kompletnı́mi informacemi a graf funkce ??.

f : (−∞,−1) x = −1 (−1, 0) [0, 0] (0, 1) x = 1 (1,∞)

f ′ : ↗ ↗ MAX ↘ ↘

f ′′ ^ _ _ ^

AS a3 : y = 0 a1 : x = −1 a2 : x = 1 a3 : y = 0

♣

Přı́klad 9.6.3. Vyšetřete průběh funkce f : y =
x

x2 + 1
a zakreslete jejı́ graf.
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Obrázek 9.14: Graf funkce f : y =
2

x2 − 1

Řešenı́: 9.6.3. Funkce je spojitá na R, nemůže tak mı́t ABS. f(−x) =
− x

(−x)2 + 1
= −f(x), jedná se tedy o

funkci lichou a stejně jako v předchozı́m přı́kladu, stačı́ vyšetřovat pouze interval 〈0,∞). Prvnı́ derivace

y′ =
1 + x2 − x · 2x

(x2 + 1)2 =
− x2 + 1
(x2 + 1)2 = 0, právě když x = ±1. Vyšetřı́me-li znaménka prvnı́ derivace na

intervalu 〈0,∞), zjistı́me, že funkce je rostoucı́ na (0, 1) a klesajı́cı́ na (1,∞). Opět ze symetrie (tentokrát
podle počátku) plyne, že funkce musı́ růst také na intervalu (−1, 0) a klesat na (−∞,−1). Najdeme zde
lokálnı́ minimum v bodě [−1,− 1

2 ] a lokálnı́ maximum v bodě [1, 1
2 ].

(−∞,−1) [−1,− 1
2 ] (−1, 1) [1, 1

2 ] (1,∞)

↘ MIN ↗ MAX ↘

Druhá derivace je y′′ =
− 2x(1 + x2)2 − (1− x2)2(1 + x2)2x

(1 + x2)4 =
2x3 − 6x
(1 + x2)3 . Body podezřelé z inflexe

(nulové body druhé derivace) musı́ splňovat podmı́nku 2x3 − 6x = 2x(x2 − 3) = 0. Jsou to body
x = −

√
3, x = 0, x =

√
3. Po zjištěnı́ znaménka druhé derivace a znalosti symetrie nám vycházı́, že

funkce je konvexnı́ na 〈−
√

3, 0〉 a 〈3,∞) a konkávnı́ na (−∞,−
√

3〉 a 〈0,
√

3〉. Inflexnı́ body jsou pak

[±
√

3,±
√

3
4

], [0, 0].

(−∞,−
√

3〉 [−
√

3,−
√

3
4 ] 〈−

√
3, 0〉 [0, 0] 〈0,

√
3〉 [

√
3,
√

3
4 ] 〈3,∞)

_ IB ^ IB _ IB ^

ASS: k = lim
x→±∞

x

x2 + 1
x

= 0, q = lim
x→±∞

x

x2 + 1
− 0x = 0.

Nalezli jsme ASS o rovnici y = 0. Následuje tabulka (vzhledem k velikosti je rozdělena na dvě části na
sebe navazujı́cı́) s kompletnı́mi informacemi a graf funkce ??.
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f : (−∞,−
√

3〉 [−
√

3,−
√

3
4 ] 〈−

√
3,−1) [−1,− 1

2 ] (−1, 0〉

f ′ : ↘ ↘ MIN ↗

f ′′ : _ IB ^ ^

AS ASS y = 0

f : [0, 0] 〈0, 1) [1, 1
2 ] (1,

√
3〉 [

√
3,
√

3
4 ] 〈3,∞)

f ′ : ↗ MAX ↘ ↘

f ′′ : IB _ _ IB ^

AS ASS y = 0

Obrázek 9.15: Graf funkce f : y =
x

x2 + 1

♣

Přı́klad 9.6.4. Vyšetřete průběh funkce f : y = x2 · e−x a zakreslete jejı́ graf.

Řešenı́: 9.6.4. Funkce je spojitá na R, nemůže tak mı́t ABS. f(−x) = (−x)2 · ex 6= ±f(x), funkce nenı́
ani sudá ani lichá. Prvnı́ derivace 2xe−x − x2e−x = e−x(2x − x2) = 0, právě když x = 0 nebo x = 2.
Následujı́cı́ obrázek ukazuje intervaly monotonie a lokálnı́ minimum v bodě [0, 0], resp. lokálnı́ maxi-
mum v bodě [2, 4e2].

(−∞, 0) [0, 0] (0, 2) [2, 4e2] (2,∞)

↘ MIN ↗ MAX ↘

Druhá derivace je y′′ = (2 − 2x)e−x − (2x − x2)e−x = e−x(x2 − 4x + 2). Body podezřelé z inflexe
pak vycházejı́ [2 −

√
2, (6 − 4

√
2) · e

√
2−2] a [2 +

√
2, (6 + 4

√
2) · e−

√
2−2]. V intervalech (−∞, 2 −

√
2〉 a

〈2 +
√

2,∞) nabývá druhá derivace kladných hodnot, funkce je konvexnı́ a v intervalu 〈2−
√

2, 2 +
√

2〉
hodnot záporných, je tedy konkávnı́.

(−∞, 2−
√

2〉 [2−
√

2, f(2−
√

2)] 〈2−
√

2, 2 +
√

2〉 [2 +
√

2, f(2 +
√

2)] 〈2 +
√

2,∞)

^ IB _ IB ^

ASS:

k1 = lim
x→∞

x2 · e−x

x
= lim
x→∞

x2

x · ex
= lim
x→∞

x

ex
= lim
x→∞

1
ex

= 0,
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q1 = lim
x→∞

x2

ex
− 0x = lim

x→∞

2x
ex

= lim
x→∞

2
ex

= 0.

Našli jsme asymptotu se směrnicı́ a1 : y = 0. U obou limit jsem využili l’Hospitalova pravidla.
Podı́vejme se ještě k −∞: k2 = lim

x→−∞
x2·e−x
x = lim

x→−∞
x · e−x = −∞. Druhá asymptota neexistuje.

Následuje tabulka s kompletnı́mi informacemi (opět je z důvodů velikosti rozdělena) a graf funkce
??.

f : (−∞, 0) [0, 0] (0, 2−
√

2〉 [2−
√

2, f(2−
√

2)] 〈2−
√

2, 2) [2, 4e2] (2, 2 +
√

2〉

f ′ : ↘ MIN ↗ ↗ MAX ↘

f ′′ : ^ ^ IB _ _

AS

f : [2 +
√

2, f(2 +
√

2)] 〈2 +
√

2,∞

f ′ : ↘

f ′′ : IB ^
AS ASS y = 0

Obrázek 9.16: Graf funkce f : y = x2 · e−x

♣
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