Kapitola 10
Pouziti derivaci (optimalizacni alohy)

@ Motivace

Uziti diferencidlniho poctu je velmi Siroké a zasahuje nejen do oblasti matematiky, ale také fyziky, che-
mie a dalsich disciplin, kde je nutné zkoumat pribéh chovani urcité veli¢iny, napf. nalezeni extrémi ¢i
okamZzitych zmén v Case. Optimaliza¢ni tlohy vyuZivaji znalosti derivace funkce v bodé. Pfedevsim z
praxe se da usoudit, Ze pomoci derivaci 1ze snadno vytesit problémy, které by se jinak fesili heuristicky
(zkusmo).

Pfiklad 10.0.5. Pro motivaci uvedeme dva piiklady.

e Problém plechovek

Predstavte si, Ze jsme vyrobci nealkoholickych napojt. Zaméfujeme se vyhradné na plechovkové
baleni a plechovky si sami vyrdbime. Jediné, co musime nakoupit, je plech na jejich vyrobu. Vime,
Ze nejlépe se prodavaji plechovky o objemu 0,5 litru. Pro jednoduchost pfedpoklddejme valcovy
tvar plechovky a plechovka bude ndpojem naplnéna aZ po okraj. Urcité jako dobfi obchodnici
nechceme vynaklddat zbyte¢né penize za nakupovany plech. PoZzadujeme tedy plechovku, kterad
bude mit za daného objemu V = 0,51 = 0,5dm?® = 50 cm® co nejmensi povrch. Jak tedy zvolit
rozméry plechovky tak, abychom spotfebovali co nejméné plechu?

o Problém vstupenek
Zmeénili jsme povoldni a z vyrobce plechovek pro ndpoje jsme se stali prodejci vstupenek na hu-
debni koncert. Objednali jsme sal pro 800 lidi. Vime, Ze hudebnici, tisk vstupenek a celkova rezie
nés bude stat 20000 $. Zbyva zvolit, za kolik $ budeme vstupenky prodavat zajemctim o koncert.
Ze zkuSenosti vime, Ze pokud budeme prodavat jednu vstupenku za 40 $, urcité vyprodame cely
sél. Dale vime, Ze kaZdy dolar nad tuto cenu sniZi prodej vstupenek o 10 kusti. Mame ur¢it, o kolik
dolart je tfeba navysit cenu tak, aby nés zisk byl maximadlni.

Poznamky k postupu

Nez zaéneme tlohy fesit, zopakujme si nékteré poznatky z pfedchozi kapitoly.
1. Ma-li redlna funkce v bodé xy kladnou derivaci, pak je v tomto bodé rostouci.
2. Maé-li redlna funkce v bodé x( zadpornou derivaci, pak je v tomto bodé klesajici.

3. Ma-li redlnd funkce v bodé z( derivaci rovnu nule, pak v tomto bodé miiZe, ale nemusi nabyvat
extrémni hodnoty (nutnd podminka existence extrému).

Vyse zminéné poznatky ndm postaci pro vyfeseni obou uvedenych pfiklada.

92



Obréazek 10.1: Grafické vyznaceni monotonie

Resenti: 10.0.5. Problém plechovek
V naSem pfipadé je plechovka dokonaly valec, jehoZ velikost povrchu S spocitdime podle vzorce
S = 2mr? + 2mrv, kde r je polomér podstavy a v je vyska plechovky. Déle vime, Ze pro objem vaélce plati

50
vztah V = mr?v = 50 cm?3. Odtud pro vysku je v = p— Dosadime do vztahu pro povrch:

50 100
S(r) =2mr® + 217 - —5 = 2mr® + —-
o T

Tim jsme dostali velikost povrchu plechovky jako funkci poloméru jeji podstavy. Nasim tkolem je najit
takové r, pro néz bude S extrémni. Nutnou podminku pro existenci extrému jsme jiz uvedli; pouZijme
jiz.

100

S'(r)=dmr— — =0

r
Pro polomér je r > 0 (nekladny polomér je nepiipustny), proto miizeme r? celou rovnici vynasobit a po
tpravé dostavame:

Odtud po dosazeni
50 /200
v = 72 = 7
[25
3 [E—
s 772

Nasli jsme tedy hodnoty nezndmych veli¢in, pro které by mohl mit povrch plechovky extrémni hod-
notu. Stéle jesté nevime, zda tam opravdu extrém nastane, ale je jisté, Ze pokud ne tam, tak nikde jinde
(dtvodem je nutnd podminka pro existenci extrému). Pro kontrolu, zda jde opravdu o minimdlni po-

2
vrch, zjistime, jak se funkce S = S(r) chova v okoli nasi hodnoty r = ¢ ?5 Ta ndm rozdélila redlnou

2 2
osu na dva intervaly (obrdzek ??): <O, & :) a ( & ?5, oo) , znichZ v prvnim funkce klesd a v druhém

3

25
roste. Ztejmé pak v bodé r = - musela dosdhnout své minimalni hodnoty. Pf¥iklad je tedy vyfesen.

V pfedchozim ptikladé jsem si ukazali zptisob, jak poznat, zda v daném bodé dosahuje funkce své
maximalni, resp. minimdlni hodnoty. K jejimu urc¢eni jsme museli znat znaménkové zmény prvni deri-
vace v okoli stacionarniho bodu. Toto zjistovani znaménkovych zmén muZe byt v nékterych piipadech
komplikovanéjsi. UkdZeme si nyni, jak se této nepifjemnosti vyhnout pomoci druhé derivace. To je sa-
mozfejmé vyhodné jen tehdy, pokud je vypocet druhé derivace jednoduchy.
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Obréazek 10.2: Grafy funkce a jejich derivaci

Poznamka 10.0.2. Druhd derivace je proni derivace proni derivace.

1
Pro funkci danou pfedpisem f(z) = 63:3 — 2 + 3 jsou na obrazku ?? graf funkce f(x), graf jeji prvni

derivace f'(x) a graf druhé derivace f”(x). Mdme f'(z) = %zQ +2za f"(z) = x —2. Z grafu funkce f'(z)
muZeme snadno odedlist, kde f/(z) nabyva kladnych, resp. zapornych hodnot a kde je rovna nule. Na
zakladé toho si miizeme ucinit zavéry o monoténnosti funkce f(x), resp. o jejich extrémnich hodnotach.
Nas v8ak zajima graf druhé derivace f”(z) = z — 2. Z obrdzku vidime, Ze f”(x) > 0 v intervalu (2, o)
a f”(xz) < 0 v intervalu (—oo, 2). Druhd derivace je tedy zdporna i v bodé, ve kterém mé funkce lokalni
maximum, resp. kladnd i v bodé relativniho minima. Nyni vyslovime vétu, kterd bude zobecnénim
nasich pfedchozich tivah a zaroven je postacujici podminkou pro existenci extrému.

Véta 10.0.1. Nechf f'(xo) = 0 a nechf v bodé x existuje druhd derivace.

Je-li f"(x0) < 0, md funkce f(x) v bodé xq ostré lokdlni maximum,
je-li f"(xo) > 0, md funkce f(x) v bodé xq ostré lokdlni minimum.
Je-li f"(x0) = 0, nelze o existenci lokdlniho extrému rozhodnout a je tieba zjistit znaménkové zmény proni
derivace.

Zkusme pomoci nové ziskaného poznatku spocitat druhy motivaéni priklad.

Reseni: 10.0.6. Problém vstupenek

Nejprve je nutné z tdajt sestavit funkci zisku Z. Zisk bude urcité zaviset na cené vstupenky a na
poctu prodanych vstupenek. Zisk se bude rovnat po¢tu prodanych vstupenek krat hodnota jedné vstu-
penky minus ndklady na uspofddani koncertu. Pokud ozna¢ime = pocet dolarti, kterym navysime cenu
vstupenky nad zakladni cenu 40 $, miZeme psat:

Z(z) = (40 + z) - (800 — 10z) — 20000,
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kde prvni zdvorka je cenou vstupenky a druha pfedstavuje pocet prodanych vstupenek (za kazdy je-
den $ se proda o 10 vstupenek méné). Ziskali jsme tedy funkci jedné proménné a hleddme jeji maximum:
uréime

Z'(x) = (12000 + 400z — 102?)" = —20x + 400.

Podle nutné podminky pro existenci extrém musi byt prvni derivace funkce rovna 0. To je spInéno pro
2z = 20 dolart. Cena vstupenky by v optimélni pfipadé méla byt 40 + 20 = 60 dolarti. Zda se jedna
opravdu o hodnotu, v které funkce nabyvd maxima zjistime podle 2. derivace Z"(z) = —20 < 0. Z
predchozi véty plyne, Ze se jednd o lokdlni maximum.

Sami si mtizete zkusit, napf. pomoci grafu Z(x), Ze pfi Zddné jiné cené vstupenky nebude nas zisk
VeEtsi.
Postup fesSeni

Jak je vidét, optimaliza¢ni tlohy se fe$i podle stejného postupu. Ten lze vyjadfit jako sled
nésledujicich krokt:

1. najdeme popis nebo vyjadfeni veli¢iny, kterd ma dosahovat extrému (povrch plechovky, zisk, ...)

2. zjistime, zda tuto veli¢inu lze vyjadfit jako funkci jedné, ¢i dvou nebo vice proménnych

3. pokud jde o funkci jedné proménné, mtizeme okamzité hledat prvni derivaci (viz: vstupenky)

4

. pokud jde o funkci dvou (vice) proménnych, ¢asto je v zadani uvedena néjaka podminka nebo
vztah, ktery pomiZe za jednu proménnou dosadit; tim dostaneme funkci pouze jedné proménné
(viz: objem plechovky)

5. spocitame prvni derivaci této veli¢iny jako funkce jedné proménné a tuto derivaci poloZime rovnu
nule

6. nalezneme hodnoty, pro které by mohla funkce nabyvat extrém
7. pomoci druhé derivace dokaZeme existenci extrému

2

V nasledujicim ptikladé budeme postupovat podle uvedené “kuchaiky”.

Optimalizaéni tiloha: tram s nejvétsi nosnosti

Priklad 10.0.6. Z vélcovitého kmenu s kruhovym priifezem o poloméru r se md vytesat tradm co nejvétsi
nosnosti. Nosnost trdmu je uréena vztahem y = k - s - v2, kde k je materidlovd konstanta daného druhu
dfeva, s je sifka prifezu trdmu a v je vyska priafezu trdmu. Jaké rozméry s a v ma mit trdm, aby jeho
nosnost byla maximalni?

Reseni: 10.0.7. Na obrazku ?? je vyznacen prifez daného tramu. Budeme postupovat v krocich.

1. V prvnim kroku je nutné si uvédomit, kterd veli¢ina ma nabyvat extrémni hodnoty. V nasem
piipadé je to nosnost - ozna¢me ji jako y.

2. Nosnost je urcena vztahem
y=k-s- v (10.1)
tedy je funkci dvou proménnych s a v a my miiZzeme tfeti krok “kucharky”preskocit.

3. Jedinou zndmou hodnotou v zadéni zlistdva r, coz ndm napovidd, Ze pomoci ni by se dala jedna
nezndmd (tfeba v) vyjadfit pomoci s. Vyjdeme z obrdzku ?? a za pfedpokladu, Ze prtfezem trdmu
je obdélnik, mtizeme vyuzit Pythagorovy véty: (2r)? = v? + s2, odkud plyne

v? = 4r? — §2
Dosad'me za v? do vztahu pro ?2. Ziskdme vztah pro nosnost trdmu v z4vislosti na jedné proménné
s, a to Sifce prifezu trdmu:
y=k-s-(4r> —s*) =4k-s-r* — k- s>,

nebof k je konstanta a r je pevné dano polomérem pouZitého kmenu.
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Obrézek 10.3: Prtifez trdémem

4. PouZijeme nutnou podminku pro existenci extrému: funkci nosnosti derivujeme a derivaci kla-

deme rovnou nule:
d
y’:—y:4k~r2—3k-s220.
ds

[4k -
5. Pfedchozi rovnici vyhovuji pouze hodnoty s = + 3 ! , ale zapornou hodnotu mtiZeme vy-
loucit z dvodu vyznamu délky strany s.

6. Pro druhou derivaci dostavame: y” = —6s < 0 pro vSechna piipustna s, tedy i pro nasi hod-
notu. Zaporné znaménko hodnoty druhé derivace v bodé s znadi, Ze nase funkce nabyva ma-
ximalni hodnoty, neboli nosnost trdimu pro nalezenou hodnotu je nejvétsi. K této hodnoté je nutné
dopotitat ze vztahu v? = 4r% — s hodnotu veli¢iny s a tim budou rozméry trdmu maximalni
nosnosti urceny. &

Poznamka 10.0.3. V tfetim kroku jsme mohli vyjadrit i s, ale pfedpis pro funkci nosnosti by byl kom-
plikovanéjsi.
Optimaliza¢ni dloha: nejmensi vzdalenost

Piiklad 10.0.7. Pfistavy A, B (viz obr. ??) jsou od sebe vzdaleny 145 km. Z pfistavu A vyjede parnik ve
sméru uréeném Sipkou a soucasné ve stejném okamziku z pfistavu B vyjede jachta (ve sméru uréeném
Sipkou). Jejich rychlosti jsou stdlé, a to pro parnik v, = 40 km/h, pro jachtu v; = 16 km/h. V jakém Case
bude jejich vzdjemnd vzdalenost nejmensi?

Reseni: 10.0.8. Ozna¢me polohy parniku a jachty po t hodinéch plavby z pfistavii A a B pismeny P a]J.
Pak délky drah parniku AP ajachty BJ v Case t hodin od za¢atku pohybu jsou:

AP =40-tkm, BJ =16 - tkm.
Pro vzdalenost P.J parniku a jachty v kilometrech v tomto ¢ase ¢ (v hodinéch) plati podle Pythago-

rovy véty
PJ=\/BP +BJ = /(145 — 40t)2 + (16t)2.
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Obrézek 10.4: Parnik a jachta

Odtud

PJ = /185612 — 11600t + 21025.

Tato odmocnina nabyde nejmensi hodnoty pfi témZe ¢, pfi némzZ bude mit veli¢ina pod odmocninou
2(t) = 1856t* — 11600t + 21025

nejmensi hodnotu. Hledejme tuto nejmensi hodnotu: pocitejme

2/ (t) = 3712t — 11600 = 0,
odkud plyne

11600

= —— = 3,125 hodin.
3712

Pomoci druhé derivace 1ze ukazat, Ze extremdlni hodnota je minimem. Tedy parnik a jachta budou
mit vzdjemnou vzdalenost nejmensi za 3 hodiny 7 minut a 30 sekund po jejich vypluti z A, resp. z B. &

Optimaliza¢ni dloha: valec s nejvétsim objemem

Ptiklad 10.0.8. Do kuZele o poloméru podstavy r = 4m a vysce v = 6m je vepsan valec, ktery ma mit
co nejvétsi objem. Vypocitejme ten nejvétsi mozny objem.

Reseni: 10.0.9. Na obrazku ?? je naznacen prtifez danym kuZelem. Potfebujeme najit objem tohoto valce,
tudiZ hleddme velikost poloméru « jeho podstavy a vysky y.

Vyuzijeme trojuhelniky AAB'C’ a AABC, které jsou podobné: podobnost dvou trojahelnika
znaéime AAB'C" ~ AABC. Z podobnosti pro vzajemné poméry odpovidajicich stran plyne

Y v (r—z)v
r—zx T r
Pro objem valce mame
T —x)v 4—-2)-6 3w
V =2’y = 7Tx2! = WQSQ% = 7(41'2 —2) = V(x).
r

TudiZ objem je funkci jedné proménné, a tedy pocitdme prvni derivaci a klademe ji rovnou nule:

3
V/(z) = g(Sx ~322) = 0= (32 —8) =0

8
T= g nulovy kofen z; = 0 neddva smysl pio feSeni tilohy;
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Obrézek 10.5: Prufez kuZelem

3 8\ 3 8
V'(2) = (8 — 6x), V" () =T, (8—6~ ) <0,
2 3772 3

tedy proz = g m je objem vélce maximalni a jeho hodnota ¢ini V4, = —— m?>. &

10.1 Dalsi vyuZiti derivaci

V minulé kapitole jsme si uvedli, Ze derivaci 1ze interpretovat jako rychlost nebo miru (tempo) zmény.
Nyni si ukdZeme, jak pfi pocitani tuto védomost aplikovat.

Aplikace derivace: padajici Zeb¥ik

Ptiklad 10.1.1. Zebiik dlouhy 13 m se jednim koncem A opiré o zed a druhym koncem B o podlahu (viz
obrazek se zZebfikem). Zebfik zacne ujizdét, a to tak, Ze bod B se od zdi vzdaluje rychlosti 1,6 m/min.
Zjistéme, jakou rychlosti se pohybuje bod A, kdyZ je bod B vzdélen ode zdi 5 m.

Reseni: 10.1.1. Nejprve si ujasnéme, co chceme vypotitat. Zavedeme soufadnicovy systém podle
obrazku. Vime, Ze rychlost bodu B pohybujiciho se ve sméru osy o, je zndma. Pokud oznacime jako
x(t) velikost drahy, kterou urazi bod B v ¢ase t od zac¢atku pohybu, mtizeme pro rychlost tohoto bodu
jako pro derivaci veli¢iny z(¢) podle ¢asu napsat

Z'(t) = 1,6 m/min
a analogicky, pro rychlost (v ¢ase ¢ od zacatku pohybu) bodu A pohybujiciho se ve sméru osy o, piSme

y'(t). Nasim tikolem je najit 4/ (¢) pravé v tom okamziku, kdy bod B urazi 5 m. Z obrazku je vidét, Ze
podle Pythagorovy véty se splni v kazdém ¢asovém okamziku takovém, ze z%(t) + y2(t) = 132, odtud

plyne y(t) = 1/169 — z2(t). Proto
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Obréazek 10.6: Zebiik

, dy  —2z(t)-2'(¢) -5-1,6 2 ,
yt)=—= = = ——m/min.
dt  2./169 —22(t) /169 — 52 3

Pfi vyjadfeni derivace 3’ plati: délka drahy bodu B ve sméru osy o, je funkci ¢asu a vzhledem k tomu,
Ze derivujeme podle ¢, je nutné brét funkci 2?(t) jako funkci sloZenou. Jeji derivace podle ¢ je sou¢inem
derivace vnéjsi funkce (kvadratické) a derivace samotné funkce z(t), o které nevime, jaky je jeji pfedpis,
vime v8ak, Ze jeji derivace méd hodnotu 1,6 m/min, neboli z/(t) = 1, 6. (Zdpornad hodnota y" vyjadfuje
smér pohybu zkoumaného bodu B.) &
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