Kapitola 11

Ukazkové testy

Ukdzka testovych tiloh spolu s fesenim.

V naésledujici kapitole, z divodti zvySeni pravdépodobnosti tispéchii studentti pfi ziskdvani pisemné
casti kolokvia, uvddime ukdazky testli v podobg, v jaké ji studenti obdrzi pii testovani. V druhé &asti
textu pak zajemci naleznou vzorové feseni testovych tloh. Bodové hodnoceni tiloh v hlavi¢ce zadani za
oznacenim varianty, berte pouze jako indikétor obtiZnosti tilohy, které miize byt v zavislosti na okolnos-
tech zménéno.

Ukézkové testy obsahuji vzdy pét tloh, které pfedstavuji po obsahové strance stéZejni ¢ast vyuky.
Predpoklada se, Ze je psdna pouze jedna pisemnd prace za semestr. ZaleZi ovSem na vyucujicim, zda ne-
rozdéli u¢ivo do dvou, ¢i vice pisemnych praci, které budou samozfejmé ¢asové méné narocné. Prejeme
vSem Ctendfim Uspésné feSeni tloh, které svym dilem pfispéje ke zvySovani VaSich “matematickych
kompetenci”.
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MAT1 test Jméno:
Varianta A 25,15,10,15,15 | Datum:

Piiklad 11.0.2.

1
1. VySetfete priibéh funkce y = 5xx2 a nakreslete jeji graf.

2. Méjme 900 metri pletiva na oploceni dvou stejnych sousednich obdélnikovych pozemkii o
stejném plosném obsahu (na strané, kde sousedi povede jen jedno oploceni). Jaké rozméry po-
zemkd stanovit, aby soucet plosnych obsahti byl co nejvétsi? Urcete i velikost obou pozemki.

3. Vypocitejte limity (v pfipadé, Ze neexistuji, zdtvodnéte proc.)

2 20 — 1 -1 3 _ 2 2 1
0) lim Z (2x — 10)(3z — 10) b lim x® — 3z x +
T—00 2(3.’1? + 2)5 r—3 372 — 5z +6

4. Podle zdravotni dokumentace ¢ tydnti po vypuknuti chfipkové epidemie byl poc¢et onemocnéni

urcen jako f(t) —gs¢ tisic osob.

B 4
1+ 3e

(a) Jakou rychlosti rostl pocet nemocnych na zac¢atku prvniho tydne?
(b) Pokud by tento trend pokrac¢oval podle uvedené funkce, k jaké hranici po¢tu onemocnéni by
se pribliZil po velmi dlouhé dobé?

52 + 11
(x—1)(z° +2+6)

5. RozloZte na parcialni zlomky vyraz
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MAT1 test Jméno:

Priklad 11.0.3. 7 - 51015251515 | Datum:

1. Vypocitejte limity (v pfipadé, Ze neexistuji, zdtivodnéte)

(1 — 4z)?

2 _ _ 2
0) lim (32 — 4)(1 — 4x) oy (L 42)”
z— 3 ZL’(-?)(E — 1)2

z—oo (3 —1)2 — (322 +1)2

b)

3z
3z+m
ovéfte platnost vztahu f(f~!(z)) = .

2. Zjistéte, zda funkee f(z) =

je prosta. V kladném piipadé urlete inverzni funkei f~!(x) a

3. Vysetfete priibéh funkce f : y = = +

1 -
5 nakreslete jeji graf.

4. Uréete rozméry vélcové nddoby s vikem tak, aby pfi objemu V' = 2dm?® méla nddoba minimalni
povrch.

5. Urcete redlné koteny polynomu P(z) = 323 — 522 + 5z — 2.

102



MAT1 test Jméno:
Varianta C 25,15,10,15,15 | Datum:

Piiklad 11.0.4.

1. Vysetfete pribéh funkce f : y = 2%e” a nakreslete jeji graf.

2. Potadatel koncertu ma k dispozici sél pro 800 divaki. Rozhodl se, Ze stanovit cenu vstupenky na
1000 K¢. Uvazuje vsak o zvyseni ceny vstupenky a pfedpokladd, Ze za kazdou stokorunu navic,
pfijde o 20 zdjemct. Jak mé stanovit cenu vstupenky, aby jeho pfijem byl maximalni.

1
3. Ve kterych bodech kiivky y = s je tetna rovnobézna s pfimkou p : y — 22 — 6 = 07
4. Nactrtnéte graf funkce y = —|In(z — 1)| + 3.

y L 2?4+ 22° + o o e 1e “
5. Urcete body nespojitosti funkce f(x) = 57 3, 2 vypocitejte limity v téchto bodech.
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MAT1 test Jméno:
Varianta D 25,10,15,15,15 | Datum:

Piiklad 11.0.5.

1. VySetfete priibéh funkce y = 1 a

i nakreslete jeji graf.

2. Vypocitejte:

. (1 —22)(2® + 52 + 6) . (1 —=2z)(2® + 52 +6)

3. Napiste rovnici te¢ny ¢ a normaly n v bodé T'[8, 7] funkce f(z) = ¥z +

3

EH

4. Nalrtnéte graf funkce y = ||z] — 1| — 1].

5. Dostali jste povoleni na stavbu bazénu se ¢tvercovym dnem o objemu 32m?. Jaké zvolite rozméry
bazénu, aby spotfeba kachli¢ek na jeho obloZeni byla minimalni?
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Reseni: 11.0.2. (VARIANTA A)

1.y = 521 Dy =R—{0} f(-z)==3%"1+#f(z)#—f(x) = anisud4 anilicha.
y = 5:82—(?010—1)296 =il g = gp=1

\ x|

—52%—(—5x+2)322 102—6 3
" IG z — 0 :> Xr = g
(—00,0) [2=0](0,2) | [2),39)] | (2),00)

- e |
ABS:
: S5x—1 : Sx—1 _
Jim St =00 lim 7= oo
a:x =
ASS: .

. 22 5 _ _ . 5 1 . 5 _

b= lm === lm g =00= lp %5 = lm 5 =0
az :y=0.

Obrazek 11.1: Graf funkce f : y = 5231

2

2. 0 =4a + 3b =900 = b:%
S — 2ab = 2q200—4a _ 1800a—8a>

3
=180 — g = g =112,5m.
Po dosazeni do prvniho vztahu plati: b = 150m, S = 225 - 150 = 33750(m?).

. z%(22—10)(3z—10) . 6zt+...
3. (@) lim =5 = lim g7 =0
iy 2—32% 2341 _ -5 4 oEabRE PRI
(b) ili% e = = Jenutné vysetfit jednostranné limity.
3 2 3 2
: x”—3x°—2x41 __ : z” =3z —2zx+1 _
zlfg, —Bztr6 T gﬂlir& 225246 0.
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Jednostranné limity si nejsou rovny, proto limita neexistuje.

4. Pocet nemocnych v zdvislosti na ¢ase, udanych v tydnech je dan funkci f(t) =
= 4(1 + 3e708) 7L,

4 _
T+3e-0:8¢ —

(a) My hledame rychlost $ifeni ndkazy na pocatku (¢ = 0). Tu Ize najit jako derivaci této funkce
prot = 0.
f'(0) = [4(=1)(1 + 3e~0-81) =23 =0-8((.8)]5 = 0.6(v tisicich). Na pocatku byla rychlost §ifeni
nékazy 600 osob za tyden.

(b) Zajima nds limitni pocet nakazenych osob za velmi dlouhou dobu (¢ — o0).

lim 25w = lim —%5— = 4 (v tisicich).
t—o0 1H+3e7 08 t—oo 1+ Eo‘.}Bt ( )

. 52411 . . 1o = eey s
5. Vyraz —p731 7y je ryze racionalni, jmenovatel jiz v R nelze rozdélit.

Rozklad na parcidlni zlomky proto bude mit tvar:

5?2 + 11 A Bx+C

(x —1)(z2+x+6) ac—1+a:2+ac+6

502 4+ 11 = A(x* + 2+ 6) + (Bz + C) (v — 1) = Az® + Ax + 6A + Ba* + 2(C — B) - C
2 5=A+B
't 0=A+C-B,
2% 11=64-C

Soucet vSech rovnic je: 16 = 84 = A = 2. Z prvni rovnice pak B = 3 a y tfeti rovnice
C=1
Vysledny rozklad nabyva tvaru:

522 4+ 11 2 3x+1

(x — 1)(22 4+ x + 6) x—1+x2+x+6'
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Reseni: 11.0.3. (VARIANTA B)

z*(48—...) 1

~ (322—4)(1-42)>  _ 1. 48x* 2423 612°4322-4 _ | _ 16
L (a) Ilin;o Bz—1)2—(322+1)Z zlLH;o 92111527 6 = mhjf;o wI(—91..) — 3°
: (1-42)* _ dslo
(b) lim Zmr=y = 55°.
I—>§ ) )
. v gvey PR TI . (1—4z)* . (1—4x)*
Je nutné vySetfit jednostranné limity. 1111117 TG = 100 hn?+ T@—1)F = To0-
T—3 T—3
(1—4x)?

Zavérem, lze ¥ici, Ze whj,% 2Ga1y7 = T00.
3

32?1 _ 312
3z1+7m = 3xotm

2. Je prosta?

9r129 + 3217 = 92122 + 3291

1 =x3 = Funkce je prosta.

Inverzni funkce:

3
= 3y<yk7r
3zy + xm = 3y

y(8z —3) = —am

fhiy =
Ovéfime platnost vztahu f(f~!(z)) = .

3_zm zT

—1 — —3x J— —x _
f(f ({E)) -3 537é13+7r = wwiwﬂm =z.v

3— T—z

3. Dy =R —-{2} = defini¢ni obor neni symetricky, proto neni tfeba vysetfovat paritu funkce
(neni ani sud4, ani lichd). ¢’ = 1 — (m_12)2 = TJ;—_‘*;)*;?’ = (“;Ef’z(;;;l) = 0. Body podeztelé z extrému:

z = 1 nebo z = 3.

(o0, 1) | [L,0] | (1,2) [x=2](2,3) | [3,4] | (3,00)

/! MAX | N | MIN | J/

F(z) = (296—4)(w—Q)FI(i;)i)(’”—UQ(x_Z) = (m—22)3 = 0. Nema body podezielé z inflexe.

(=00,2) | z=2| (2,00)

~ ~—

- I 1 ; 1
ABS: ,;1351_ T+ = 00, hspaceSmm Ilféh T+ —5 = o0.
ay:x =2
1
ASS: k= lim 2= =1¢g= lim er%Q*x:
r—+o0 ¢ r—+o0 z
as 1Yy ==
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Obrazek 11.2: Graf funkce f : y = x + ﬁ

4. Vime, z2e V =mr2v =2 — ’U:T?&

S = 27T7“(7’ + U) = 27’1’1"(1" + #) =2 + %

Pokud ma byt obsah extrémni, musi platit:
S=dmr-L=0 = r=4 "
Po dosazeni pak v = .

. Vytipujeme &islaras:r|—2=r=1,-1,2,-2; 5|3 = s=1,3.

r —1 1 2 -2
g . _]-7 Talv 3327§7_27 T
r. -1 -1 1 1 2 =2 =2
s 1 3 1 3 1 1 3
r+s: 0 2 2 4 3 5 -1 1 | P(-1)=-15
r—s: -2 —4 0 -2 1 -1 -3 —5 P(1)=1

2
Z tabulky je zfejmé, Ze neni nutné vysetfovat viechny hodnoty, ale pouze 3 2.

3 =5 5 -2
3 1 7 |12
3 -3 3 0
3 -1

P(z) 1ze rozlozit v R nasledovné: P(z) = (z — 2)(3z% — 3z + 3). (Trojclen 322 — 3z + 3 neni v R
rozloZitelny.)

Hornerovo schéma:

win | N

Wl
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Reseni: 11.0.4. (VARIANTA C)

1. y=a%e D;=R =  nemd ABS.
f( )—a: e‘x;éf( )# —f(z) =  anisudd ani licha.
Y = 2we® 4+ 2%e® = xe®(2+x) =0 = r=-2Vz=0.

(=00, —2) | [-2,4¢7%] | (=2,0) | [0,0] | (0,00)

% MAX | N\, |MIN|

Yy = (24 2x)e® + (22 + 22)e® = (22 + 42 +2) =0 = r=-2-2Vr=-2++2.

o0)

(=00, =2-V2) [ [-2- V2 f(-2-VD)] | (-2-v2 -2+ | [-2+ V2 f(-2+ VD] | (-2+ V2,
- 1B ~ 1B -
ASS: ,
ki = 1ir£ T = +4o0 = v 400 nemé ASS.
b= lim 5=l gt = m o =00 = et =l o= e =
lirEl egw =
a:y=20

Obrézek 11.3: Graf funkce f : y = 22

2. Ozna¢me P pfijem z prodeje vstupenek. Funkce P(x) uddva zdvislost pffjmu ku po¢tu navysenych
stokorun oproti zdkladni cené. Pak
P(x) = (800 — 20x)(1000 + 100z) = 800000 + 60000z — 20002
P'(z) = 60000 — 4000z =0 = =15
Pro maximdlni zisk je nutno navysit cenu vstupenky o 15 stokorun. Optimélni cena vstupenky je
tak 2500 Ke.

3. Te¢na t je rovnobéZnd s piimkou p : y = 2z + 6, pravé kdyZ maji smérnice stejnou hodnotu
(k¢ = kp, = 2). Smérnici te¢ny ke grafu funkce lze najit jako hodnotu derivaci funkce v bodé
dotyku: ky = f'(T) = (Z)r=2 = z=-1
Tedy hledany bod kiivky je T = [-1, 1].

109



4.
5.

4 ) abs(nte- 1)

1) =-abs(in(x- 1) +3

Inx) | In(x- 1) - 4 -abs(In(x - 1)) RN

-

Funkce f(z) = % neni definovéna pro z pro néz plati: 2% — 222 — 3z = 0 = z(x — 3)(z + 1).

Odtud body nespojitosti x = —1,2 = 0,z = 3.

. 3 2 . 1)2 . +1
lim &2 de — o)y 2L —
1 r3—2x2 -3z T 1 z(z—3)(z+1) s 1 T3

3 2
: x°+2x°+x : z4+1 1
Ih_)rno r3—2x2-3x }}1% z—3 3"
3 2
. z422% 4+ 48 L, v iney . Lo1e .
ili?% o as = = Jenutné vysetfit jednostranné limity.
3 2 3 2
. 42z 4 : x°+2x“+xr
$£I£l_ 2023z X le)rg+ 3 —222—-3x +oo.

Jednostranné limity si nejsou rovny, proto limita neexistuje.
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Reseni: 11.0.5. (VARIANTA D)

1.

2.

3.

4.
5.

Y= Dy=R = nema ABS.
f(—2)= 55 =—f2)=> funkce je licha.
;) 4A+z?—z2x _  4—2? _ _
Yy = (4+22)2 — (4+2?)2 = rT=-2Vzx=2.
(—OO,—Q) ‘ [_2a_i] ‘ (_272) ‘ [Zi] ‘ (2700)
N MIN /o max |\
— T $2 2_ —$2 —12 X x 1/‘2—
yr = St _ 51D g o g = 2Fva=0va =23
(=00, —2v3) | [=2v/3, =53] | (—2v3,0) | [0,0] | (0,2v3) | [2v3, %] | (2V/3,00)
~ IB — IB ~ IB ‘ —
ASS: .
b= lip 5 =00= lip g =0y =0
0.5
0
' ' ; 6 4 2 0o 2 4 6 8 10 12
0.5
Obrazek 11.4: Graf funkce f 1y = 755
L
i (=20)@245246) gy (1=22)(2+2)(243) _ 33, (1=22)(z43) _
(b) mE)HEQ 1c:r;ch8 . —$1i>I£12 (a:+§)(;272;14) _zli{rjz x2f2zi4 - %
Nejprve dopocitdme y-ovou soutadnici bodu T': f(8) = ¥/8 + 3%/5 =2 (T8,3).

Smérnice te¢ny je hodnota prvni derivace funkce v bodé dotyku, tedy

—2 —4
T3 T3 1.1 1 1
k = ! 8 - — = —(-——) = —.
=P = - k=310 = 16

t:y = f—Gx + ¢, navic vime, Ze T" € t a odtud po dosazeni za x a y dostdvdme rovnici te¢ny
t:y= 1—16x + 4.
Pro smérnici normély v bodé T plati k; - k, = —1, tedy k,, = —16. Stejnym postupem jako u te¢ny
dostavame rovnici normaly n : y = —16x + 234

1) = abs(abs(abs(x) - 1)- 1)

Vime, Ze objem bazénu V = a?b =32 = 3mmb = 3}
Povrch bazénu se sklddd z povrchu jeho ¢tyt stén a ¢tvercového dna,

tedy S = dab+ a® = 432 + 2. | =

111



	MAT1 100
	MAT1 101
	MAT1 102
	MAT1 103
	MAT1 104
	MAT1 105
	MAT1 106
	MAT1 107
	MAT1 108
	MAT1 109
	MAT1 110
	MAT1 111

