Kapitola 12
Ulohy k procvi¢ovani

Nasledujici stranky obsahuji tilohy k samostatnému procvi¢ovani. Jsou sefazeny dle kapitol studijniho
textu. V priibéhu semestru budou déle dopliiovdny na zédkladé aktudlnich potfeb tak, aby umoznily
studentdim dostate¢né procviceni studované oblasti matematiky. Z téchto pfiklad@ budou v generovany
také testy ke kolokviu. Vzhledem k rozsahu baterii tloh, neni nezbytné propocitat vSechny tlohy. Je
plné postacujici spocitat 3-4 priklady daného typu. Pfejeme hodné tispéchii pfi jejich feSeni.

12.1 Vyrazy

? Ulohy

Uloha 12.1.1 Zjednoduste algebraické vyrazy a urcete, pro které hodnoty maji smysl.

a)( +i+x+y):(;—§—g—§) b)(1+g+g—§)(1—g)a;‘i3
O = ﬁ) (I + 2;+11) d) iii’gi — 2t
o (1= ) (1-%2))  0-92) DY/
g) % h) vab /426 V/3a3bT /24360
z? 2% 4 2

Reseni. a) x_y,x;éO,y;zéO,x;éj:y;b)—l,a:;«éo,x;éa;c) 1,z # 1;d) ,x # 0,z # ty; e)

1

1
153" £ +2 f) Va,b>0,a # 0;8) 1,a > 0;h) v8Val3Vb3,a > 0,b> 0. &

Uloha 12.1.2 Vypotitejte hodnoty polynomu f(z) = 42° + 2z* + 112% + 2 — 6 vbodech 2 = —1, x = 2,
z=0,5.

Reseni. f(—1) =2; f(2) =200; f(0,5)=—2,5.

Uloha 12.1.3 Najdéte viechny realné koteny polynomdi a ovéite je Hornerovym schématem.

a) P(z) = 2* — 42® — 1022 + 28z — 15 b) P(x) = 2° — 823 — 2% + 122 — 4

c) P(x) = 2° + 2* — 52® — 92% — 242 — 36 d) P(z) = 25 + 22* — 1323 — 2622 — 362 — 72
e) P(r) = 27 — 220 — 425 + 62* 4 Txz — 42y — 42 f) P(2) = 2% — 425 — 62* + 3223 + 25 — 60z + 36
g) P(x) = 2123 — 2522 + 3z + 1 h) P(z) = 182% + 923 — 172% — 42 + 4



Iv{eéeni. a) T1,2 = 1,.233 = 3,1‘4 = 5; b) T12 = —2,333 = 1,.1‘4,5 = if, C) T1,2 = —2,1‘3 = 3,‘ d)
xr1 = 73,17273 = 72,.%4 = 2,:65 = 3,' e) €1,2,3 = 7171‘4 = 071‘5 = 1,1‘677 = 2 f) €1,2 = —2 , 3,4 = 171’576 = 3,'
g)xl:*%’T’?:%?xfﬁ:l?h)fl:*1@2:*%7%3:%,%2:%.&

Uloha 12.1.4 Vydgélte polynom f(z) polynomem g(x):

a) f(z) =22* — 234+ 922, g(x) = 22 + 4;

b) f(z) = 423 + 22% — 22 — 3, g(v) = 22 + 1;

o) f(z) =23 +6x+3,g9(x) =22 —-22+2;

d) f(x) =23 -8x+2,9(z) =z +3;

L 2t — 4922 ) 4o —4 . dx® +22% — 22 -3 ) 2

ReSeni. a) e =2z —x+1+x2+4,b) 1 —2;v—1—2x+1,c)

3 3

z° + 6z + 3 8r—1 x®—8r+2 1
Z_ Y 92 — — 1—- ——,
> —2x+2 Tt 2—2x+2'd) T +3 v+ z+3 *

Uloha 12.1.5 UkaZte, Ze &islo = = 3 je kofen polynomu f(z) = =

kofeny tohoto polynomu.

3 — 22 — 11z + 15 a urcete viechny dalsi

Reseni. Viechny kofeny polynomu jsou z; = 3, 223 = —1 £ v/6. &

Uloha 12.1.6 RozloZte vyrazy na parcialni zZlomky

a) T+ 3 b) x
4+ x—2 (x—1)(2* +2)
9 2z +1 d)2m2+m+1
(2 + 1) (z —1)? zt — 2?
P+l 323 + 52% — 250 — 1
e) ———7 f) 3
x(z+1) x° —3x+2
)21:2—3364—3 h) 1
& () —22° + ((2)? 4+ 1)(z* + 4)
. 4 1 ) 1 11—z r—2 1 3 )
Refeni- a) 57— "3+ P om0 T 2@+ 1) Q 3@+ 1) 21 T 21 Y
2 111,13 PO 6 3, 2 1
-1 2 z z+1° r z+1 (z+1)72 z+2 (x—l)z'g r (z—1)* z-1
3 1
h)m2+1_3(x2+4)“"

12.2 Funkce, elementarni funkce

Uloha 12.2.7 Zjistéte,zda je funkce suda nebo licha:

a) fry=23
b) Sy =25
0 fiy= i

[ani suda ani lich4 |
[licha ]

[suda ]



Uloha 12.2.8 Zjistéte, za se jednd o prosté zobrazeni a naleznéte k nému inverzni zobrazeni:

a) fry=332 [/t y=3-4z]
b) fry=1 [rty=121]
¢ fry=a22>—4prox >0 [fl:y=vztdproz> —4]

Uloha 12.2.9 Uréete inverzni funci a defini¢ni obor inverzni funkce:

a) flz) =3-27" [£!(2) = —logy(3 = ), D(f 1) = (=00, 3) ]
b) f(x) =5-207% [ @) =% (8+1og2 g) D(f™1) = (0, ), ]
10 _ 10 _
9 f(@) = 5 [14@) = oz (1 ~2), DU) = (0,5)]
4
d) f(@) = 75 (1@ =tos (1= 3 ), DU = (=0, 0)U (4, )]

Uloha12.2.10 Z danych zobrazeni utvoite sloZend zobrazeni F| = fog, F» = gof, F3 = fof, Fy = gog.
Urcete defini¢ni obory téchto sloZenych zobrazeni:

a) f:y =6z -5, g;y:g b)f:y=a*+2, g:y=+V22

1 T
Ofy=_ gry=2r+d d)fry=-———, gry=1-2

e)fiy=vr, g:y=+r f)f:y:%wf g:y= 1z

ReSeni: a) F} = 3z — 5, Fy = 3v — 5/2, F3 = 362 — 35, Fy = v/4, DFy = DFy = DF3 = DF, = R;
b) F1 = 2$+2, FQ = \3/2333 +4, Fg == (.7,‘3 +2)3 —|—2, F4 = \3/5\9/25(1, DFl == DF2 = DF3 = DF4 = R,

1 2
C)F1:M,FQ:;+4,F3:$,F4:417+12,DF1:{JJERI@‘#—Q},DFQ:{!L‘GRZJ?#O},
DF3:DF4:R}

1—2x 1—x T
d) F, = Fy=4z—1,DFy ={ceR:axc#1},DFy ={z e R:a # -1},

22 2 T v T 1
DFs={zecR:x+#—-1/2}, DF, =R;
e)Fi =F,= ¥z, Fs= Yz, Fy= §/x, DFs =R, DFy = DF, =DF,={z €R:2 > 0};
v T2
—{;/5+2/ 2_€/$+2, 3_2x+5r
~2}, DF3 = DFy =R.

f)Fy Fy=¥Yx,DFf ={x eR:ax# -8}, DFb ={r eR:z #

12.3 Kvadratické a mocninné funkce

Uloha 12.3.11 Naértnéte grafy funkci a urcete jejich defini¢n{ obor a obor hodnot:



a) fry=-3z+7 [Df = R, Hf=R ]
b) f:y=—-222+3 [Df == R, Hf=(—00,3) |

o fry=(z+4)2 [Df =[—4, 00), Hi=(8, o0) |

Uloha 12.3.12 VyuZitim grafu funkce f(z) = % a operaci s grafy funkci zakreslete grafy funkci:

z+1 2—x 10z +3 d 4x T

a)h(m):x_2 b) g(x) = 37 c) p() 102 -3 )f(x)zm e)f(l’):5_x

Uloha 12.3.13 Vyuzitim grafu funkce f(z) = v/z3 a operaci s grafy funkci zakreslete grafy funkct:

a)h(z) =vVz3+2 b)gx)=Va3 -3 )plx)=4Ve? d)gx)=vaS+1 e)r(zx)=2V25—1+3
12.4 Logaritmické a exponencidlni funkce

Uloha 12.4.14 Reste exponencialni rovnice:

a) 27tlp2r 4 orl=7, b) 0,477 =252 ) 4% — 41 =120
d) 0,2°71.0,3° =10, e 4> -6-4°+8=0; f) 3 +37F =4

Redeni: a) z = 1; b) nemé FeSeni; c) neméa Feseni; d) z = logg o6 50; €) 71 = 1, 19 = 1/2;f) 21 =
logs(2 + V/3), 12 = —z1 = logs(2 — V/3)

? Ulohy

Uloha 12.4.15 Reste exponencialni nerovnice:

a) 27 8>1; b) 0,2% > 537; ) 47 .22+l < 100;
2 xr
d) (7) 3e-l> 1, e) 475 < 16l7T; f) 3Tl 4 3ot <48

g) 25 —5.5°+6<0; h) [2°—1]>4.
. 1
ReSeni: a) v > 8/3;b)z < 0; ¢) z < 1 log, 50; d) z < logg/; 3;€) x < —1; f) x < logg 4; g)
x € (logg 2, logs 3); h) z > log, 5

? Ulohy

Uloha 12.4.16 Reste logaritmické rovnice:

a) log,(2+5z)=-2; b) logy(z+7)—logaz=3;, c) logy(logsz)=—3;

2
d) Inz?=1In(10—22); e) log; @ L

— = 10; f) 1 = -1
1+4logsx ) loes 1—a?

M 31
Reseni: a) z = —%;b) z=10)xz=+3;d) z=+V5e)z =319 f) nema feeni

? Ulohy



Uloha 12.4.17 Reste logaritmické nerovnice:

a) logg(z—1)>2;
d) log3(x—1)>3;
g |logz| <1

i) 10g§x+2log5m—3<0.

. 11
ReSeni: a) x > 10; b) z € {

z €(0,1; 10); h) z € (—o0

?7

b) 1+logs(4—x) <0

) . - >
€ 1+2Inx
B [logy(1— )] > 3

7

4);c)x > =5;d)z € (

12.5 Goniometrické a hyperbolické

c) logys(r+6) <0;

f) log|x| > 10;

i) [1-Inz|<2;

28 —1/2 10
Lgo)e)x e (e7V/2 1)) [z > 107 )

, —T)U(7/8,1);1) z € (1/e, €3);j) x € (1/125, 5)

? Ulohy

Uloha 12.5.18 Reste v mnoziné R rovnice:

a) sin(2z — Z) = —3
b) 2sin(% + £) =3

S

c) % cos(2z — 3) = %

d) cos(4r + §) =

o

e) tg(2z — ) =3

o

f) Jscotg(§ —§)=-
g) 2sin’z = V2sinz
h) 2cos?z = —/2cosx

i) tg?r = —tgz

i) V3tgir 4+ 2tgr — V3 =0
k) 3tg%z + 4V/3tgz +3 =0

) 2—2cos’z —+/3sinz =0
m)sin 2z — cosz =0

n) 2cos?z + 4sin’z = 3
0) sindz = v/2cos 2z

p) sin2x = (cosx — sinz)?
q) sin® z +sin? 2z = 1

4

r=3

. 4
r) sin®x — cos 5

[Upez {357+ km, 7+ kr} ]

[Urez {37 + 6k, 37 + 6k} ]

[Ukez {7 +kn} ]

[Urez {357 +k3m 57 +k3m} ]
[UkEZ {i”Jrk%”}]

[Upez {47 +3km} ]

[Urez {km, 37+ 2km, 37 + 2k} |
[Ukez {%W + km, %W + 2k, %ﬂ' + 2km} ]
[Ukez {km, G+ kr} ]

[Upez {37+ km 2+ kr} ]

(Urez {37+ km, 37+ kn} |

[Uiez {km, 37+ 2km, 27 + 2kn} |
[Unez {37+ km, L + 2km, 37 + 2k} ]
[Upez {37+ km, 3n+ km, } ]

[Upez {47 +k5, g7+ km, 37+ kn} ]
[Urez {7+ km, S+ km, } ]

[Urez {37+ km, 7+ km, 37 + kr} ]

[UkEZ {%W + kT, %“ +km, } ]



s) cotg?z + (V3 — 1)cotge = V3
t) gdsin’z _ o7

u) cos2x — cosx = sinx — sin 2z
v) 2sin® x + sin? 2z = 2

w)sinz + cosz = 1 + sin 2x

X) sin 3z = sin2x — sinx

[UkEZ {iﬂ + kr, %W + km, } ]

[Urez {im+km, %w +km, } ]

[UkeZ {2k, %ﬂ' + %k)ﬂ', ]

(Urez {37 +km, g7+ km, 3m+ kr} ]
[Upez {57+ km, 57 + 2km, 2kn} ]

[Ukez {kg, %ﬂ' + 2k, %ﬂ' + 2k7r} ]

y) COS2 x B 4tg3;‘ =0 [Ukez {éﬁ + km, %77 + k7r} ]
z) V/b5sinz + cos2z + 2cosz =0 [Uiez {87 + 2k} |

12.6 Posloupnosti a limity posloupnosti

? Aritmeticka a geometrickd posloupnost

V nésledujicich zadanich znamend zkratka AP aritmetickou posloupnost a GP geometrickou posloup-
nost.

Uloha 12.6.19 T#i za sebou nasledujici ¢éleny AP majf soucet 21 a souin 315. Urete tato &isla.

[5,7,9]

Uloha 12.6.20 T#i za sebou nasledujici ¢leny GP maiji soucet 49/2 a souiin 343. UrCete tato &isla.

[7/2,7,14]

Uloha 12.6.21 Vlozte pét ¢isel mezi 6 a 30 tak, aby tvotily 7 za sebou jdoucich ¢lent AP

[6,10,14,18,22,26,30]

Uloha 12.6.22 Vlozte &tyfi ¢isla mezi 243 a 1 tak, aby tvofily 6 za sebou jdoucich &lenti GP.
[243,81,27,9,3,1]
Uloha 12.6.23 Prvni tfi ¢leny GP jsou k — 3,2k — 4,4k — 3 v tomto pofadi. Uréete hodnotu k a souet
prvnich osmi ¢lenti této posloupnosti.
[k =7, ss = 4066, 3467]
Uloha 12.6.24 V jisté AP je soucet prvniho a patého ¢lenu 18 a paty ¢len je o 6 vétsi ne tieti ¢len. Urcete
soucet prvnich deseti ¢lent.

[165]

Uloha 12.6.25 Urcete, zda je posloupnost (an)ff:lrostouci, klesajici a omezend. Urcete také asg.

oo
a) (n(n1+1)) [klesajici, omezend, asy = ﬁ ]
n=1
2n—1\" o
n— . B _ 99
b) ( n+1 )n:1 [rostouci, omezena, aso = & ]



Uloha 12.6.26 V aritmetické posloupnosti (a,,),—; jeas + a3 =9, as - az = 14. Urkete ao.

[aw = —33neboaijg = 42]

Uloha 12.6.27 V aritmetické posloupnosti je dano:

a) ay = 0,a¢6 = —4, s, = 12, urete n. [n=3vn=4]
b) a1 + a4 = 26, a3 + a5 = 30, urcete s19. [s10 =190 ]

Uloha 12.6.28 Mezi &isla 1 a 25 vlozte tolik ¢&isel, aby spolu s danymi &isly tvotila pocatek aritmetické
posloupnosti a aby soucet danych a vloZenych ¢isel byl 117.

[4,7,10,13,16,19,22]

Uloha 12.6.29 Mezi kofeny kvadratické rovnice 2 —10x-+16 vlozte &tyfi &isla tak, aby spolu s vypoétenymi
koteny vzniklo Sest nésledujicich ¢lenti

a) aritmetické posloupnosti, [2;3,2;...;8nebo 8; 6,8; ...; 2]
b) geometrické posloupnosti. [2,2¥/4,...,8nebo8,4V/4,...,2]

Uloha 12.6.30 Urcete prvni ¢len a kvocient geometrické posloupnosti (a,,)2,, jestlize:

a) as = 16,a4 = 1, [a1:64,q:%]
b) ag — as = 360,a7 — a5 = 144 [a1 =3,g=2Va1 =-3072,g= 1|
C) al—a2+a3:15,a4—a5+a5:120 [a1=5,q=2]

Uloha 12.6.31 Pri¢teme-li k ¢&islim 2, 7, 17 totéz &islo, vzniknou tii po sobé jdouci ¢leny geometrické
posloupnosti. Urcete toto &islo.

[je to &islo 3]

Uloha 12.6.32 V geometrické posloupnosti je a; = 3. Uréete viechna ¢ € R tak, aby s3 < 21.

[a € (=3,2)]
Uloha 12.6.33 Soucet ¢ty po sobé jdoucich ¢lenti geometrické posloupnosti je 80. Uréete je, jestlize vite,
Ze posledni je devétkrat vétsi nez druhy.

[2,6,18, 54 nebo —4, 12, —36,108]

Uloha 12.6.34 Urcete soucet viech ptirozenych &isel, ktera vyhovuji nerovnici

2 S5 — 15
120+ 2)-5—
( Jc+3) 3

< 50(z + 10).

[s58 = 1682]

Uloha 12.6.35 Vypotitejte soucet viech p¥irozenych dvojcifernych ¢isel.

[s = 4905]



Uloha 12.6.36 Spojenim stiedti stran ¢tverce s délkou strany a vznikne dalsf ¢tverec, z toho lze stejnym
zpusobem sestrojit tfeti atd. Jak velky je obsah ¢tverce vzniklého desatym délenim? Kolikrat nejméné

Y,

musime konstrukci opakovat, aby koneény ¢tverec mél alespon 100-krat mensi obsah neZ ¢tverec ptivodni?

[ﬁ , sedmkrat]

Uloha 12.6.37 Délky stran pravothlého trojthelnika tvoif po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti.
Ukazte, Ze jsou v poméru 3 : 4 : 5.

[je to snadné]

Uloha 12.6.38 V aritmetické posloupnosti 30, 27, 24, 21, ... Najdéte ¢len a,,, ktery se rovna jedné osminé
souctu s,_; vSech predchazejicich ¢lenti.

[dvé feseni azz = —66, a6 = 15]
Uloha 12.6.39 Dluh byl splacen v mési¢nich splatkéch, které tvotily geometrickou posloupnost: 1000K&,
250K, .... Po kolika mésicich klesne splatka pod 2K¢?

[esta splétka]

? Limity posloupnosti
Uloha 12.6.40 Vypottéte:

a) lim &ntl [2]

n—oo

b) lim (7 [

n—oo

]

N =

2n°—3n+1 [
3n2-5

]

¢) lim

n—oo

win

d) 1 3n? 41
im ——
n—oo nt 41

[0]

: 100n°+1
e) lim 75Ty [100]

Uloha 12.6.41 Vypottéte:

< (A1) —(n—1)3
a) ,}LH;O (n+1)2+(n—1)2 [3]

. (n+2)%4+(Bn—-1)°
D )T @3

3
not1 a8
2n 4+ 14n — 100 8

3n4 3n' —n® +166)
i

¢) lim

n—oo

15
n—oco (2n +1)* + (n — 1)* 37 ]



Uloha 12.6.42 Vypottéte (ptipometime, Ze n! = n.(n — 1).(n — 2)...3.2.1):

a) 11m m [0]
. (n+2)+ (n+ 1)

B T (D) ]
. (2 + (n+ 1)

R ] ]

. Cn+DI+2n-1)
4 o )= (@n— 1)

Uloha 12.6.43 Vypottéte:

. 3~ "
D Jim, i o]
.21
RS .

2n+1 + 4n+1

— 4
n—00 2" 4 4™ [ ]

. (=2)" + 3" 1
d) Jim oy g (51

e) lim — [0]

Uloha 12.6.44 Vypottéte:

a) lim o [1]

b) lim - [0]
n—oo m — \/ﬁ

¢) lim - [2]
n—oop —4/n2 —n

d) lim V/i(va 1 - /i) 5]

Uloha 12.6.45 Vypottéte (pti upravach vyrazii pouZijte vzorce pro soucet prvnich n ¢lenti aritmetické,
resp. geometrické posloupnosti):

a) i 1+2+...+n7ﬁ [ 1]
. 2 n—1 1
b)nlinéo<732+rﬂ+"'+ 2 > [51
. 1 1 1 1
1+1+ !
d) li 2 2" 4
)ninéo1+1+ I (51
3T 3



12.7 Limity funkce

? Ulohy

Uloha 12.7.46 Vypocitejte:

2
. -4
b) leIE2 -+ 2

)l 22 —2x—3
0 T or—4

2
r“—5bxr+6
lim —y o 2
&) lim

) i 22+ 22— 15
e m —-——-—-—
z—3 2% — 8¢ + 15

6_ 2
f) lim 5334_7332

z—6T7r —6—T

m4+12712
z4—2x2—-3

g) lim

xr—

Uloha 12.7.47 Vypotitejte:

3
: -8
a) lim &
) 2 r—2

. 327+ 6x—9
R R

2+ 22— —2

y
c) 1}311 221

22% — 322 — 4
d) lim 222

3+ 22% +x+2

a—-2 x2+3x+2

423 — 22

Uloha 12.7.48 Vypotitejte:

1
a) lim ( __3

x—1

z—1 z2-1

)

10

(8]

[-4]

[

wilN

]

[-1]

[-4]

—
a3
fu—

(]

N

[12]

[4]

(3]

(5]

N W

[-5]

—
N =
—

[1]



. 1 12
b) mlin—l2<2+m B 8+:c3)

22 — 10z + 25
e—5 25 — 322 — 92— 5

. 1 2
d)il—{nl<l—x_1—x2)

Uloha 12.7.49 Vypotitejte

o 3—V9—=x
a) lim ——

r—0 3z

Uloha 12.7.50 Vypotitejte:

. 2sin® z +sinz — 1
a) lim

e—x 2sin’xz — 5sinz + 2
6

. cos’x —2cosx — 3
b) lim —
z—m cos“x —4cosx — 5

Uloha 12.7.51 Vypotitejte

. sinx — cosx
a) lim ———

sinx — cosx

b) lim
) z—T cos 2x
. sin®
¢) lim

z—7m 1+ cosx

1—
d) lim i

z—0 sinx

11

[+

[4]

[32]

[-1]

—
wl N
[a—

[o]



e) lim tgr—1
z—z cotgr —1

f lim sin 2x - cosx

z—Z 14 cos2zx

2

sin® 2z
g) lim

—01— cos2z
Uloha 12.7.52 Vypocitejte:
2
tg “x
a) lim —2—uo
) z—0 1 — v/cos 2z
2

sin“ x

0\[ V24 cosx

)h tgx
0\/1—51nm—\/1+s1nx

b) h

d) hm cos2x

z—% v/sinx — \/cosx
. 1 —+/cosx+2
e) lim —————

T sin® 2z
2 .,
2sin“ x — cos 2z
f) m ————

z—% /2sinx —1

g) lim

z—0cosz — 1

h) lim z

z—2 1 —sinx

Uloha 12.7.53 Vypotitejte:

cos’z — 1 + sin 2z

d) QITHO xr
1
e) lim cos 2z
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[-1]

[2]

[1]

[4v3]

[-1]

[-2v2]

[2]

[2]

[-1]



sinx + sin 3x

h) :%HO X

i) lim 4x + sin 8x
r—>0 4x

sin 4x

j) lim ————

z—0vr+1-—1
. 1—+cos2z

k) lim ————

xTr— €T

Uloha 12.7.54 Vypotitejte:

222 +Tx — 2
1 - - -
b m S 113

(1 —2x)*(z — 3)

I
) :E—lgloo 22 —Tx+10
2’L‘+3 +4
|
d) x—l>I—&I-100 2e=1 41
o 1 Vr+2+3vz2 -6
T—+00 QCE —+ ].
3 2
f) lim v

logz 4 18
8) :rll>+oo 2logax — 17

(@ —-1)(@—2)(x—3)(x—4)(z—5)
by xl{r-&r-loo (5x — 1)5

2 1—
D gm Yoitloe

z—+00 z+1

i) lim (z—+z?+52)

r——+00
k) liT (22 — V4x? + 3x)

) lim VEVTFZ-Va)

Uloha 12.7.55 Vypotitejte:

5n
a) lim (—" )
) Tr—-+00 1+n
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[4]

[3]

(8]

[1]
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—

[5=°]

[e=®]



by tim (22)" [e]

r——400
3n
9t (o) <]
. 1\3n+2
9w (+3) <
) lim ( n )"H [c2]
r——+0o0 2+n

2
n

f) 'lirr%) (I1+n)

12.8 Spojitost funkce

? Ulohy

Uloha 12.8.56 Urcete body nespojitosti funkce a klasifikujte je.

2
e —4
a) f1 = P [z = —2, odstraniteln4 |
2
z°— 452+ 6
b) f 2 = 2_1_72 [ac = —2, odstranitelna; z = 0, druhého druhu]
xr X
3 2
C) f _Z +22"+x [ r = —1,x = 0, odstranitelna; ]
3T 27 32 2 = 3, druhého druhu
d) fa =2%4277 [spojita na celém defini¢nim oboru |
e) f5= ex [« = 0, druhého druhu ]
1 2
f) fo= ;7“ [« = 0, prvniho druhu, s = 1]
efL’
=y D= 7 - / _1
g fr { r 23>0 [« = 0, prvniho druhu, s 3 ]
E T < —1
h) fs = { x“"ji ’3 2> 1 [spojitd na celém definiénim oboru |
i) f9 = Sgn(sin JC) [m = km, k € Z, prvniho druhu, s = 2]
]) fio= 59”(1172 - 4) [z = £2, prvniho druhu, s = 2]
2 7
K) fi1 = me—1 [« = e, druhého druhu ]

Uloha 12.8.57 Najdéte takové hodnoty konstanty C, pro které je dana funkce spojita na celém defini¢nim

oboru.

[c=7]

) g1 = 2z +4, r<1
9= Cx—1 z>1

14



Cz, r<l1
b) fr = oz [c=1]
2 C rz>1

Cx — 3, r <2

C)f7{ 3—z+22%2 z>2 [c=6]
C:L” <0

ar={ &, 15 =11

Uloha 12.8.58 Urcete, zda rovnice maji v daném intervalu alespori jeden koten.

a) 23— 10z —5=0, ,(2,4) [ano ]

b) z3 -3z +1=0, ,(0,-1) [ano ]

) x*+5x—-1=0, ,(1,2) [ne ]

d) 23 +522-1=0, ,(-1,1) [nelze to vyloutit |

Uloha 12.8.59 Metodou bisekce uréete v danych intervalech feSeni rovnice s piesnosti 0,005.

a)rd—r—1=0, ,(1,2) [1,325]
b) 23+ 522 -1=0, ,(0,1) [0.4258 ]
c) at+523—1=0, ,(0,1) [0.5664 ]

Uloha 12.8.60 Reste v R nerovnice:

a) 2% > 22 [(1,00) ]

b) 2% + 22 —122 >0 [(—4,0) U (3,+00) ]
o (z4+1)(x—3)2>0 [(-1,3) U (3,+00) ]
d) 4i — 97”2 >0 [(~7,0) U (4, +00) ]
e) VaZ + 8>z +2 [(=o0,1) ]

f) z-logz <z [©0,10)]

12.9 Derivace funkce a jejich vyuziti

? Ulohy

Uloha 12.9.61 Uzitim definice derivace vypoctéte derivaci funkce v daném bodé .

a) f(z) =22> —x+5, 79 =3 [11]

b) f(z) =2? — 4w, 2o =1 [-2]
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¢) f(z) =sinz, £ =0
d) f(z) = %, x9 =4

e) f(z)=+vx, xg=1

Uloha 12.9.62 Najdéte derivaci funkce v libovolném bodé defini¢niho oboru.

a)y=422—xz+1

b) y = 2sinz + 3cosx
Qy=vrt+a?
d)y=6¥x—5
e) y=3lnxz —9logz
f) y =tanx + 1lcotgr

g) y = 3" + 2¢”

Uloha 12.9.63 Najdéte derivaci funkce v libovolném bodé defini¢niho oboru. (Nejprve upravte predpis

funkce, pak teprve derivujte.)

_(a,:2+2)2
Vz o (Vx -5z
by y_ VI (VE = 5VE)
T
Q) y= cos 2x
y_cosx—sinx
sin2x +1
d)y=

sinx + cosx

[y =8z —1]

[/ =2cosz — 3sinz |

o 1 _ -3
[y_Q\/E 2z ]
[y =2Va=2]
3 9
-
[y_z zlnlO]
1 11
y = 7T 2

Cos™ T Sin-x

[y =3% - In3 + 2¢* |

[y = a® +2¢]
1
o
Ly @%ﬁl
[/ = —sinz + cosz |
[y = —sinz + cosz |

Uloha 12.9.64 Derivujte funkce podle pravidel pro derivaci sou¢inu a podilu.

a) y=x-sinx
b) y= (22 +1) -sinx

C) y=sinx-cosx

d)y=¢e*-Inx
¢ _2zx-1
YT s

16

[/ =sinz + zcosz |

[y =2z -sinz + (22 +1) - cosz |

[v/ = cos2z ]
X
/I _ @, ¢
[y =e”-lnz+ o ]

7
“ G

!
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sin x + cos x _9

hy= sinx — cosx [v T 1—sin2x
2
oz + 2x /_:(;4+4r3+2x+2
g y= 13 [y—w]
e’ -Inz 1 x
Wy="71 W = Gy @ e e e+ ]
Uloha 12.9.65 Vypotitejte derivace slozenych funkci.
a) y = (a? +1)? [y =42 @ +1)]
2 3 7
b — 203 — 1+ 2)8 ,:241-(\/2:10 —1+42)
)y=(vV2z +2) [y NorEp ]
c) y = cos(2z + 4) [y = —2sin(2z + 1) ]
_ - ,_ _ sin2z
d) y = v/cos 2z [v =-F—=1
e) _ 1 [ , _ 2sin2zx
Y= cosax V'~ s 2z
f) y =sin’z [v/ = sin2z ]
g)y= sin 22 [/ =22 - cosa? ]
h) y = V/cos2z + 2z [y = 2 —2sin2z ]
3. %/(COSQI+2:E)2
. ™ 3
i) y=tan(3z — Z) [1/17”]
cos?(3z — —)
4
j) y=Insinz [y = cotgz |
)y =zt Vox [y = 2-v5z+5 ]
4. \/5x2+5x-\/£
_ . . , _ 3cosz
l) y=1In(3sinz — 8) [y _73@”_8]

sin x

m)y =e [/ = esin® . cosz |

Uloha 12.9.66 Napiste rovnici te¢ny ke grafu funkce y = f(x) v bodé 7.

a) y =2z*+8z, T[-1,7] [t:y=—6]
b) y = 2sinz, T[0, 7] [t:y=2x]

1 3
C) Y= I—i__xl/ T[2a ?} [t:y=3z+3]

Uloha 12.9.67 Je déna funkce y = x - In z. Uréete bod T grafu funkce tak, aby:
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a) te¢na v bodé T' méla smérnici k; = 1; [T[1,0]]

b) te¢na v bodé T byla rovnobézna s pfimkou

pry=2x+3; [T[e, e ]
¢) te¢na v bodé T svirala s osou o, thel o = 135°; [Tle=2, —2¢2]]
. " (1 e 1 1
d) te¢na v bodé 1" byla kolmd k pfimce r : y = 6 — 2. [T[ﬁ’ —2—\/5] ]

Uloha 12.9.68
Urcete, zda limity funkci 1ze pocitat I'Hospitalovym pravidlem. Pokud ano, vypocitejte je.

) i 20— 4
a) lim ———
e—22%2 — 55+ 6

[-2]

w
—

b) lim V-

r—9 (E2 — 9z [a]

[In2]

[o]

[oo]

2z

g Jim 3 [oo]

h) lim «- ew [oo]
z—0t

12.10 Prabéh funkce

? leohy

Uloha 12.10.69 Vysetfete monotonii funkce a klasifikujte extrémy

2
-3
a)y=a2>+322+1 b)y=a2°—52*+100 c)yzw
2 1
dy=uz-c" Qy=c" fy=—=

18



a) roste na(—o0, —2)a(0, ), klesd na(—2, 0), [—2, 5]lok. max, [0, 1]lok. min;

b) roste na(—o0, 0)a(4, 00), klesd na(0, 4), [0, 100 ]lok max, [4, —156]lok. min;

¢) roste na(—oo, —3)a(1, c0), klesd na(—3, —1)a(—1, 1), [-3, —9]lok. max, [1, —1]lok. min;
d) roste na(—1, c), klesd na(—o0, —1), [—1 ?]lok min;

e) roste na(—o0, 0), klesd na(0, o), [0, l]lok. max;

f) roste na(0, e), klesa na(0, c0), [e, i]lok. max.

Uloha 12.10.70 Vysettete konvexnost a konkavnost funkce a uréete inflexni body

2 j—
a)y=x>-322+32z+1 b)y=z*—-4234+10 o)y= 7(3(;_'_?;;3)
dy=z-e° e)y=+V1—e7= f)y = In(1 + 2?)
Reseni.

a) konvexni na(3, co), konkévni na(—oc, 1),1B[4, —78]

b) konvexni na(— ,0), (2,00), konkavm na(O, 2),1 [O O] (2, —6];

¢) konvexnina(—1, 00), konkavru na(—oo, —1),IB ny

d) konvexni na(2, oo) konkavni na(—oo ) 1B[2,2 ]

e) konkdvni na R;
f) konvexni na(—1, 1), konkdvni na(—oco, —1)a(1, 00),IB[+1,In2]. &

Uloha 12.10.71 Nalezn&te asymptoty funkci.

1
a)y:x—i—g [ASS:y=u,ABS:2=0]
22
b) y = ASS :y =2z —10,ABS :x = -5
)y 15 [ y = 2z — 10, x ]
1
c)y:?—x [ASS:y=—2,ABS:2=0]
dy==z-ex [ASS:y=2+1,ABS :2=0]
Inz
e)y:7 [458S:y=0,ABS:z=0]
fly=z-vV3+zx [nema asymptoty ]

Uloha 12.10.72 Vysetiete priibéh funkce a nakreslete jejf graf.

Qy=(z+2)5 by=16zx-1)> Jy=z+1
Dum Oy—rme | hy-re

ReSeni.
a) D(f) = R, ani sud4 ani lichd, ,” naD(f), nemd lok. extrémy, konkdvni na (—oo, —2), konvexni na
(—2,00), IB: [-2,0], bez ABS i ASS;
b) D(f) = R,ani sud4 ani lichd, /" na (},00), \, na (—o0, 1), [§, — 2] lok. min., konkdvni na (1,1),
konvexni na (—oo, 2) a (1,00), IB: [£, —1], [1,0], bez ABS i ASS;
¢) D(f) = (—o0, —2) U(—2, 00),ani sudd ani lichd, /" na (—oo, —4) a (0,00), \ na (-4, —2) a (—2,0), [0, 2]
lok. min., [—4, —6] lok. max., konkdvni na (—oo, —2,konvexni na (—2,00), IB nema, y = « ASS, z = —2
ABS;
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d) D(f) = (—o0,3) U (3,00), ani sudd ani lichd, . na (—o0,0) a (6,00), \, na (0,3) a (3,6), [6,12] lok.
n., [0, 0] lok. max., konkdvni na (—oo, 3), konvexni na (3, oo) IBnemd, y = x + 3 ASS, z = 3 ABS;
e) D( ) = (0,00), ani sudé ani lich4, / na (1,00), \, na (0,1), [1, 1] lok. min., konvexni na D(f), IB

nemd, bez ABS i ASS; )
f) D(f) = (—00,0) U (0,00), ani sud4 ani lichd, / na (3,00), \, na (—o00,0) a (0, 3), [3, 4] lok. min.,
konvexni na (—oo,0) a (0, 00), IB nemd, x = 0 ABS.

z 72

12.11 Optimalizaé¢ni dlohy

Uloha 12.11.73 Najdéte takové kladné &islo, aby souet tohoto &isla a jeho pievracené hodnoty byl mi-
nimdlni.

Uloha 12.11.74 Uréete rozméry a, b obdélniku tak, aby p#i daném obsahu 16 cm? mél minimalni obvod.

[Etverec se stranou a = 4cm]

Uloha 12.11.75 Tvrdy papir obdelnikového tvaru méd rozméry 60 cm a 28 cm. V rozich se vystiihnou
stejné ctverce a zbytek se ohne do tvaru oteviené krabice. Jak dlouha musi byt strana = odstfizenych
¢tverctl, aby objem krabice byl maximalni?

[z =12 cm]

Uloha 12.11.76 Obchod prodévé skateboardy za 40 dolart za kus a pfi této cend proda mésiéné 50
skateboardti. Majitel obchodu chce zvysit cenu a oc¢ekdvd, Ze kazdy dolar zvyseni ceny pfinese sniZeni
prodeje skateboardii o 2 kusy za mésic. JestliZze majitel nakupuje skateboardy za cenu 25 dolard, pfijaké
prodejni cené bude jeho mési¢ni zisk maximalni?

[z =45%]
Uloha 12.11.77 Mésto Bory je 10 km vychodné od mésta Akaty a mésto Cédry je 3 km jizné od mésta
Bory. Z A do C se ma postavit silnice, a to tak, Ze se vyuZije délnice z A do B, pficemZ se do C odbo¢i v
néjakém bodé P na trase A-B. Nédklady na pfestavbu ddlnice jsou 4 miliony K¢ na 1 km, zatimco cena na

stavbu silnice kdekoliv jinde je 5 milionu K¢ na 1 km. Jak daleko od mésta A se ma umistit bod P tak,
aby stavba byla co nejlevnéjsi a jakd bude tato cena?

[6 km od mésta AKéty, stavba bude stat 49 - 10° K¢]

Uloha 12.11.78 Zjistéte rozméry otevieného bazénu o daném objemu 32m? se ¢tvercovym dnem tak,
aby na vyzdéni jeho stén a dna bylo pouZito co nejmensi mnoZstvi materidlu.

[a =4dm,v =2 m]
Uloha 12.11.79 Najdéte rovnoramenny trojthelnik, ktery mé p#i daném obvodu minimélni obsah.

[rovnostranny trojtihelnik se stranou a = -, o je jeho obvod]

w| o

Uloha 12.11.80 Roh v 1. kvadrantu potiebujeme uzaviit zdvorou délky 20 metrti ptes body [a, 0], [0, b]
tak, aby uzavieny segment tvaru trojihelniku mél maximdlni plosny obsah. Pro jaké hodnoty a, b to
nastane?

[a=b=10-v2m]
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