1. MEMO — RESENf SOUTEZNICH ULOH (SOUTEZ DRUZSTEV)

1. Vzhledem k podmince abcd = 1, plati

(o05) (14 2) (o 3) (e 3)
(ab+1)(bc+ 1)(ed + 1)(da + 1) _

abed
= (24 ab+ cd)(2 + bc + da) =

=4+ 2(ab + bc + cd + da) + (a*bd + b*ca + ¢*bd + d*ac) =
2 2 2 2
_4+2( )(b—i—d)+ bd + b°ca + c*bd + dac _

Caen () [([ J1)+ @2+ (he5).

Uvazujme nyni funkei f(z) = x + X, ktera je rostouci na intervalu (1; o). Vzhle-
dem k tomu, ze a, b, c,d € ( ;2), a tvaru posledniho souctu staci vysetfovat funkci
f(z) na intervalu (1;4). Odtud vidime, ze vyraz

1 1 1 1
(a4 5) (0 2) (e g) (e )

nabyva své nejvétsi hodnoty napt. pro ¢ = % =4. Volboua=b=2ac=d= %
je splnéna jak predesla podminka, tak i podminka ze zadani tloh abed = 1.

Nejvétsi mozna hodnota daného vyrazu je tedy 4 + 2(2 4+ 1) +2(4 + 1) =
25. Maximélni hodnoty lze pfitom dosdhnout pro nasledujici ¢tvefice (a, b, ¢, d)
redlnych ¢isel: (2,2, ;, %) (2, ;, ;,2) (%,2,2, %) (;, ;,2 2).
Pozndmka. Nejmensi mozna hodnota uvazovaného vyrazu je pfitom 4 + 2 - 22 +
2-2 = 16. Tato hodnota je dosazena pro a = c a b = d, kde ab = 1, tj. pro kazdou
&tvefici (a,b,¢,d) = (t,1,t, 1), kde t € (1;2).

LS

2. Libovolnych pét bodu (v obecné poloze) tvori v roviné vrcholy deseti troja-
helnikti. Ukazeme, Ze aspon tii z nich nejsou ostrothlé trojuhelniky.

Uvazujme nejprve libovolné ¢tyti ze zvolenych péti bodt v roviné. Mezi vSemi
trojihelniky, které tvoiri uvazovana cCtverice bodt, je vzdy aspon jeden, ktery
neni ostrouhly. Pokud uvazované ¢tyii body jsou vrcholy konvexniho c¢tyithel-
niku, mé aspon jeden z vnitinich thla takového ¢tyrtuhelniku velikost aspon 90°.



Potom trojuhelnik tvoreny stranami pfilehlymi tomuto Ghlu a prislusnou uhlo-
prickou ocividné neni ostroihly. V opacném piipadé, kdy jeden z uvazovanych
¢tyT bodi lezi uvniti trojuhelniku s vrcholy ve zbyvajicich tfech bodech, je situ-
ace analogicka. Pak aspon jeden ze t¥i thld, jehoz spoleénym vrcholem je vnitini
bod tohoto trojuhelniku, a na jejichz ramenech lezi vzdy dva ze tti vrcholt uva-
zovaného trojuhelniku, mé velikost aspon 120°. Jemu pak odpovida tupothly
trojihelnik vytvoreny tiemi z téchto ¢tyt bodi.

Protoze z libovolné ¢tyfice bod v roviné lze vzdy najit aspon tii takové, které
tvofi vrcholy trojuhelniku, ktery neni ostrothly, plati totéz i pro pét navzajem
riznych bodi roviny. Pfedpokladejme nyni, ze uvazovana pétice bodt obsahuje
pouze jeden trojihelnik, ktery neni ostrotihly. Pak existuje ¢tyrtuhelnik, jehoz vr-
choly tvori ¢tyti z uvazovanych péti bodti, a nejsou mezi nimi soucasné vsechny
tti vrcholy uvazovaného neostroiihlého trojuihelniku. Tento tedy ¢tyrihelnik obsa-
huje urcité druhy trojihelnik, ktery neni ostrotihly. Oba tyto trojihelniky, které
nejsou ostrouhlé, maji spoleény aspon jeden vrchol (nikoliv vSak vSechny tii).
Uvazujme konecné ctyruhelnik, jehoz vrcholy tvori ¢tverice bodid bez vrcholu,
ktery je spole¢ny obéma neostrothlym trojihelniktim. Tt jeho vrcholy pak tvori
vrcholy dalsiho (tfetiho) trojihelniku, ktery neni ostrotuhly.

Dale ukazeme, ze v roviné existuje pétice bodt, které tvori vrcholy deseti
trojuhelnikt, z nichz sedm je ostrothlych. K tomu staci v kartézské souradnicové
soustavé uvazovat napi. body A[0;1], B[3;0], C[1;3], D[—1;3] a E[—3;0]. Tato
pétice bodu tvori vrcholy konvexniho pétithelniku ABCDE, ktery je osové sou-
mérny podle osy strany CD. Trojuhelniky ABE, BC'D a CDFE jsou tupotuhlé.
Nyni staci ukdzat, ze vSechny ostatni trojihelniky (v poc¢tu sedmi) jsou ostrothlé.
Trojuhelnik ACD je ptitom evidentné ostrouhly. Ze symetrie uvedeného pétithel-
niku vidime, Ze staci dale ukazat, ze trojuhelniky AC'E (s nejdelsi stranou C'E),
ADE (s nejdelsi stranou AD) a BDE (s nedelsi stranou FB) jsou ostrothlé, tj.
staci ukazat, ze thly FAC, DEA a BDFE jsou ostré. Vyuzitim kosinové véty je
tak potfeba dokazat platnost nerovnosti:

|EA|? + |AC|? > |CE)?,
|IDE|? 4+ |EA|? > |AD|?,
|BD|* + |DE|* > |[EB|?.
Vypoctem pak snadno zjistime, ze plati
|BA]? + |AC)? = (32 +13) + (17 +4%) =27 > 25 = 4* + 3> = |CE|?,
|IDE)® + |[BA]? = (22 +3%) + (3 +1%) =23 > 17 =1+ 4° = |AD|?,
|BD|> + |DE|* = (4* +3%) + (22 +3%) =38 > 25 = 6* + 0> = |EB|?,

Tim je dokazano, ze mezi uvazovanymi deseti trojihelniky mtze byt 7 ostro-
Ghlych trojuhelnikd.



3. Ozna¢me ctytstén T pro dalsi tivahy obvyklym zptisobem ABCD.

a) Pokud nékterd ze stén uvazovaného ¢tyfsténu obsahuje hranu délky 2, 1isi
se délky obou zbyvajicich hran této stény (podle trojihelnikové nerovnosti)
o 1. Protoze hrana délky 2 je spolecné dvéma sténadm ctytsténu, plyne od-
tud, ze mnozina délek vSech Sesti hran uvazovaného c¢tyrsténu obsahuje dvé

(navzajem rizné) dvojice po sobé jdoucich ptirozenych ¢isel.

Pokud néktera ze stén uvazovaného ¢tytrsténu obsahuje hranu délky 3, lisi

se délky obou zbyvajicich hran o 1 nebo o 2.

Uvazujme déle dva pripady:

e Hrany o délkach 2 a 3 lezi v téze stén€ ctyisténu. Pak délka tfeti hrany
téze stény je 4. Vzhledem k podminkam tlohy maji tii zbyvajici hrany
tohoto ¢tytsténu délky a, a+1 a b, kde a a b jsou pfirozena ¢isla (a > 5).
Cislo b pfitom miiZze nabyvat nékteré z hodnot a — 2,a — 1, a + 2 nebo
a+ 3. Pripady, kdy b = a — 1 anebo b = a + 2 jsou ekvivalentni. Necht
|AB| =2, |AC| = 3 a |BC| = 4. Pro délky zbyvajicich t¥i hran budeme
proto uvazovat t¥i diléi ptipady: A) a,a +1,a+ 2, B) a — 2,a,a + 1,
C) a,a+1,a+ 3, kde a > 5 je pfirozené ¢islo.

ad A) Zde déle rozlisime (s ohledem na pfipadné shodnosti ¢tyfstént)

¢tyfi moznosti:

1) |AD| =a,|BD|=a+1,|CD| =a+2.

2) |AD|=a+1,|BD| =a,|CD|=a+2.

3) |AD|=a+1,|BD| =a+2,|CD| = a.

4) |AD|=a+2,|BD| =a+1,|CD| = a.

V kazdém z téchto ¢tyt pripadu je s(T') = 3a+ 12 = 3k > 27, kde
k > 9 je prirozené cislo.

ad B) V tomto pripadé staci (s ohledem na shodnosti uvazovanych ¢tyi-

sténtl) uvazovat jedinou moznost (jediny typ Ctyfsténu 7T'), a to
|AD| = a, |BD| =a+1aCD| =a—2. Zde s(T) = 3a+8 =
3k +2 > 29, nebot a —2 > 5, tj. a > 7, kde k > 9 je pfirozené
¢islo.

ad C) Zde sta¢i opét uvazovat jediny ptipad, a to |AD| = a+1, |[BD| = a

a |CD| = a+3.V tomto pfipadé je s(T) = 3a+ 13 = 3k + 1 > 28,
kde k > 9 je prirozené cislo.

e Hrany o délkach 2 a 3 nelezi v téze sténé ctyisténu, tj. lezi na mimobéz-

nych hranach. Vzhledem k podmince o velikostech hran ve dvou sté-
nach se spole¢nou hranou délky 2, musi byt délky hran v jedné z téchto
stén a a a+1 a ve druhé pak b a b+ 1, kde a a b jsou vhodné ptirozené
¢isla obé vétsi nez 3. Vzhledem k podmince o spolecné hrané délky
3, muzeme jesté (bez 1jmy na obecnosti) predpokladat, ze b = a + 2



(nemize byt b = a + 1, protoze ve ¢tyfsténu by existovaly dvé hrany
téze délky). Zbyvajici hrany uvazovaného Ctyisténu maji tedy délky
a,a+1,a+2,a+ 3. Necht |AB| = 2,|AC| = a a |BC| = a+ 1, potom
|CD| = 3,|AD| = a + 2 a |BD| = a + 3. Existuje tedy jediny typ
takového ¢tyfsténu 7', pro ktery plati s(7') = 4a + 11 = 4k + 3, kde
a >4 a k jsou pfirozena ¢isla (k > 6). je tedy i zde s(T") > 27.

ZAVER. Dané tloze vyhovuji vSechna pfirozend Cisla n > 27.

b) Protoze ¢islo 2007 je jak tvaru 3k, tak 4m + 3, existuje celkem 4 +1 =5
Ctyfstént T' s vlastnosti s(7") = 2007.

(Ctyfi z nich odpovidaji moznostem A1) — A4) z &sti a) tlohy, kdy 2007 =
3-669. Paty ctyrstén odpovida ptipadu, kdy 2007 = 4 - 501 + 3, tj. situaci
kdy hrany délek 2 a 3 nelezi v téze sténé ¢tyfsténu 7'.)

4. Pfedné si uvédomme, ze 2007 = 9-223, kde 223 je prvocislo. Nejprve upravime
dany vyraz
(a+k)® — a® = k(3a® + 3ka + k?).

Uvazovany rozdil je tedy kongruentni s k3 modulo 3. Aby dany rozdil byl délitelny
¢islem 2007 musi byt tedy prirozené ¢islo k£ nutné délitelné tfemi. Pro vsechna
prirozena k ¢isla tvaru £ = 3m, kde m je pfirozené ¢islo, je uvazovany rozdil
délitelny c¢islem 9.

Nyni ukazeme, ze pro kazdé k = 3m existuje celé ¢islo a takové, ze uvazovany
rozdil je délitelny ¢islem 223. Staci pfitom uvazovat vyraz

3m>2 3m?
4

a® + 3ma + 3m? = <a+2
Vzhledem k tomu, zZe ¢isla 3 a 223 jsou nesoudélna a soucasné plati 223 = 196 +
27 = 14% + 3 - 3%, existuje zbytkova t¥ida b modulo 223, takova, Ze pro jeji prvky
plati b*> = —3 (mod 223). Vzhledem k tomu, Ze i ¢isla 2 a 223 jsou nesoudéln4,
zjistime analogicky, Zze pro kazdé m pfirozené (a tudiz i pro vSechna k = 3m)
existuje aspoii jedno celé ¢islo a takové, Ze a? + 3ma + 3m? = 0 (mod 223).
Vzhledem k tomu, ze ¢isla 9 a 223 jsou nesoudélnd, plyne z ¢inské véty o zbyt-
cich, ze pro kazdé pfirozené cislo k = 3m existuje aspon jedno celé ¢islo a, pro
néz je (a+ k)* — a® délitelné ¢islem 2 007.



