
28. TURNAJ MÌST { podzimní èást(Kategorie SENIOR { hlavní varianta)
1. Kdy¾ se Honza se seznámil s novými pøáteli, chtìl si zapamatovat, kteøíz nich se znají navzájem mezi sebou. Za tím úèelem si nakreslil kru¾nici aka¾dého ze svých pøátel si znázornil jako její tìtivu. Pokud se dva z jehopøátel znají, tìtivy jim odpovídající se protínají, pokud se v¹ak neznají,odpovídající tìtivy se neprotínají. Honza se domnívá, ¾e takový systémtìtiv existuje pro libovolnou skupinu jeho pøátel. Rozhodnìte, zda mápravdu. (Mají-li dvì tìtivy spoleèné koncové body, protínají se.)(4 body)2. Na stranách BC, CA a AB ostroúhlého trojúhelníku ABC uva¾ujme poøadì takové body A1; B1; C1, ¾e pøímky AA1, BB1 a CC1 jsou osamivnitøních úhlù trojúhelníku A1B1C1. Doka¾te, ¾e úseèky AA1, BB1 aCC1 jsou vý¹ky trojúhelníku ABC. (6 bodù)3. V èísle a = 0; 12457::: je n-tá èíslice za desetinnou èárkou stejná jakoposlední èíslice pøed desetinnou èárkou v èísle np2. Doka¾te, ¾e a je ira-cionální èíslo. (6 bodù)4. Rozhodnìte, zda je mo¾no hranol rozøezat na jehlany tak ¾e podstavaka¾dého z nich le¾í v¾dy v jedné z podstav hranolu a jeho vrchol le¾ív druhé podstavì hranolu. (6 bodù)5. Nech» 1+1=2+1=3+ : : :+1=n = an=bn, kde an=bn je zlomek v základnímtvaru. Doka¾te, ¾e existuje nekoneènì mnoho pøirozených èísel n, pro nì¾platí nerovnost bn+1 < bn. (7 bodù)6. Øekneme, ¾e balíèek 52 karet je vytvoøen pravidelnì, jestli¾e ka¾dé dvìsousední karty jsou buï té¾e hodnoty, nebo té¾e barvy. Toté¾ platí platípro dvojici karet nahoøe a vespod tohoto balíèku, pøitom nahoøe le¾í pikovéeso. Doka¾te, ¾e poèet zpùsobù, jak vytvoøit balíèek pravidelnì, jea) dìlitelný èíslem 12!, (3 body)b) dìlitelný èíslem 13!. (5 bodù)



7. Nech» x1; x2; : : : ; xk jsou kladná reálná èísla, pro nì¾ platíx21 + : : :+ x2k < x1 + : : :+ xk2 a x1 + : : :+ xk < x31 + : : :+ x3k2 :a) Doka¾te, ¾e k > 50. (3 body)b) Uveïte pøíklad takových èísel pro nìkteré k > 50. (3 body)c) Urèete nejmen¹í k, pro které takový pøíklad existuje. (3 body)



28. TURNAJ MÌST { podzimní èást(Kategorie JUNIOR { hlavní varianta)1. Uva¾ujme vepsanou a opsanou kru¾nici pravidelnému sedmiúhelníku akru¾nici vepsanou a opsanou pravidelnému sedmnáctiúhelníku. Oba mno-hoúhelníky tak le¾í v mezikru¾ích omezených svou kru¾nicí vepsanou aopsanou. Jsou-li obsahy obou uva¾ovaných mezikru¾í stejné, mají obamnohoúhelníky shodné strany. Doka¾te. (3 body)2. Kdy¾ se Honza se seznámil s novými pøáteli, chtìl si zapamatovat, kteøíz nich se znají navzájem mezi sebou. Za tím úèelem si nakreslil kru¾nici aka¾dého ze svých pøátel si znázornil jako její tìtivu. Pokud se dva z jehopøátel znají, tìtivy jim odpovídající se protínají, pokud se v¹ak neznají,odpovídající tìtivy se neprotínají. Honza se domnívá, ¾e takový systémtìtiv existuje pro libovolnou skupinu jeho pøátel. Rozhodnìte, zda mápravdu. (Mají-li dvì tìtivy spoleèné koncové body, protínají se.)(5 bodù)3. Ve ètvercové tabulce 3 � 3 je umístìno 9 èísel (v prvním øádku zleva poøadì èísla a; b; c, ve druhém zleva po øadì èísla d; e; f a ve tøetím øádkuzleva po øadì èísla g; h; i). Tato tabulka je tzv. magický ètverec, tj. souèetv¹ech èísel v ka¾dém øádku, v ka¾dém sloupci a na obou úhlopøíèkách jestejný. Doka¾te, ¾e platía) 2(a+ c+ g + i) = b+ d+ f + h+ 4e ; (3 body)b) 2(a3 + c3 + g3 + i3) = b3 + d3 + f3 + h3 + 4e3 : (3 body)4. Nech» � znaèí polomìr kru¾nice vepsané ostroúhlému trojúhelníku. Uva-¾ujme tøi teèny této kru¾nice, které rozdìlí daný trojúhelník na tøi pravo-úhlé trojúhelníky a ¹estiúhelník o obvodu o. Urèete souèet velikostí prù-mìrù kru¾nic vepsaných uva¾ovaným tøem pravoúhlým trojúhelníkùm.(6 bodù)5. Obálkou ètvercového výkresu 1�1 nazveme pravoúhelníkový list papíruo obsahu 2, pomocí nìho¾ lze (bez rozøezání) úplnì obalit tento výkresz obou stran. Je zøejmé, ¾e pravoúhelník 2�1 a ètverec o stranì p2 jsouobálky tohoto výkresu.a) Uka¾te, ¾e existují i jiné obálky tohoto výkresu. (4 body)b) Doka¾te, ¾e existuje nekoneènì mnoho takových obálek. (3 body)



6. Nech» 1+1=2+1=3+ : : :+1=n = an=bn, kde an=bn je zlomek v základnímtvaru. Doka¾te, ¾e existuje nekoneènì mnoho pøirozených èísel n, pro nì¾platí nerovnost bn+1 < bn. (8 bodù)7. Pøed manipulátorem le¾í na stole balíèek 52 karet. Diváci se chtìjí do-vìdìt, v jakém poøadí jsou karty v balíèku umístìny (nezále¾í pøitom,zda shora{dolu nebo zdola{nahoru). Mohou pøitom manipulátorovi klástpouze otázky typu: þKolik karet le¾í mezi takovou a takovou kartou?ÿJeden z divákù se v¹ak dozví, v jakém poøadí jsou karty rozlo¾eny. Jakýje nejmen¹í mo¾ný poèet jeho otázek, které musí manipulátorovi polo-¾it, tak, aby ostatní diváci mohli po odpovìdích na jeho otázky stanovitpoøadí karet v balíèku? (9 bodù)


