29. TURNAJ MEST — JARN{ CAST
(Kategorie SENIOR — soutézni tlohy)

. Papirovy trojahelnik, jehoz jeden vnit¥ni thel ma velikost «, byl rozstfizen na nékolik troja-
helnikti. Rozhodnéte, zda vSechny takto ziskané trojuhelniky mohou mit velikosti vSech svych
vnitinich thld mensi nez o

a) v piipadé, ze a = 70°,

(3 BODY)
b) v pfipadé, ze a = 80°.

(3 BODY)

. Na ciselné ose v bodé P sedi ,bodova“ lucni kobylka. Body 0 a 1 jsou pasti. Pied kazdym jejim
skokem vlevo nebo vpravo (dle jeji volby) zvolime kladné redlné ¢&islo a kobylka se skokem
pfesune do jiného bodu vzdaleného od P o pfedem zvolenou vzdalenost. Urcete, pro které
body P je mozno postupné zvolit kladna realna ¢isla tak, abychom kobylku dostali do nékteré
ze dvou pasti (nezavisle na jeji volbé sméru skoku).

(6 BODU)

. Rovnice P(z) = 0, kde P(z) je polynom stupné n > 1 s readlnymi koeficienty, ma n navza-
jem riznych redlnych kofentt z1,z2,...,Zn. Rovnice P'(z) = 0, kde P’(z) je prvni derivace
mnohoélenu P(z), mé redlné kofeny y1,y2,...,Yyn—1. DokaZte, Ze plati nerovnost

22 4. a2 - vty
n n—1 '

(6 BODU)

. Petr a Boris si narysovali konvexni ctyfuhelniky, které nemaji zddnou dvojici rovnobéznych
stran. Kazdy z nich sestrojil ve svém ¢tyfahelniku jednu z thlopticek. Petr zjistil, ze velikosti
ahla, které svira tato thlopricka s jednotlivymi stranami svého ¢tyrahelniku, jsou v jistém
poradi «, «, (8 a ~y. Boris zjistil, ze velikosti thli, které svira uvazovana thlopficka se stranami
v jeho ctyfuhelniku, jsou tytéz ctyfi hodnoty, avsak zapsané v jiném poradi. Dokazte, ze uhly,
které sviraji uhlopricky v Petrové i v Borisové ¢tyfahelniku, jsou shodné.

(7 BODU)

. V jednom fadku jsou v uréitém poradi napsana vSechna prirozend éisla (kazdé pravé jednou).
Rozhodnéte, zda (vzdy) existuje jisty tsek tohoto Fadku (obsahujici aspon dvé ¢isla) takovy,
ze soucet vSech cisel tohoto tseku je prvodislo.

(8 BODU)

. Jedenécti mudrcim zavézali oé¢i a kazdému z nich nasadili na hlavu ¢epic¢ku jedné z 1000 barev.
Pak jim oci rozvéazali a kazdy z nich uvidél, jaké cepicky maji na hlavach ostatni mudrci, kromé
své. Kazdy z mudrct pak ve stejny okamzik ukdzal vSem ostatnim jednu ze dvou karet (bilou
nebo ¢ernou). Kazdy z mudrct mél nakonec ve stejném okamziku uhadnout barvu své éepicky.
Rozhodnéte, zda se to mohlo podarit. (Mudrci se mohli jesté pred zavazanim oc&i spolecné
dohodnout na zpusobu stanoveni barev svych cCepicek pomoci karet; kazdy z mudrct pritom
zna, jakymi 1000 barvami byly cepicky obarveny.)

(8 BODU)

.V roviné jsou dany dvé kruznice a tfi primky. Kazda z téchto pfimek vytind na obou kruznicich
shodné tétivy. Priseciky téchto pfimek pfitom tvori vrcholy trojuhelniku. Dokazte, ze kruznice
jemu opsand prochazi stfedem stfedné obou kruznic.

(8 BODU)



29. TURNAJ MEST — JARN{ CAST
(Kategorie JUNIOR — soutézni tlohy)

. Cislo N je sou¢inem dvou po sobé jdoucich pfirozenych &isel. Dokazte, ze

a) k tomuto &islu lze zprava piipsat dvé &islice (desitkové soustavy) tak, aby vysledné &islo
bylo druhou mocninou nékterého prirozeného c¢isla
(2 BODY)

b) pro N > 12 je totéz mozno uéinit jedinym zpusobem.
(2 BODY)

. Na stranach AB a BC trojuhelniku ABC jsou zvoleny po fadé body K a M tak, ze KM || AC.
Usecky AM a K C se protinaji v bodé O. Jestlize |AK| = |AO| a soucasné |K M| = |MC|, pak
plati |[AM| = |K B|. Dokazte.

(5 BODU)

. Je déna nekone¢na paska (v obou smérech), jejiz Sitka je totoznd s velikosti jednoho jejiho
pole. Jista dvé pole této pasky jsou pasti. Mezi nimi je N poli, z nichz na jednom sedi lu¢ni
kobylka. Zvolime celé nezaporné ¢islo a kobylka se skokem (dle své volby vlevo nebo vpravo)
presune do jiného pole na péasce; presko¢i pfitom zvoleny pocet poli pasky. Urcete, pro ktera N
muzeme volit postupné ¢isla uvedenym zpusobem tak, abychom kobylku dostali do nékteré ze
dvou pasti, a to nezavisle na pocatecni pozici kobylky a zvoleném sméru kazdého jejiho skoku.

(6 BODU)

. Nékolik (kone¢né mnoho) bodi roviny je obarveno jednou ze &tyf barev, pficemz zadné tii
z nich nelezi na téze primce. Dokazte, ze existuji tfi rizné trojahelniky (mohou se protinat)
s vlastnosti: vrcholy kazdého z nich jsou obarveny nékterymi tfemi riznymi barvami a uvnitf
téchto t¥i trojuhelnikd nelezi zadny obarveny bod.

(6 BODU)

. 99 déti, z nichz kazdé ma na pocatku jeden mic, stoji na kruznici. Kazdou minutu posle kazdé
dité, které ma mic, sviij mi¢ nékterému ze svych dvou sousedti. Pokud nékteré dité€ obrdrzi
soucasné dva mice, jeden z mic¢d se mu (nevratné) odebere. Uréete, za jakou nejkratsi dobu
muze détem zustat pouze jeden mic.

(7 BODU)

. Rozhodnéte, zda existuji pfirozena cisla a, b, ¢, d, pro néz plati

+ - =2008.
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(7 BODU)

. Konvexni étyfthelnik ABCD nemé #4dné dvé rovnobézné strany. Uhly, které svira thlopticka
AC' s jednotlivymi stranami ¢tyftuhelniku, jsou v jistém poradi 16°, 19°, 55° a 55°. Urcete,
jaké mohou byt odchylky pfimek AC a BD.

(8 BODU)



