31. TURNAJ MEST — JARN{ CAsT
(Kategorie SENIOR — soutézni tlohy)

. Rozhodnéte, zda 1ze vSechny pfimky v roviné rozdélit do dvojic navzajem kol-
mych pfimek tak, aby kazdy pfimka patrila pravé do jedné takové dvojice primek.
(3 BODY)

. Na stole lezi kus syra. V jednom kroku muZeme vybrat libovolny kus syra a
roziezat ho v poméru hmotnosti 1 : a, kde a je pfedem zvolené kladné iraciondlni
¢islo. V dalsim kroku miizeme néktery z kusi syra na stole opét roziezat v poméru
hmotnosti 1 : a, atd.

a) Rozhodnéte, zda po kone¢ném poctu krok lze z vSech kouskti syra na stole
vytvofit dvé hromadky téze hmotnosti.
(2 BODY)

b) Reste stejnou tlohu pro kladné racionalni ¢islo a # 1.
(2 BODY)

. Rozhodnéte, zda je mozno ziskat ¢islo 2010 opakovanym pouzitim funkci sin,

cos, tg , cotg , arcsin, arccos, arctg , arccotg vzhledem k argumentu 1. (Kazda

z téchto funkci mize byt pouzita libovolnékrat, napf. ,sin cos arcsin cos sin®.)
(6 BODU)

. Na festival se sjelo 5000 filmovych kritikti, z nichz kazdy zhlédl aspon 1 film. Na
konci byli rozdéleni do nékolika sekci dvou typu. Ve kazdé sekci prvniho typu
jsou ti, kteri zhlédli stejny film, a v kazdé skupiné druhého typu jsou filmovi
kritici, z nichz vzdy pravé jeden vidél néktery z promitanych filmtu. Dokazte, ze
vSechny kritiky lze rozdélit pravé do 100 sekci. (Sekce mize byt tvofena jednim
kritikem.)

(6 BODU)

. Po kruhové draze proti sméru hodinovych rucicek bézi triatficet bézct. Na této
draze pritom existuje pravé jeden bod, v némz se mohou bézci vzajemné pred-
béhout (v jiném bodé dréhy nelze bézce pfedbéhnout). Rozhodnéte, zda bézci
mohou béhat po draze neomezené dlouho, bézi-li konstatnimi, navzdjem riznymi
rychlostmi.

(7 BODU)

. Necht I je stfed kruznice vepsané ¢tyiuhelniku ABCD. Oznaéme M a N po fadé
stiedy jeho stran AB a CD, pfi¢emz plati |[IM|/|AB| = |IN|/|CD|. Dokazte,
ze ABCD je lichobéznik nebo rovnobéznik.

(8 BODU)

. Je dano pfirozené ¢islo. V jednom kroku muzeme mezi nékteré cislice daného
¢isla vlozit znaménka ,+“ a stanovit vznikly soucet. Napf. z ¢isla 123456789
muzeme timto zplsobem ziskat soucet 12345+6+ 789 = 13140. S takto ziskanym
¢islem (souctem) lze provést podobnou operaci, atd. Dokazte, Ze z libovolného
prirozeného ¢isla lze pomoci nejvyse deseti kroki ziskat jednomistné ¢islo.

(9 BODU)
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. Na stole lezi kus syra. V jednom kroku muzeme vybrat libovolny kus syra a roz-
fezat ho v poméru hmotnosti 1 : a, kde a (a # 1) je pfedem zvolené kladné redlné
¢islo . V dalsim kroku muzeme néktery z kust syra na stole opét rozfezat v po-
meéru hmotnosti 1 : a, atd. Rozhodnéte, zda mtizeme po nékolika krocich ze vSech
kousku syra, které lezi na stole, vytvorit dvé hromadky se stejnou hmotnosti.
(3 BODY)

. Bod M je stfedem strany AC' trojihelniku ABC a bod P lezi na jeho strané BC.
Pro prusecik O tseéek AP a BM plati |BO| = |BP|. Uréete pomér |OM| : |PC|.
(4 BODY)

. Na kruZnici je umisténo 999 ¢isel, z nichZ kazdé je rovno bud +1, nebo —1, pfitom
vSechna cisla nejsou stejna. Déle vypocteme vSechny souciny kazdjch deseti po
sobé (na kruznici) nasledujicich ¢isel a vSech téchto 999 soudint secteme.

a) Uréete nejmensi moznou hodnotu tohoto souctu.
(3 BODY)

b) Uréete nejvétsi moznou hodnotu tohoto souctu.
(3 BODY)

. Soucet vsech ¢islic prirozeného ¢isla n zapsaného v desitkové soustavé je 100.
Miize byt soucet vSech é&islic &isla n® roven 1003?
(6 BODU)

. Po kruhové dréaze proti sméru hodinovych rucic¢ek bézi tii bézci. Na této draze
pritom existuje pravé jeden bod, v némz se bézci mohou vzajemné piredbéhout
(v jiném bodé drahy nemohou bézci pfedbihat).

a) Mohou se tito t¥i béZci pohybovat po draze libovolné dlouho konstantnims,
navzdjem ruznymi rychlostmi?
(3 BODY)

b) Mize se timto zptsobem po téze draze pohybovat deset bézci?
(5 BODU)

. V roviné je ddna neuzaviena lomena ¢ara, kterd ma 31 stran, pricemz zadné dveé
sousedni strany nelezi na téze pfimce a tato lomena ¢ara se v zadném svém bodé
sama neprotina. Sestrojime vsechny pfimky, na nichz lezi néktera ze stran lomené
¢ary. Dostaneme tak 31 primek, pritom nékteré mohou byt totozné. Najdéte
nejmensi mozny pocet takto uvazovanych, navzajem raznych primek.

(8 BODU)

. Na nékterych polich sachovnice 10 x 10 sedi blechy. Dvé pole Sachovnice nazveme
sousedni, maji-li spole¢nou pravé jednu stranu. Kazdou minutu pieskoci vSechny
blechy soucasné na sousedni pole. Kazda blecha se ptritom stale pohybuje jednim
smérem (rovnobéZnym se stranami Sachovnice) tak dlouho, dokud by nevyskoéila
ven ze Sachovnice; v takovém pripadé se smér jejtho pohybu zméni v opacny.
Maxipes Fik blechy pozorné sledoval a zjistil, Ze v pribéhu jedné hodiny se
na zadném poli Sachovnice soucasné nenachézela vice nez jedna blecha. Urcete
nejveétsi mozny pocet blech, které takto mohly na Sachovnici skakat.

(11 BODU)



