31. TURNAJ MEST - PODZIMN{ CGAST
(Kategorie SENIOR — soutézni tlohy)

1. 100 pirattu hraje karty o zlato (zlaty prach). Po skonceni hry si kazdy z nich
spocita, kolik celkové vyhral, resp. kolik prohral. Kazdy z piratd ma u sebe do-
statek zlata, aby mohl zaplatit svou prohru. Béhem jedné platby bud kazdy pirat
vyplati vSéem hractim stejné mnozstvi zlata, nebo od kazdého z pirata dostane
také stejné mnozstvi zlata. Dokazte, Ze po provedeni nékolika takovych plateb
muze kazdy z hrach, obdrzet celou svou vyhru, popf. vyplatit celou svou pro-
hru. (Mnozstvi zlata odpovidajici v8em vyhram je rovno mnoZstvi zlata, které
odpovida vSem prohrém.)

(4 BODY)

2. Obdélnik je rozfezan na n pravouhelnikovych éasti (nikoliv nutné shodnych).
Dokazte, Ze kazdou z téchto n Casti je mozno roziezat na dvé casti tak, ze z n
takto vzniklych ¢asti je mozno sestavit ¢tverec a ze zbyvajicich n ¢asti je mozno
sestavit pravouhelnik.

(6 BODU)

3. Kulova plocha se dotyka vsech hran ¢tyrsténu. Dokazte, ze tii pfimky spojujici
dotykové body kulové plochy lezici na protilehlych hranach ¢tyfsténu prochézeji
spole¢nym bodem.

(7 BODU)
4. Symbolem [n]! ozna¢me sou¢in 1-11-...-11...11 (celkem n ¢initelir). Dokazte,
—_——
n-krat
Ze ¢islo [n 4+ m]! je délitelné soucinem [n]! - [m]!.
(9 BODU)

5. Necht XYZ je trojuhelnik a ABCDEF je konvexni Sestitthelnik, jehoz strany
AB, CD a EF jsou rovnobézné a shodné po fadé s useckami XY, YZ a ZX.
Dokazte, ze obsah trojuhelniku, jehoz vrcholy jsou stiedy tseéek BC, DE a F'A
neni mensi nez obsah trojuhelniku XY Z.

(9 BODU)

6. Adéla a Botek jedou spoleéné na vylet do zemé 2009 ostrovi. Nékteré dvojice
ostrovi jsou spojeny obousmeérnou lodni dopravou. Cestou hraji nasledujici hru.
Adéla nejprve vybere ostrov, z néhoz za¢nou cestovat. Potom pokracuji tak, ze
stfidavé vybiraji plavbu na ostrov, na némz jesté nebyli. Borek vybira prvni.
Prohrava ten, kdo jiz nemtze zvolit plavbu na dalsi ostrov. Dokazte, Ze pro
jakoukoliv lodni sif mezi témito ostrovy mtize vyhrat Adéla (nezévisle na volbéch
Botka).

(12 BODV)

7. Vstup do jeskyné je uzavien vodorovnou kruhovou deskou, ktera se mtize otacet.
Na jejim okraji je umisténo N vzhledové stejnych uzavienych soudkt tak, Ze
kazdé dva sousedni soudky jsou od sebe stejné vzdéaleny. V kazdém z nich je
ryba otocend bud hlavou dold, nebo hlavou nahoru. V jednom kroku Ali Baba
zvoli libovolné nékolik soudkl (od 1 po N) a otoé je na desce dnem vzhuru; pak
se deska rozto¢i. Jakmile se zastavi, Ali Baba nepozné, které ze soudkt otocil
v pfedchozim kroku. Jeskyné se otevie, jsou-li ryby ve vSech soudcich otoceny
stejnym smérem (v8echny hlavou nahoru nebo v8echny hlavou doltt). Urcete, pro
ktera N muze Ali Baba po kone¢ném poctu kroku oteviit vchod do jeskyné.

(14 BODY)



31. TURNAJ MEST - PODZIMN{ CAST
(Kategorie JUNIOR — soutézni tlohy)

. V kazdé z deseti stejnych sklenic je mléko (nikoliv stejné mnozstvi), které zau-
jimé nejvyse 10 % objemu sklenice. V jednom kroku miizeme vybrat libovolnou
sklenici a odlit z ni stejné mnozstvi mléka do kazdé ze zbyvajich deviti sklenic.
Dokazte, ze nejvyse po deseti krocich miizeme dosdhnout toho, ze v kazdé sklenici
je stejné mnozstvi mléka.

(4 BODY)

. Michal m4a 1000 shodnych krychlicek. Kazda krychlicka mé jednu dvojici pro-
tilehljch stén obarvenou cervené, druhou modfe a treti zelené. Michal z téchto
krychlicek slozil velkou krychli 10 x 10 x 10 tak, Ze se krychlicky dotykaji stejné
obarvenymi sténami. Dokazte, Ze velka krychle ma alespon jednu celou sténu
obarvenou stejnou barvou.

(6 BODU)

. Urcete vechny dvojice kladnych celych ¢isel a, b takové, ze ¢islo (a? + b)(a + b?)
je rovno ¢islu 2™ pro vhodné ptirozené ¢islo m.
(6 BODU)

. Na stranach BC' a C'D kosoc¢tverce ABCD jsou zvoleny po fadé body P a @
tak, ze |BP| = |CQ)|. Ukazte, Ze t&zi$té trojuhelniku APQ lezi na tseéce BD.
(6 BODU)

. Ze sady zavazi o hmotnostech 1g, 2g, 3g,..., N g je tfeba vybrat nékolik (vice
neZ jedno) zévazi s celkovou hmotnosti rovnou primérné hmotnosti zbyvajicich
zévazi. Dokazte, Ze

a) to lze ucinit, je-li N + 1 je druhou mocninou ptirozeného éisla,
(2 BODY)

b) pokud to lze uéinit, je N + 1 je druhou mocninou pfirozeného éisla.
(7 BODU)

. Na nekone¢nou ¢tvercovou sit je poloZeno 2009 shodnych ¢tvercil tak, Ze jejich
strany lezi na pfimkach sité (Gtverce se mohou piekryvat) Kazdé pole sité, které
je pokryto lichym poc¢tem cterci, je oznaceno. Dokazte, ze pocet oznacenych poli
sité neni mensi nez pocet poli této sité pokrytych jednim ¢tvercem.

(10 BODY)

. Adéla a Botek jedou spolecné na vylet do zemé 2009 ostrovi. Nékteré dvojice
ostrovi jsou spojeny obousmeérnou lodni dopravou. Cestou hraji nasledujici hru.
Adéla nejprve vybere ostrov, z néhoz za¢nou cestovat. Potom pokracuji tak, Ze
stiidavé vybiraji plavbu na ostrov, na némz jesté nebyli. Bofek vybira prvni.
Prohrava ten, kdo jiz nemuze zvolit plavbu na dalsi ostrov. Dokazte, ze pro
jakoukoliv lodni sif mezi témito ostrovy miize vyhrat Adéla (nezévisle na volbach
Botka).

(14 BODU)



