33. TURNAJ MEST — PODZIMN{ CAST
(Kategorie SENIOR — soutézni tlohy)

. Petr oznacil nékolik bodti v roviné, jejichz vzdalenosti jsou navzdjem riazné. Dvo-
jice zvolenych bodu A, B se nazyva neobvyklou, jestlize A je nejvzdélenéjsi ozna-
¢eny bod od B a soucasné a B je nejbliz§im oznacenym bodem od A (rtizny od
A). Urcete, jaky nejvétsi mozny pocet neobvyklych dvojic bodi mohl Petr ziskat.

(4 BODY)

. Proredlnd ¢islaa, b, ¢, dplati 0 < a,b,¢,d < laabed = (1—a)(1-b)(1—c)(1—d).
Dokazte, ze plati nerovnost

(a+b+c+d)—(a+c)(b+d) > 1.
(4 BODY)

. Necht Ai, By, C; jsou paty vysek po fadé z vrcholu A, B, C trojuhelniku ABC
a Ca,Cp jsou paty kolmic z bodu C po fadé k primkam AC, BC. Dokazte, ze
primka C'4Cp prochézi stredy tsecek C1A; a C1Bj.

(5 BODU)

. Rozhodnéte, zda existuje konvexni n-tihelnik se shodnymi stranami, jehoz vSechny
vrcholy lezi na parabole y = z2. Ulohu feste pro

a) n =2011 (3 BODY); b) n =2012 (4 BODY).

. Pfirozené ¢islo nazveme dobré, jsou-li vSechny jeho cislice nenulové. Dobré ¢islo
nazveme zvldstnim, ma-li jeho zapis v desitkové soustavé aspon k ¢islic a jeho
¢islice tvofi rostouci posloupnost (zleva doprava). Je dédno néjaké dobré ¢islo.
V jednom kroku je povoleno bud pfipsat na po¢atek nebo na konec zépisu daného
¢isla, nebo vepsat mezi libovolné dvé cislice tohoto cisla néjaké zvlastni dislo,
popf. naopak je povoleno smazat v zapise daného ¢isla libovolné zvlastni éislo.
Urcete, pro jaké nejvétsi k£ je mozno pomoci téchto krokt ziskat z libovolného
dobrého ¢isla jiné (dané) dobré Eislo.

(7 BODU)

. Dokazte, ze pfirozené &slo 11 +3% +5° ...+ (2" —1)2" ! je nasobkem 2", avsak
neni nasobkem 2"+1.
(7 BODU)

. 100 cervenych bodt déli modrou kruznici na 100 kruznicovych oblouki tak, ze
jejich délky jsou pfirozena c¢isla od 1 do 100 v libovolném poradi. Dokazte, Ze
existuji dvé navzajem kolmé tétivy, jejichz krajni body jsou Cervené.

(9 BODU)



33. TURNAJ MEST - poDzIMN{ CAST
(Kategorie JUNIOR — soutézni tlohy)

. Sasa piSe na tabuli posloupnost prirozenych ¢isel. Nejdiive napise pfirozené ¢islo
N > 1. Dalsi prirozena cisla ziska tak, ze od posledniho zapsaného cisla odecte
nebo k nému pric¢te jeho libovolny délitel vétsi nez 1. Rozhodnéte, zda Sasa muize
pro libovolné piirozené ¢islo N > 1 po nékolika krocich napsat na tabuli ¢islo
2011.

(3 BODY)

. Na strané AB trojahelniku ABC' je zvolen bod P tak, ze |AP| = 2|BP| a na
strané AC jeji stted Q. Vime, ze plati |CP| = 2|PQ)|. Dokazte, ze trojuhelnik
ABC je pravouhly.

(4 BODY)

. Mame sadu zévazi s navzijem rtznymi hmotnostmi. Vime, ze kdyz polozime
na levou misku rovnoramennych vah libovolnou dvojici zévazi, potom muizeme
vahy vyrovnat poloZenim jednoho nebo nékolika ze zbyvajicich zavazi na pravou
misku. Urcete nejmensi mozny pocet zavazi takové sady.

(5 BODU)

. Je dana hraci deska s 2012 tadky a k > 2 sloupci. Na nékterém poli jejiho
levého krajniho sloupce lezi kdmen. Dva hraci stfidavé tahnou timto kamenem.
V kazdém tahu muze hra¢ posunout kdmen o jedno pole bud vpravo, nebo nahoru,
nebo dold, nesmi pfitom umistit kdmen na pole, na némz uz drive stal. Hra kondi
v piipadé, Ze néktery z hract umisti kdmen na nékteré pole pravého krajniho
sloupce. O tom, zda tento tah bude ,vitézny“ nebo naopak, se hrac¢i dovédi az
v okamziku, kdy se kdmen octne v pfedposlednim sloupci (zprava). Muze néktery
z hracu hrat tak, aby vyhral nezavisle na tazich druhého hrace?

(6 BODU)

. Proredlné ¢islaa, b, ¢, dplati 0 < a,b,¢,d < 1 a abed = (1—a)(1-b)(1—c)(1—d).
Dokazte, ze plati nerovnost

(a+b+c+d)—(a+c)(b+d) > 1.
(6 BODU)

. Po piimé cesté jede stalou rychlosti 60km/h automobil. Nedaleko od cesty je
postaven s ni rovnobézné plot délky 100 m. Kazdou vtefinu méfi cestujici v au-
tomobilu thel, pod kterym je cely plot vidét. Dokazte, Ze soucet vSech uhli
naméfenych cestujicim je mensi nez 1100 stupnu.

(7 BODU)

. Vrcholy pravidelného 45thelniku jsou obarveny tfemi barvami tak, Ze pocty
shodné obarvenych vrchold jsou stejné. Ukazte, Ze vzdy muzeme vybrat po tfech
vrcholech kazdé z barev tak, aby trojuhelniky tvorené vrcholy stejné barvy byly
shodné.

(9 BODU)



